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#tenta #sannolikhetslara #statistik

Kurs: SO008M — Sannolikhetslara och statistik Datum: 2026-03-16 Kalla: originaltentamen -
lararens losningar (bara del 1)

Oversikt
Del 1 (uppgift 1-12, bara svar):

e betingad Poissonsannolikhet (1), hypergeometrisk (2) och binomial varians (3)

e vantevarde fér en summa (4) och percentil i exponentialférdelningen (5)

e CGS for ett medelvarde av rektangelfordelade vantetider (6)

e kritisk grans i ett t-test (7), n ur intervallbredd (8), stickprov i par (9) och binomial i
hypotesprévning (10)

e kovarianser (11) och summan av tva rektangelférdelade vantetider (12)

Del 2 (uppgift 13-15):

e kvartilavstand i en trunkerad normalférdelning (13)
e t-test ekvivalent med ett konfidensintervall (14)
e okorrelerad men beroende (15)

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen. Lararens facit

tacker bara del 1; del 2 &r [6st tva ganger oberoende av varandra.
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1. Betingad sannolikhet i en Poissonfoérdelning

Den stokastiska variabeln & ar Poissonférdelad med vantevarde 3,6. Berakna den betingade
sannolikheten P (€ > 7 | & > 4). Ange ditt svar i procent med tv3 decimaler.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Betingad sannolikhet for handelser som ges av en Poissonvariabel.

¢) Ledtrad 2

{§>7} < {& >4}, sasnittetar {E > 7}.

&) Ledtrad 3

P(E>7)=1-P(E<6)ochP(E>4)=1-P(<3).

/ Losning

P(>7) 1-F(6) _0,07327 _
P(E>4) 1-F(3) 048478

PE=27]&=4)=

P& riknaren. (1-poissCdf(3.6,0,6))/(1-poissCdf(3.6,0,3)).

Kontrollerat mot facit.

2. Kortlek: exakt ett hjarter

En vanlig kortlek bestar av 52 kort, 13 av varje farg (hjarter, klover, ruter, spader). Du tar fem kort pa
mafa utan aterlaggning. Vad ar sannolikheten att exakt 1 av dem ar hjarter? Ange ditt svar i procent

med en decimal.

Totalpoding: 2
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¢) Ledtrad 1

Dragning utan aterlaggning: Hypergeometrisk fordelning.

&) Ledtrad 2

N =52,n = 5och 13 “lyckade” kort.

¢) Ledtrad 3

Valj 1 hjarter av 13 och 4 andra av 39: (113)(?119)/(5;).

J Lésning

p—

6

)

Q

P(E=1)=

41,1 %

Kontrollerat mot facit.

3. Varians for antalet fungerande lampor

En ljusslinga bestar av 19 lampor. Varje lampa har sannolikheten 0,02 att sluta fungera inom en
tredrsperiod, och lamporna fungerar oberoende av varandra. Lat € vara antalet fungerande lampor
efter tre &r. Vad &r variansen av ? Svara med tre decimaler.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Oberoende forsok med samma sannolikhet: Binomialférdelning.

pellesmoln.org/meta/tentor/SO008M-2026-03-16 - 2026-10-19 3/18


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Hypergeometrisk-f%C3%B6rdelning
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Binomialf%C3%B6rdelning

S0008M - S0008M-2026-03-16

¢) Ledtrad 2

Réakna fungerande lampor: p = 0,98.

¢) Ledtrad 3

V(&) = np(1 - p).

¢ Lésning
¢ € Bin(19; 0,98) och

V(&) =19-0,98-0,02 =

Variansen blir densamma om man raknar trasiga lampor, eftersom p(1 — p) ar symmetriskt.

Kontrollerat mot facit.

4. Vantevarde for en summa av beroende variabler

De kontinuerliga stokastiska variablerna &; och &, ar beroende och har samma férdelning, med
frekvensfunktionen f(x) = 0,08x for 0 < x < 5och f(x) = 0 annars. Lat ¢ = &; + &. Berdkna

vantevardet av €. Svara med tva decimaler.

Totalpoding: 2

¢) Ledtrad 1

Spelar beroendet nagon roll for ett vantevarde?

&) Ledtrad 2

E(& + &) = E(&) + E(&) galler alltid.

pellesmoln.org/meta/tentor/SO008M-2026-03-16 - 2026-10-19

0,372

4118


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/V%C3%A4ntev%C3%A4rde

S0008M - S0008M-2026-03-16

¢) Ledtrad 3

E(&) = J, x - 0,08xdx.

2 Lésning
> oau? 125 10
E@&) =/ 0,08x*dx=0,08 — = —
0 3 3
Vantevardet av en summa kraver inget oberoende:
10 10
E@) =<+ ~|667
©) =5 +5 =6

Kontrollerat mot facit.

5. Pexrcentil i en exponentialfordelning

Slumpvariabeln & har en exponentialférdelning med vantevarde 25. Bestam den 25:e percentilen i
fordelningen. Svara med tva decimaler.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

En percentil &r en kvantil: l6s F (x) = 0,25.

&) Ledtrad 2

Exponentialfordelning med vantevarde 25 har A = 1/25och F(x) = 1 — e ™%,

¢) Ledtrad 3
e ™25 =0,75gerx = -251n0,75.
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¢ Lésning

1-e® =025 = [ =-25In0,75~|7,19

Kontrollerat mot facit.

6. Genomsnittlig vantetid under 50 dagar

Hans tar tunnelbanan till jobbet varje morgon. Tagen gar var tionde minut, men eftersom Hans varken
har tidtabell eller klocka betraktar han sin vantetid som slumpmassig. Vad ar sannolikheten for att
hans genomsnittliga vantetid under en 50-dagarsperiod blir storre &n 5,7 minuter? Svara i procent
med tva decimaler.

Kommentar: Som vanligt far approximationer anvdndas om sddana skulle kunna motiveras.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Vantetiden en dag ar rektangelférdelad, R(0, 10). Medelvérdet av 50:
Centrala gransvardessatsen.

¢) Ledtrdd 2

{ = 5ocho = 10//12.

¢) Ledtrad 3

&~ N(5; 0/+/50) = N(5; 0,408).
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¢ Lésning

5,7-5
0,408

P(E>57)~1-d( )=1-®(1,715) ~ | 4,32 %

Kontrollerat mot facit. Ldrarens facit anger 0,044, som man far med avrundat tabellvérde.

7. Utspadd mjolk: kritisk grans i ett t-test

En mjolkproducent misstanker att en av bonderna spader ut mjélken med vatten. Om vatten ar tillsatt
bor fryspunkten narma sig vattnets (0 °C). Producenten testar

Ho: p=po mot Hip: p>po

dar gy = —0,44, pa 5 % signifikansniva. Ett stickprov pa n = 6 prover tas. Fryspunkten antas
normalfordelad. Testet jamfor

_ X~ Ho

- s/\/é

med en konstant k, dar x och s ar stickprovsmedelvarde och stickprovsstandardavvikelse. Vilket varde

Q

har k? Svara med tre decimaler.

Totalpoding: 2

¢) Ledtrad 1

Q ar den vanliga [[t-fordelningen|t-kvoten]].

¢) Ledtrad 2

Under Hp ar Q € t(5). Testet ar ensidigt uppat.

¢) Ledtrad 3

k= t0,05(5).
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¢ Lésning

Férkasta Hy om Q > kmed P(Q > k | Hp) = 0,05:

k= t0’05(5) = 2,015

Pa riknaren. invt(0.95,5) .

Kontrollerat mot facit.

8. Antal forpackningar for ett tillrackligt smalt intervall

En stormarknad skar sjalv till pastej i forpackningar som ska vaga 500 gram. For att undersdka om
instrumenten behover kalibreras ska ett stickprov av forpackningar vagas pa en vag utan systematiska
fel. Standardavvikelsen hos vikten ar kand i forvag, o = 8 gram, och matvardena ar observationer fran

en normalférdelning.

Vilket ar det minsta antal observationer som behdévs for ett 95 % konfidensintervall med bredd hogst 4

gram? Svara med ett heltal.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Kénd o: intervallet &rx £ Ag g5 07/4/n.

¢) Ledtrad 2

Bredden &r2 - 1,96 - 8/y/n < 4.

¢) Ledtrad 3

L6s ut n och avrunda uppat.
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¢ Lésning
2:1,96-8
’Tg — /n2784 e n>6147 = n=[62]
n
Kontrollerat mot facit.

9. Brinntid for facklor: stickprov i par

Vid en jamforelse av brinntiden hos ljusfacklor av tva fabrikat, A och B, méattes brinntiden under 6 olika
dagar. Varje dag valdes slumpmassigt en fackla av varje fabrikat. De yttre férhallandena (vind,
luftfuktighet, temperatur) varierade mellan dagarna. Resultat (minuter):

Dag 1 2 3 a4 5 6
A 213,6 556,5 359,7 392,8 296,3 446,3
B 197,8 525,2 354,4 423,9 310,4 426

Antag att en facklas brinntid en given dag ar normalférdelad. Berdkna ett 95 % konfidensintervall for
den genomsnittliga skillnaden i brinntid, A minus B. Svara med intervallets dévre grans med en decimal.

Totalpodng: 2

¢) Ledtrad 1

Forhallandena varierar mellan dagarna, och varje dag har en fackla av varje sort: Stickprov i par.

¢) Ledtrad 2

Bilda z; = A - B per dag och gor ett t-intervall pa differenserna.

¢) Ledtrad 3

to,025(5) = 2,571.
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¢ Lésning

Differenserna A - B ar 15,8, 31,3, 5,3, 31,1, —14,1 och 20,3, med Z = 4,583 och s, = 23,279.

Z+ to,OZS(S)% = 4,583+ 2,571 - 9,503 = [-19,8; [29,0]]

Kontrollerat mot facit.

10. Nio forskare: felaktiga forkastanden

I en forskargrupp med 9 personer vill man testa en nollhypotes Hy mot en enkel mothypotes Hj. Var
och en av de 9 forskarna anvander ett test med signifikansniva 0,05 och styrka 0,78. Testen baseras

pa stickprov av storlek 10, och de 9 stickproven ar oberoende.

Antag att Hy ar sann. Berdkna sannolikheten att minst 2 av de 9 forskarna felaktigt drar slutsatsen att
H, ska forkastas. Ange ditt svar i procent med tva decimaler.

Totalpodng: 2
¢ Ledtrad 1

Varje forskare ar ett oberoende forsék: Binomialférdelning. Vilken av de tva sannolikheterna
galler nar Hy ar sann?

&) Ledtrad 2

Nar Hy ar sann forkastar varje test med sannolikheten a = 0,05 (Signifikansniva och

styrka). Styrkan ar ointressant har.

¢) Ledtrad 3

& € Bin(9; 0,05)ochP(E>2)=1-P (& < 1).
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¢ Lésning

P(E>2)=1-095"-9-0,05"0,95 ~|7,12 %

Pa raknaren. 1-binomCdf(9,0.05,1) .

Kontrollerat mot facit.

11. Vantevarde av en produkt via kovarianser

Slumpvariablerna &1, &2, &3 har alla vantevarde 0 och standardavvikelse 1. Antag att Cov(&q, &) =
—0,4, Cov(&,, &) = 0,2 och Cov(&y, &) = 0,6. Berakna E((&; + &) - (&1 + &)). Svara med
en decimal.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Multiplicera ut och anvand kovariansens definition.

¢) Ledtrad 2

Med vantevarde 0 ar E(&&) = Cov(&;, &) och E(&2) = V (&).

¢) Ledtrad 3

Fyratermer: E(&) + E(§1&3) + E(&&1) + E(&:83).

¢ Lésning

E((&1 *+ &)(&1 +63)) = V(&) + Cov(éy, §3) + Cov(¢y, &) + Cov(&y, §3)

=1+0,6-04+0,2=(1,4
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Kontrollerat mot facit.

12. Tva bussar: summan av tva rektangelfordelade vantetider

Rolf tar tva bussar till jobbet varje morgon. For den férsta bussen ar vantetiden R(0, 10)-férdelad. For
den andra ar vantetiden R(0, 20)-férdelad och oberoende av den férsta. Vad ar sannolikheten att Rolfs
sammanlagda vantetid en morgon blir hogst 12 minuter? Svara i procent med en decimal.

Totalpoding: 3
¢) Ledtrad 1

Tva oberoende rektangelférdelningar ger likformig fordelning pa en rektangel (Flerdimensionella
fordelningar). Sannolikhet blir area.

¢) Ledtradd 2

Rektangeln ar [0, 10] x [0, 20] med area 200. Rita linjen x + y = 12.

&) Ledtrdd 3

Omradet under linjen &r en trapets: j010(12 - X) dx.
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/ Lésning

20

15

10

y (buss 2)
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10
7
[ (12-x)dx =120 - 50 = 70, P(§1+£2312):%:35,0%
0

Kontrollerat mot facit.

13. Del 2: kvartilavstand i en trunkerad normalférdelning

Den stokastiska variabeln & har en trunkerad normalférdelning med frekvensfunktionen

2 _
f(x) = \/te XZ/Z, x>0
n

Bestam kvartilavstandet (6vre minus nedre kvartil) i férdelningen.

Totalpoding: 10
¢) Ledtrad 1

Kannigen f: det ar tva ganger N (0, 1)-tatheten, men bara fér x > 0.

¢) Ledtrad 2

F(x) = [; 2¢(t) dt = 2d(x) — 1 férx > 0.

¢) Ledtrad 3

Kvartilerna loser 2(q) — 1 = 0,25 och 2d(q) — 1 = 0,75.

2 Lésning

Eftersom 1/2/me X2 = 2¢(x), dar @ ar N (0, 1)-tatheten, ar férdelningsfunktionen fér x > 0

X

FX) =] 20(t)dt=2(D(x) - B(0)) = 2d(x) - 1
0
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Nedre kvartil. 29(q;) -1 = 0,25 & ®(q;) = 0,625 < q; ~ 0,319.

Ovre kvartil. 20(g3) —1 = 0,75 < ®(q3) = 0,875 <= g3 ~ 1,150.

kvartilavstand = g3 — g1 # 1,150 — 0,319 ={0,832

P& riaknaren. invNorm(0.875)-invNorm(0.625) .

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

14. Del 2: t-test som motsvarar ett konfidensintervall

Antag att Xy, ..., Xp, ar ett stickprov fran N (i, 0) och att yq, ..., Yy, ar ett stickprov fran N (p, ). Ett
satt att testa Hy : g = pp mot Hy @ py B pp pd 1 % signifikansniva ar att berakna ett 99 %
konfidensintervall fér pi1 — po och férkasta Hp om intervallet inte innehaller O.

Ett annat satt ar att utga fran testvariabeln

t:

/1 1
G* R + J—
obs n, n,

Anvand testvariabeln for att formulera en beslutsregel med 1 % signifikansniva, som ar ekvivalent
med testet som bygger pa intervallet.

Totalpodng: 10
¢) Ledtrad 1

Tva stickprov med gemensam a: vilken fordelning har t nar Hy ar sann?

¢) Ledtrad 2

t € t(ny + ny — 2) under Hy. Tvasidig mothypotes.
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¢) Ledtrad 3

Skriv villkoret "0 ligger i intervallet” och [6s det for t (Konfidensintervall
och hypotesprovning).

¢ Lésning

Intervallet. Med den sammanvagda skattningen G(’)'E)S ar 99 %e-intervallet

- - 1 1
I=X -y + t0,005(n1 +np — 2)Gobs — +t —
n m
Ekvivalensen. 0 € I betyder exakt att
o . [1 1
|% = 7| <topos(ny + 1y —2) 03, - + n_z = |t]| <too0s(ny + 12— 2)
1

Beslutsregeln.

forkasta Hy om |t| > tgos(ny +ny — 2)

Den har signifikansnivan 1 %, eftersom t € t(n; + n, — 2) nar Hy &r sann och P (|t| >ty 005) =
2+ 0,005.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

15. Del 2: okorrelerade men inte oberoende

Antag att (&1, &) har en tvadimensionell fordelning som &r likformig pa den kvadrat som har
hérn i punkterna (2, 0), (0, 1), (=2, 0) och (0, —1). Visa att &; och &, &r okorrelerade. Ar &; och
&, oberoende?

Totalpodng: 10
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¢) Ledtrad 1

Rita omradet. Det ar en romb med centrum i origo, symmetrisk kring bada axlarna.

&) Ledtrad 2

Cov(é1, &) = E(&1&2) — E(&1)E(&2). Anvand symmetrin x B —x (Kovarians).

¢) Ledtrad 3

For oberoende maste den simultana tatheten vara produkten av marginaltatheterna
overallt. Titta nara ett horn.

2 Lésning
Omrédet &r romben A = {|x|/2 + |y| < 1} med area 4, sa f(x,y) = 1/4 pa A.

Okorrelerade. A &r symmetrisk vid x P —x. Darfor har §; samma fordelning som =&, sa E(&;) =
0, och &1 & har samma férdelning som —&1&, s E(&1&2) = 0. Alltsa

Cov(é1, 2) = E(8162) — E(S1)E(&2) = 0

Inte oberoende. Marginaltatheterna &r positiva fér | x| < 2 respektive |y| < 1, till exempel
fe,(1,9) > 0 och f¢,(0,9) > 0. Men punkten (1,9; 0,9) ligger utanfér romben, sa f(1,9; 0,9) =
0 & f¢,(1,9) f¢,(0,9). Konkret: P (&; > 1,5, & > 0,5) = 0, medan béada faktorerna P (§; > 1,5)
och P (& > 0,5) ar positiva.

Svaret ar alltsa att & och & ar okorrelerade men inte oberoende. Okorrelerade betyder bara att
det inte finns nagot linjdrt samband; har begransar vardet pa &; vilka varden &, kan ta.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.
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