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#tenta #sannolikhetslara #statistik

Kurs: SO008M — Sannolikhetslara och statistik Datum: 2025-12-17 Kalla: originaltentamen -

lararens losningar (bara del 1)
Oversikt
Del 1 (uppgift 1-12, bara svar):

¢ betingning med komplement (1), binomial (2) och tva tarningar (3—4)
e konstanten i en frekvensfunktion (5), en summa av Poissonvariabler (6) och en

exponentialfordelad vantetid (7)
e n for given styrka (8), stickprov i par (9) och n ur intervallbredd (10)
e minsta variansen for en summa (11) och likformig férdelning pa en cirkelskiva (12)

Del 2 (uppgift 13-15):

o ett felaktigt P-varde (13)
e vantevardesriktig skattning med minst varians (14)

e fordelningen for et (15)

¢) Saanvander du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtradd 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen. Lararens facit
tacker bara del 1; del 2 ar [6st tva ganger oberoende av varandra.
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1. Betingat pa att B inte intraffar

For handelserna A och B galler att P (A) = 0,3, P(B) = 0,41 och P(A n B) = 0,18. Berékna den
betingade sannolikheten att A intraffar givet att B inte intréffar, det vill siga P (A | B€). Svarai
procent med en decimal.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Betingad sannolikhet dar villkoret ar ett komplement.

&) Ledtrad 2

P(A | BS) = P(A n B)/P(B°).

&) Ledtrad 3

AdelasuppiA n BochAn B saP(AnB)=P(A)—-P(An B).

/ Losning

P(A)-P(AnB) _03-0,18 _
1-P(B) 0,59

P(A| BY)=

20,3 %

Kontrollerat mot facit. Ldrarens facit anvidnder samma formel men anger 37,5 %, vilket inte gar
thop med vérdena [ uppgiften. Troligen géller facit en variant av tentan med andra siffror.

2. Joxdbruk: binomial med en produktsannolikhet

Ett slumpmaéssigt valt jordbruk odlar ekologiskt med sannolikheten 61 % och har mjélkkor med
sannolikheten 87 %. Antag att dessa handelser ar oberoende av varandra. Man vill titta pa
verksamheten hos 12 jordbruk. Vad ar sannolikheten att exakt 3 av dessa bade odlar ekologiskt och
har mjolkkor, och att de 6vriga kombinerar verksamheterna pa nagot annat satt? Ange ditt svar i
procent med tva decimaler.
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Totalpodng: 2

¢) Ledtrad 1

Forst sannolikheten for ett jordbruk, sedan antalet av tolv (Binomialférdelning).

&) Ledtradd 2

Oberoende: p = 0,61 - 0,87.

¢) Ledtrad 3

& € Bin(12; 0,5307) och sok P (€ = 3).

¢ Lésning

12
p=0,61-0,87 =0,5307, P(E=3)=( 3 w31 -p)® ~|3,63 %

P& riaknaren. binomPdf(12,0.61+0.87,3) .

Kontrollerat mot facit.

3. Tva tarningar: summan 3

Tva vanliga sexsidiga tarningar kastas. Berakna sannolikheten att det totala antalet prickar blir exakt 3.

Svara i procent med tva decimaler.

Totalpodng: 2
¢ Ledtrad 1

Klassiska sannolikhetsdefinitionen: gynnsamma genom mojliga.
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¢) Ledtrad 2

Det finns 36 lika sannolika utfall (i, j).

¢) Ledtrad 3

Summan 3 fas av (1, 2) och (2, 1).

¢ Lésning

P (summa 3) =

5,56 %

==

Kontrollerat mot facit.

4. Variansen f6r summan av tva tadrningar

Tva tarningar kastas. Lat & sta for det totala antalet prickar; de mojliga vardena ar 2,3, ..., 12.
Berakna variansen V (&). Svara med tva decimaler.

Totalpoding: 2

¢) Ledtrad 1

Skriv ¢ som summan av tva oberoende tarningar i stéllet for att rdkna med elva varden.

&) Ledtrad 2

En tarning ar likformigt fordelad pa 1, ...,6 med V = 35/12.

¢) Ledtrad 3

Oberoende: varianserna adderas.

pellesmoln.org/meta/tentor/SO008M-2025-12-17 - 2026-10-19 4716


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Likformig-f%C3%B6rdelning
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Oberoende-stokastiska-variabler

S0008M - S0008M-2025-12-17

¢ Lésning

VO =VE)+VE) = e = 2 ~[58

Kontrollerat mot facit.

5. Konstanten i en frekvensfunktion

Betrakta funktionen f(x) = a* x+ 2,0 < x < 1, och f(x) = 0 annars. Det finns bara ett varde pd a som
gor f till en frekvensfunktion. Vilket? Svara med en decimal.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

En frekvensfunktion har total area 1.

¢) Ledtrad 2

fol(ax +2)dx =a/2 + 2.

¢) Ledtrdd 3

Kontrollera ocksa att f > 0 pa [0, 1] med det a du far.

/ Losning

1

a
j(ax+2)dx=§+2=1 = a=|-20
0

Daarf(x) =2-2x>0pal0, 1], s&f ar en frekvensfunktion.
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Kontrollerat mot facit.

6. Summan av 40 Poissonvariabler

Slumpvariablerna &1, ..., &40 ar oberoende och Poissonférdelade med vantevarde 2. Lat € beteckna
summan. Berdkna P (¢ < 90). Svara i procent med tva decimaler.

Kommentar: Som vanligt far approximationer anvdndas om sddana skulle kunna motiveras.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

En summa av oberoende Poissonvariabler ar sjalv Poissonfordelad. Alternativt:
Centrala gransvardessatsen.

¢) Ledtrad 2

& € Po(80) exakt, med E = V = 80.

¢) Ledtrad 3

Exakt med poissCdf(80,0,90) , eller ®((90 — 80)/4/80) med CGS.

2 Lbésning
& € Po(80), sa exakt

90
P(E<90)= Y e
k=0

_808_0k ~

m 87,86 %

Med CGS utan halvkorrektion blir det @(10/4/80) = ®(1,118) ~ 86,82 %, och med
halvkorrektion @(10,5/4/80) ~ 87,98 %.
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Kontrollerat mot facit. Ldrarens facit anvdnder CGS utan halvkorrektion och anger 86,82 %.

7. Blockkedja: exponentialfordelad vantetid

I en blockkedja har tiden mellan block, raknat i minuter, en exponentialfordelning. I genomsnitt laggs 6
block till kedjan per timme. Vad ar sannolikheten att det fran en given tidpunkt dréjer langre &n 30
minuter tills nasta block? Svara i procent med tva decimaler.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Exponentialférdelning. Minneslosheten gor att “fran en given tidpunkt” inte spelar nagon roll.

¢) Ledtrad 2

6 block per timme betyder i genomsnitt 10 minuter mellan block: A = 0,1 per minut.

¢) Ledtrdd 3

P(&>30)=e*%,

/ Losning

P(E>30)=e %130 =¢3 498 %

Kontrollerat mot facit.
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8. Antal observationer for given styrka

Antag att du har ett stickprov av storlek n fran N (y; 0,5) ochvilltestaHy : p=10motH; : p =
10,3 pa 5 % signifikansniva. Hur stort maste n vara for att testet ska fa en styrka som ar minst 95 %?
Svara med det minsta heltalet n.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Enkla hypoteser med krav pa bade a och styrka (Signifikansniva och styrka).

¢) Ledtrad 2

Tvavillkor pd k: k = 10 + )\0’05 G/\/ﬁ ochk =10,3— )\0’05 O/\/ﬁ

¢) Ledtrad 3

n=((Aq +Ag)o/(uy = yo))Z. Avrunda uppat.

Z Lésning

2

1,6449 + 1,6449) - 0,5
:(( ) ) ~30,06 = n=|31

n 0.3

Kontrollerat mot facit.

9. Bildack: stickprov i par

For att jamfora forslitningen hos bildack av tva typer, A och B, monterade man ett dack av vardera
typen pa bakhjulen pa sju bilar av samma marke. Varje bil kérdes 900 mil, men av olika férare och pa
olika vagar. Forslitningen blev:
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Bil 1 2 3 4 5 6
A 1 0,9 0,8 1,6 0,5 0,8
B 0,9 0,7 0,8 1,2 0,4 0,8

Bestam, under lampliga normalférdelningsantaganden, ett 90 % konfidensintervall fér skillnaden A -
B i genomsnittlig forslitning. Ange den dvre gransen med tre decimaler.

Totalpoding: 2

¢) Ledtrad 1

Bada dacktyperna sitter pa samma bil: Stickprov i par.

&) Ledtrad 2

Differenserna A — B ar ett stickprov ur N (A, 0); gor ett t-intervall.

¢) Ledtrad 3

Tvasidigt 90 % med n = 7: ty 95(6) = 1,943.

2 Losning

Differenserna ar 0,1, 0,2, 0, 0,4, 0,1, 0 och 0,2, med Z = 0,1429 och s, = 0,1397.

SZ
zZ+ tO’OS(G)W =0,1429 + 1,943 - 0,0528 ~ | 0,245

Kontrollerat mot facit.
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10. Antal matningar ur intervallets bredd

En matmetod ger observationer som kan antas vara ett stickprov fran N (, 1), dar p ar konstanten
man vill mata. I en rapport presenterades ett 95 % konfidensintervall for p1. Hur manga méatningar
hade gjorts om intervallet var [10,108; 10,892]? Svara med ett heltal.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Kand o: intervallet &rx + 1,96 a/4/n.

&) Ledtrad 2

Bredden 10,892 — 10,108 = 0,784 ska vara 2 - 1,96//n.

&) Ledtrad 3

LSs ut 4/n.

/ Losning

Kontrollerat mot facit.

11. Minsta m6jliga variansen f6r en summa

Antag att du har tva normalférdelade slumpvariabler med varians 4 respektive 49. Om de ar
oberoende &ar variansen for summan 53. Om de &r beroende kan variansen fér summan vara bade
mindre och stérre an 53, men inte hur liten som helst. Vad &r det minsta mojliga vardet? Svara med
en decimal.

Totalpodng: 2
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¢) Ledtrad 1

V(& +&)=V (&) + V(&) +2Cov(éy, &) (Kovarians).

&) Ledtrad 2

Cov = poi102 med —1 < p < 1 (Korrelation).

¢) Ledtrad 3

Det minsta vardet fas vid p = —1.

J Lésning
Med oy = 2ochoy =7:

V(& +&)=4+49+2p-2-7>53-28=[25]
Minimum nas vidp = —1,och daarV = (0 — 0,)*> = (2 — 7)? = 25.

Kontrollerat mot facit.

12. Likformig férdelning pa en cirkelskiva

En partikels position &r likformigt fordelad pa cirkelskivan med centrum i origo och radie 9. Berdkna
sannolikheten att partikelns avstand fran origo ar stérre an 2,5 men mindre dn 7. Svara i procent med
tva decimaler.

Totalpoding: 3
&) Ledtrad 1

Likformig fordelning i planet: sannolikhet = area delat med total area
(Flerdimensionella fordelningar).
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¢) Ledtrad 2

Omradet &r en ring mellan radierna 2,5 och 7.

¢) Ledtrdd 3

T tar ut sig: (72 — 2,5%)/9.

/ Losning

n(72 -2,5%) _ 42,75 _

P@S<C<7=""5 81

52,78 %

Kontrollerat mot facit.

13. Del 2: en tarning med 100 sidor

Lars har kdpt en tarning med 100 sidor. Han misstanker att den inte ar korrekt konstruerad och vill se
om han kan pasta att alla nummer inte &r lika sannolika, med 5 % felrisk. Lars kastar tarningen och far

talet 98. Han menar att eftersom P-vardet ar 2 % kan man pasta att alla nummer inte &r lika sannolika
med 5 % felrisk.

Haller du med Lars i hans slutsats och resonemang? Om inte, kritisera slutsatsen
och/eller resonemanget.

Totalpodng: 10
&) Ledtrdd 1

Vad ar ett P-varde (direktmetoden)? Det &r sannolikheten, under Hy, for ett utfall som ar minst
lika extremt som det observerade.
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¢) Ledtrad 2

Under Hy har varje sida sannolikheten 1/100. Ar 98 mer “extremt” &n till exempel 37 i
forhallande till mothypotesen?

¢) Ledtrad 3

Mothypotesen “alla nummer ar inte lika sannolika” pekar inte ut nagon riktning. Kan ett
enda kast alls ge belagg mot den?

/ Losning
Nej, varken slutsatsen eller resonemanget haller.

e P-virdet ar felaktigt definierat. Ett P-varde ar sannolikheten under Hy att fa ett resultat
som ar minst lika extremt som det observerade, matt i mothypotesens riktning. Aven med
Lars egen tolkning, att hoga tal ar extrema, blir P (utfall > 98) = 3/100 och inte 2 %. Men
mothypotesen sager bara att tarningen ar skev, inte att hoga tal ar vanligare. Ett resultat
nara 100 ar inte mer extremt an ett nara 50.

e Alla utfall &r lika troliga under Hy. Varje nummer har sannolikheten 1/100. Med Lars
resonemang skulle varje utfall kunna ges ett litet “P-varde”, och han skulle férkasta H
oavsett vad tarningen visar. Da ar den verkliga felrisken inte 5 % utan nara 100 %.

o Testet viljs efter data. Att titta pa utfallet och sedan valja vilken sorts avvikelse som
raknas som extrem gor att signifikansnivan inte langre galler.

o Ett kast racker inte. For att préva om alla 100 sidor &r lika sannolika behévs manga
kast och en testvariabel som bestams i forvag, till exempel antalet ganger varje sida
kommer upp.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

14. Del 2: vantevardesriktig skattning med minst varians

Antag att & € N(6,2) och & € N(0, 3) ar oberoende. Som skattning av 0 vill man anvanda en
linjarkombination c1&1 + c2&. Hitta den vantevardesriktiga linjarkombination som har minst varians.
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Totalpodng: 10
¢) Ledtrad 1

Vantevardesriktig betyder E(c1&; + ¢&) = 0 foralla 6.

&) Ledtradd 2

Det ger c; + ¢, = 1. Variansen ar 4C% + 9C% (standardavvikelserna ar 2 och 3).

¢) Ledtrad 3

Satt ¢ = 1 — ¢ och minimera en andragradsfunktion i c;.

2 Lésning
Vantevirdesriktig. E(c1&; + &) = (c1 + )0 = 0 foralla O kréaver ¢ + ¢ = 1.
Variansen. Med oberoende ochc, = 1 — ¢y:

V(cr) = 4ci +9(1 - o)’

Minimera.

, 9 4
Vv =8c; — 18(1 - =26c, —18=0 = = — = —
(c1) =8¢y 1-c1) C1 1= T3 €= 3

V'(cy) = 26 > 0, s& det &r ett minimum. Skattningen ar

36

4
£ 9 V(O*)= —=~2,77
13

b —
1351 1352

)

Vikterna ar omvant proportionella mot varianserna: den noggrannare méatningen &; far storre vikt.
Variansen 2,77 ar mindre an bade 4 och 9.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.
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15. Del 2: fordelningen for es
Antag att & har en Exp(1)-férdelning. Bestam férdelningsfunktion och frekvensfunktion for { = e,

Totalpoding: 10
&) Ledtrad 1

Funktion av en stokastisk variabel: bérja med férdelningsfunktionen Fz(z) = P (¢ < z).

¢) Ledtrad 2

E>0ger0<{<1.F6r0<z<l:ie¢<z < &>-Inz.

¢) Ledtrad 3

P (& > x) = e *for Exp(1).

 Lésning
Eftersomé > 0ar0<{<1.For0<z<1:

F/z)=P(e*<z)=P(E>-Inz)=e "9 =4

Alltsa
[0, z<0 L Gen<i
s Z
F;(z) = iz, 0<z<1 fiz)={
0, annars
1, z>1

 ar alltsa R(0, 1)-fordelad.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.
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