SO008M-2025-08-26

#tenta #sannolikhetslara #statistik

Kurs: SO008M — Sannolikhetslara och statistik Datum: 2025-08-26 Kalla: originaltentamen -
lararens losningar (bara del 1)

Oversikt
Del 1 (uppgift 1-12, bara svar):

exakt en av fyra oberoende handelser (1), Bayes (2) och slumpvandring (3)
e rektangelfordelning (4), linjar funktion av en Poissonvariabel (5) och CGS for

exponentialfordelade variabler (6)

¢ skillnad mellan tva normalférdelade variabler (7), kritisk grans i ett z-test (8) och tva
stickprov (9)

e binomial i hypotesprévning (10), skillnad i tvadimensionell normalférdelning (11) och

kovarians (12)
Del 2 (uppgift 13-15):

e standardavvikelse ur en sannolikhet (13)
e fullstandig l6sning av uppgift 6 (14)
e teckentest for varmare novembermanader (15)

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen. Lararens facit
tacker bara del 1; del 2 &r l6st tva ganger oberoende av varandra.
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1. Exakt en av fyra oberoende handelser

Handelserna A, B, C, D &r oberoende, dar P (A) = 0,3, P(B) = 0,7,P(C) = 0,90ch P(D) =
0,8. Berakna sannolikheten att exakt en av de fyra handelserna intraffar. Svara i procent med
tva decimaler.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Oberoende handelser: dela upp “exakt en” i fyra disjunkta fall.

¢) Ledtrad 2

“BaraA” arA n B¢ n C° n D¢, och oberoendet ger en produk.

¢) Ledtrad 3

Summera P (A)P (B€)P (C°)P (D) och motsvarande foér B, C, D.

/ Lésning

P(baraA)=0,3-0,3-0,1-0,2=0,0018
P(bara B) =0,7-0,7-0,1-0,2 =0,0098
P(baraC)=0,9-0,7-0,3-0,2=0,0378
P(bara D) =0,8-0,7-0,3-0,1=0,0168

De fyra fallen ar disjunkta, sa

P (exakt en) = 0,0018 + 0,0098 + 0,0378 + 0,0168 =| 6,62 %

(I originalet star P (C) tva génger; det andra vardet, 0,8, galler D.)

Kontrollerat mot facit.

pellesmoln.org/meta/tentor/SO008M-2025-08-26 - 2026-10-19 2/17


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Oberoende-h%C3%A4ndelser

S0008M - SO008M-2025-08-26

2. Skaderisk for kvinnorx

Pa en arbetsplats skadas 1 % av personalen under ett ar. Bland de skadade ar 57 % man. Av de
anstallda ar 70 % man och 30 % kvinnor. Berdkna skaderisken for kvinnor, det vill sdga sannolikheten
att en person skadas givet att personen ar en kvinna. Ange ditt svar i procent med tva decimaler.

Totalpoding: 2

¢) Ledtrad 1

Villkoret &r “vant”: du vet P (man | skadad) men séker P (skadad | kvinna) (Bayes sats).

¢) Ledtrad 2

P(S | K) = P(K n S)/P(K).

¢) Ledtrad 3

P(K nS)=P(S)-P(M n S) =0,01-0,57 - 0,01.

/ Lésning

P(M nS)=P(M | S)P(S)=0,57 0,01 =0,0057, P(K nS)=0,01-0,0057 = 0,0l

p(s | Ky= BENS) _ 00043 s
P(K) 0,30 2

Kontrollerat mot facit.

3. Slumpvandring: avstand minst 2

En partikel startar pa talet O och hoppar ett steg varje sekund, med steglangd 1 i negativ eller positiv
riktning med sannolikheten 0,5 vardera. Hoppen ar oberoende. Vad ar sannolikheten att partikeln vid
tiden 8 sekunder befinner sig pa ett avstand fran 0 som ar storre an eller lika med 2? Ange ditt svar i
procent med en decimal.
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Kommentar: Med avstdndet menas absolutbeloppet av positionen.

Totalpoding: 2

&) Ledtrad 1

Rakna antalet steg at hdger: Binomialfordelning.

¢) Ledtrad 2

Med nn € Bin(8; 0,5) steg at hoger ar positionen 21 — 8, alltid ett jamnt tal.

¢) Ledtrad 3

Positionen &r jamn, sa avstandet ar minst 2 precis nar partikeln inte star pa 0.

¢ Lésning

|2n -8| 22 < n&4,sa

8
70
Q=l——% 72,7 %

P=1-P(h=4)=1-
(1=4) 28 256

Kontrollerat mot facit.

4. En standardavvikelse kring vantevardet i R(0,1)

IN (O, 1)-fordelningen ligger ungefar 68 % av massan inom en standardavvikelse fran vantevardet:
om& € N(0,1)arP (-1 <& <1)=0,6826. Berakna motsvarande sannolikhet for R(0, 1)-
fordelningen, det vill saga P (1 — 0 < € < p + o) om € ar rektangelférdelad pa [0, 1], dar p = E(&) och
0 = 4/ V (§). Svarai procent med en decimal.

Totalpoding: 2
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¢) Ledtrad 1

Rektangelférdelning: sannolikhet ar langd.

&) Ledtrad 2

p=1/2ocho = 1/4/12.

¢) Ledtrad 3

Intervallet [y — 0, p + o] ligger helti [0, 1] och har langden 20.

J Lésning

P(u-o<é<u+o)=20= ~ (57,7 %

S
N

Rektangelférdelningen har mindre massa nara mitten an normalférdelningen, sa andelen blir
lagre an 68 %.

Kontrollerat mot facit.

5. Nettovinst som linjar funktion av en Poissonvariabel

Thomas jobbar som inkastare pa en bar pa en grekisk 6. For varje person han lyckas fa att ga in i baren
far han 40 kr, och han har kostnader pa 250 kr per dag. Lockar han till exempel 40 kunder en dag blir
nettovinsten 1 350 kr. Antalet kunder per dag ar Poissonfordelat med vantevarde 30. Vad ar
standardavvikelsen for nettovinsten pa en dag? Svara med en decimal.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Linjar funktion: n = 40& — 250.
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¢) Ledtrad 2

& € Po(30) har V (&) = 30.

¢) Ledtrad 3

D(a& +b) = |a| D($).

¢ Lésning

D(n) = 40/30 ~|219,1 kr

Kontrollerat mot facit.

6. Summa av 40 exponentialfordelade variabler

De stokastiska variablerna &1, ..., &40 ar oberoende och har samma kontinuerliga fordelning med

frekvensfunktionen f(x) = 0,6e %%, x > 0. Lat & vara summan av de 40 variablerna. Berikna P (§ >
78). Svara i procent med tva decimaler.

Totalpodng: 2
¢) Ledtrad 1

En summa av manga oberoende variabler: Centrala gransvardessatsen.

&) Ledtrad 2

f ar [[Exponentialférdelning| Exp(0,6)]], sa u = o = 1/0,6.
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¢) Ledtrad 3

& ~ N(40y; /40 0) = N(66,67; 10,54).

2 Lésning

Se uppgift 14 for den fullstandiga losningen. Kortfattat:

78 - 66,67
P(§>78)% 1= O(——"—) = 1 - ®(L,075) ~| 14,11 %

Kontrollerat mot facit.

7. Spjutkast: vem kastar langst?

Anna kastar i genomsnitt 55,9 m och Stina 50,7 m. Avvikelserna fran genomsnitten ar normalférdelade
med vantevarde 0 och standardavvikelse 3 (Anna) respektive 5,2 (Stina). Om Anna och Stina gor
var sitt kast, vad ar sannolikheten att Stinas kast blir langre an Annas? Ange ditt svar i procent med

tva decimaler.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Skriv handelsen som en skillnad: {5 — 4 > 0 (Summor av normalférdelade

stokastiska variabler).

¢) Ledtrad 2

Kasten ar oberoende, s& & — &4 € N(50,7 — 55,9; /5,22 + 32).

¢) Ledtrdd 3

Standardavvikelsen ar 4/36,04 = 6,003. Standardisera 0.
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Z Lésning

5,2
6,003

& — & € N(-52; 6,003),  P(& —& > 0)=1- )=1-®(0,866) ~ 19,32 %

Kontrollerat mot facit.

8. Kortare tillverkningstid: kritisk grans i ett z-test

En ny tillverkningsmetod ska provas; du tror att den ger kortare genomsnittstid an de 124 sekunder
som gallt hittills. Du gér 35 méatningar och bestammer att det ska vara 2,5 % risk att pasta att den nya
metoden ger kortare tid trots att den inte ar battre. Tillverkningstiden ar normalférdelad med
standardavvikelsen 0 = 9 sekunder. Testvariabeln ar

_x-124
o/y/n

och den jamférs med en viss konstant. Vilket varde har konstanten? Svara med tva decimaler.

Totalpoding: 2

¢) Ledtrad 1

[[Sammansatta hypoteser|Test med kand 0]: z € N(0, 1) nar Hy &r sann.

&) Ledtrad 2

Hy: p=124motHy : p < 124.Smaz talar for H;.

¢) Ledtrad 3

Férkastaom z < —Ag g2s.
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¢ Lésning

Signifikansnivan 2,5 % med vanstersidig mothypotes ger

forkasta Hy om z < —Ag o5 = [—1,96

Kontrollerat mot facit.

9. Konfidensintervall f6r tva stickprov

Foljande &r ett observerat stickprov fran N (a, 01) (a och 01 okanda):

6,9 5,2 6,8 5,1 6 51 6,4
Féljande &r ett observerat stickprov fran N (b, 02) (b och 0> okénda):

3 3,6 4.4 4 4,7 5,9 3,2

Stickproven &r oberoende och 0; = 0,. Berédkna ett 90 % konfidensintervall for a — b. Svara med den
nedre gransen med tre decimaler.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Olika objekt i grupperna och samma g: Tva stickprov.

¢) Ledtrad 2

Vag ihop varianserna: s* = ((n; — 1)s2 + (nz — 1)55)/(n1 +ny - 2).

¢) Ledtrdd 3
X _)_/ + t0’05(12)5\/ 1/7 + 1/7 med t0’05(12) = 1,782
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¢ Lésning
x =5,929,y = 4,114, s, = 0,799 och s, = 0,997. Med lika stora stickprov &r

s2+s

2
X =0,904
2

S:

2
X—y-— t0,05(12)5\/; =1,814 -1,782 - 0,904 - 0,5345 ~| 0,953

P& raknaren. 2-Sample t Interval med C Level 0,9 och Pooled: Yes.

Kontrollerat mot facit.

10. Nio forskare: felaktigt accepterad nollhypotes

I en forskargrupp med 9 personer vill man testa Hy mot en enkel mothypotes Hj. Var och en anvander
ett test med signifikansniva 0,1 och styrka 0,89. Testen baseras pa stickprov av storlek 20, och de 9
stickproven ar oberoende. Antag att H, ar falsk. Berdkna sannolikheten att minst 3 av de 9 forskarna

felaktigt drar slutsatsen att Hy ska accepteras. Ange ditt svar i procent med tva decimaler.

Totalpodng: 2
&) Ledtradd 1

Varje forskare ar ett oberoende férsok (Binomialfordelning). Vilken sannolikhet galler nar H,

ar falsk?

¢) Ledtrad 2

Nar Hy &r falsk accepteras den med sannolikheten 1 — styrkan = 0,11 (Signifikansniva

och styrka).
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¢) Ledtrad 3

& € Bin(9; 0,11)ochP(£ 23)=1-P(£ < 2).

2 Lésning

: 9 k 9-k
P(§23)=1- ¥ ())0.11089 % ~|6,72 %
k=0

P& riaknaren. 1-binomCdf(9,0.11,2) .

Kontrollerat mot facit.

11. Langdskillnad mellan far och son

Korrelationen mellan faders och vuxna séners langd har visat sig vara kring 0,5. Antag att man
slumpmassigt valjer ett far—son-par fran en population dar korrelationen ar 0,45, och att langden ar
normalférdelad med vantevarde 178 cm och standardavvikelse 8 cm. Vad ar sannolikheten att
skillnaden i langd mellan far och son &r mer &n 10 cm? Ange ditt svar i procent med en decimal.

Totalpodng: 2
¢) Ledtrad 1

Skillnaden i en tvadimensionell normalférdelning ar normalférdelad.

¢) Ledtrad 2

E(&r —&s) = 00ch V(& = &) = 20°(1 — p).

¢) Ledtrad 3

“Mer &n 10 cm” géller &t bada hall: P (|D| > 10) = 2(1 — ®(10/D(D))).
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¢ Lésning

D(EF_ES):\/82+82—2'0,45'8'8:8\/1,1:8,390

10
8,390

P(|& — & > 10) = 2(1 - a ) = 2(1 - &(1,192)) = (23,3 %

Kontrollerat mot facit.

12. Kovarians i ett signalsystem

For att modellera ett signalsystem anvands beroende slumpvariabler &, &, &3, ... dar

t

& = 2(ain; +by)

i=1

ai, a, ... och by, by, ... ar konstanter och 1y, 1, ... ar oberoende N (0, 1)-férdelade. Antag att a; =
3,a> = 1och by =1, by = 0. Berdkna kovariansen mellan &; och &. Svara med en decimal.

Totalpoding: 3
¢) Ledtrdd 1

Skriv ut &; och &, och anvand att kovariansen ar linjar i bada argumenten.

¢) Ledtrad 2

& =3n1+1oché =3n; +1+n,.

&) Ledtrdd 3

Konstanter paverkar inte kovariansen, och Cov(n, 1) = 0.
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¢ Lésning

Cov(&, &) = Cov(3n1, 3n1 +1n2) =9V (1) +3Cov(n,n2) =9+0=1{9,0

Kontrollerat mot facit.

13. Del 2: standardavvikelsen ur en sannolikhet

Antag att man slumpmassigt valjer ett far—son-par fran en population som liknar den i uppgift 11, men
dar vantevarde och standardavvikelse skiljer sig fran uppgift 11. Antag att sannolikheten att skillnaden
i langd mellan ett slumpmassigt valt far—son-par & mer an 10 cm ar lika med 0,1. Vad ar da

standardavvikelsen i populationen?

Totalpodng: 10
&) Ledtrdd 1

Samma modell som i uppgift 11, men nu ar sannolikheten given och o okand

(Standardiserad normalfordelning).

¢) Ledtrad 2

D =& —& &€ N(0; o+/2(1 — p)) medp = 0,45, alltsd D(D) = g+/1,1.

¢) Ledtrad 3

P(|D| > 10) = 0,1 ger 10/(0+/1,1) = Ag05.

J Lbésning

Modell. (F, &s) ar tvadimensionellt normalférdelad med samma vantevarde p och
standardavvikelse o for bada, och korrelation p = 0,45 som i uppgift 11.

Skillnadens férdelning.
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D =& - & € N(0; 04/2-2-0,45) = N(0; 04/1,1)

Véantevardet i tar ut sig, sa det behdvs inte.
Villkoret.

P(|D| > 10) = 2(1 - D(—2_)) = 0,1 e 01—\/%

= Apos = 1,6449
oLl 0,05

10

o=—— '~
1,6449 - /1,1

5,80 cm

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

14. Del 2: fullstandig 1losning av uppgift 6

Skriv en fullstandig 6sning till uppgift 6: &1, ... , &40 ar oberoende med frekvensfunktionen f(x) =
0,6e %% x > 0. Lat & vara summan. Berakna P (€ > 78).

Totalpodng: 10
¢ Ledtrad 1

Kann igen férdelningen, rdkna 1 och o fér en term, anvand sedan Centrala gransvardessatsen.

¢) Ledtrad 2

[[Exponentialférdelning|Exp(A)]] har E = 1/A och D = 1/A.

¢) Ledtrad 3

Motivera varfér CGS far anvandas: n = 40 oberoende, likaférdelade termer med
andlig varians.
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/ Lésning
Modell. {; € Exp(0,6) oberoende, i =1,...,40,0och & =Y &;.
Enterm. E(&;) = 1/0,6 = 1,667 och D(&;) = 1/0,6 = 1,667.

Summan. E(&) = 40 - 1,667 = 66,67 och D(§) = /40 - 1,667 = 10,54 (Linjara funktioner av
stokastiska variabler).

CGS. Termerna ar oberoende och likaférdelade med &ndlig varians och n = 40 ar stort, sd § &
N(66,67; 10,54):

P(E>78)~1- @(%) = 1-®(1,075) ~[0,141

(Summan ar exakt gammafordelad, och det exakta vardet ar 0,142, sa approximationen ar god.)

Kontrollerat mot facit (uppgift 6).

15. Del 2: har novembermanaderna blivit varmare?

Den 2 december 2015 rapporterade SVT:s Aktuellt att november det aret var varmare an vad
november i genomsnitt varit i Sverige under lang tid. I sjalva verket hade november under 9 av de 10
senaste aren varit varmare an genomsnittet; undantaget var det ovanligt kalla 2010.

Man skulle, baserat pa denna information, kunna genomféra ett mycket enkelt test av om en férandring
verkligen skett de senaste 10 aren. Genomfor ett sddant test. Hypoteser, beslutsregel, slutsats och
riskniva ska tydligt framga.

Totalpodng: 10

¢) Ledtrad 1

Bara “varmare eller kallare an genomsnittet” ar kant: ett teckentest med Binomialférdelning.
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¢) Ledtrad 2

Utan forandring ar varje &r varmare med sannolikheten 0,5, oberoende av andra &r: £ €
Bin(10; 0,5).

¢) Ledtrdd 3

Direktmetoden: ag = P(£ =9 | p = 0,5).

/ Losning

Modell. { = antal av de 10 senaste aren da november var varmare an det langsiktiga
genomsnittet. Aren antas oberoende och varje r ar varmare med sannolikheten p,séé €
Bin(10; p).

Hypoteser. Hy : p = 0,5 (ingen férandring) mot H; : p > 0,5 (novembermanaderna har

blivit varmare).

Beslutsregel. Stora virden pa € talar fér H;. Férkasta Hy pd nivdn aom ap = P (€ > Xgps | p =
0,5) <a.

Rakning. Med Xops = 9:

()*+G _ 11
210 1024

a =P(E>9)= ~ 0,0107

Slutsats. oy < 0,05, s& H forkastas pa 5 %-nivan: novembermanaderna har blivit varmare. Pa
1 %-nivan kan Hyp daremot inte forkastas, eftersom 0,0107 > 0,01.

Forbehall. Testet kraver att aren ar oberoende och att “genomsnittet” inte raknats pa de ar

som testas.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer éverens.
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Se aven
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