SO008M-2025-03-17

#tenta #sannolikhetslara #statistik

Kurs: SO008M — Sannolikhetslara och statistik Datum: 2025-03-17 Kalla: originaltentamen -
lararens losningar (bara del 1)

Oversikt
Del 1 (uppgift 1-12, bara svar):

o varken A eller B (1), Bayes sats for en brusig kanal (2) och mest sannolika vardet i en
binomialférdelning (3)

o CGS for ett lager av elektronrér (4), standardavvikelse i en hypergeometrisk fordelning (5)
och median ur fordelningsfunktionen (6)

o teckenintervall (7), signifikansniva for given styrka (8), frihetsgrader for tva stickprov (9)
och ett t-intervall (10)

e ambulansavstand pa en cirkelskiva (11) och E(&n) ur kovariansen (12)

Del 2 (uppgift 13-15):

e P(& > n)foren Poisson- och en normalférdelad variabel (13)
e varfor tryckfel ar Poissonfordelade (14)
o styrkefunktionen for ett test med tva enheter (15)

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen. Lararens facit
tacker bara del 1; del 2 &r l6st tva ganger oberoende av varandra.
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1. Varken A eller B

For handelserna A och B galler att P (A) = 0,3, P(B) = 0,56 och P(A n B) = 0,14. Berdkna
P (A° n B°). Svara i procent med en decimal.

Totalpoding: 2

¢) Ledtrad 1

A° n B¢ ar komplementet till A U B (Utfallsrum och handelser).

¢) Ledtrad 2

P(A°nBY)=1-P(AUB).

¢) Ledtrad 3

Additionssatsen: P(AU B) = P(A)+ P(B) - P(A n B).

¢ Lésning

P(AuB)=0,3+0,56-0,14=0,72

P(A°nB)=1-P(AUB)=1-0,72=28,0%

Kontrollerat mot facit.

2. Mottagen etta i en brusig kanal

Meddelanden kodade i binara tecken, 0 och 1, dverfores i ett telekommunikationssystem. Signalerna
stors av ett brus, och darfor férekommer felaktiga 6verforingar. Ett utsant tecken 0 mottas som 1 med
sannolikhet 0,02 (och som 0 med sannolikhet 0,98). Ett utsant tecken 1 mottas som 0 med
sannolikhet 0,035 (och som 1 med sannolikhet 0,965). Vidare férekommer tecknen 1 i en proportion
0,6 och tecknen 0i en proportion 0,4, dvs 60 % av alla utsanda tecken ar 1:or.
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Om 1 mottagits, vad ar da sannolikheten att 1 har sants? Ange ditt svar i procent med tva decimaler.

Totalpoding: 2
&) Ledtrad 1

Man vet vad som mottogs och fragar vad som sandes: Bayes sats.

¢) Ledtrad 2

P(M; | S1)P(S1)
P (M) '

L&t S1 = 1 sént och M; = 1 mottaget. P(Sy | My) =

¢) Ledtrad 3

Namnaren fas med lagen om total sannolikhet: P (M;) = 0,965 - 0,6 + 0,02 - 0,4.

¢ Lésning
Lat Sy, S; vara O respektive 1 sant och M att 1 mottas.

P(M1) = P(M; | S1)P(S1)+P(M; | So)P(So) = 0,965 - 0,6 + 0,02 - 0,4 = 0,587

0,965-0,6 _ 0,579 _
0,587 0,587

P(S: | My) =

98,64 %

Kontrollerat mot facit.

3. Mest sannolika vardet i Bin(11; 0,15)

Den stokastiska variabeln & har en Bin(11; 0,15)-férdelning. Bestam det mest sannolika vardet pa &.
Svara med ett heltal.

Totalpoding: 2
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¢) Ledtrad 1

So6k det x som ger storst P (& = X) i binomialférdelningen.

&) Ledtrad 2

11
P(E=x)= (X )0,15% 0,857

¢) Ledtrad 3

Vantevardet ar np = 1,65. Rakna ut sannolikheterna fér x = 0, 1, 2, 3 och jamfor.

¢ Lésning
X 0 1 2 3
P =x) 0,1673 0,3248 0,2866 0,1517

Sannolikheterna vaxer upp till x = 1 och avtar sedan. Det mest sannolika vardet ar

x=1

Allmant ligger det mest sannolika vardet vid heltalsdelenav (n + 1)p = 12 - 0,15 = 1,8.

Pa raknaren. binomPdf(11,0.15) ger hela listan.

Kontrollerat mot facit.

pellesmoln.org/meta/tentor/SO008M-2025-03-17 - 2026-10-19 4719


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Binomialf%C3%B6rdelning

S0008M - S0008M-2025-03-17

4. Ett lager av elektronror

Livslangden (enhet: timmar) for en viss typ av elektronror ar exponentialférdelad med vantevarde 220.

Sadana ror ingar i radarutrustningen pa ett fartyg, dar man i ett lager under déack har 45 elektronrér.
Nar ett elektronrér gar sonder byts det genast ut.

Berdkna en tid T sadan att lagret racker atminstone T timmar med 95 % sannolikhet. Svara med
en decimal.

Kommentar: Som vanligt far approximationer anvdndas om sddana skulle kunna motiveras.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Lagrets livslangd ar en summa av 45 oberoende livslangder: Centrala gransvardessatsen.

¢) Ledtrad 2

En exponentialférdelning med vantevarde 220 har ocksa standardavvikelsen 220. Summan
ar~ N (45 - 220; /45 - 220).

¢) Ledtrad 3

P(E > T) =0,95gerT = 1] _)\0’05 0.

2 Lésning

L&t &; vara livslangden fér rérioch & = Z?:Sl &; den tid lagret racker. Med E(&;) = D(&;) = 220
ger CGS

& = N(45 - 220; +/45 - 220) = N(9900; 1475,80)

Villkoret P(§ > T') = 0,95 ger

T —9900

= —Aoos = —1,6449 = T =9900 - 1,6449 - 1475,80 ~ | 7472,5h
1475,80 ’
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P& raknaren. invNorm(0.05,9900, sqrt (45)%220) .

Kontrollerat mot facit. Ldrarens facit anger T ~ 7470, alltsé samma vdrde avrundat. I facit stdr
férdelningen som N (375; 53,03), vilket dr ett skrivfel: rikningen och svaret bygger pd
N(9900; 1475,8).

5. Standardavvikelse for antalet roda bollar

I en lada finns 29 bollar varav 8 ar réda och 6vriga 21 ar vita. Man tar 4 bollar pad mafa utan
aterlaggning. Vad ar standardavvikelsen for antalet roda bollar i urvalet? Svara med tva decimaler.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Dragning utan aterlaggning: Hypergeometrisk fordelning.

¢) Ledtrad 2

¢ € Hyp(N,n,p)med N =29,n =4,p = 8/29.

¢) Ledtrad 3

V() = (1= p).

2 Losning

29 -4 8 21
4-— = =0,7134

VO =39=7"4 25 29

D(&) = +/0,7134 ~ (0,84

Kontrollerat mot facit.
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6. Median ur foérdelningsfunktionen

Slumpvariabeln & har fordelningsfunktionen F (x) = (x — 2)3,2 < x < 3, dar F(x) = 0 om x < 2 och
F(x) = 1 om x > 3. Berdkna medianen i fordelningen. Ange ditt svar med tva decimaler.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Medianen &r den punkt dar férdelningsfunktionen nar 0,5.

¢) Ledtrad 2

Lés F(m) = 0,5.

&) Ledtrad 3

(m-2)3=0,5germ—2=0,5"

/ Lésning

(m-2P°=05 = m=2+05"~%|279

Kontrollerat mot facit.

7. Konfidensgrad fér teckenintervallet [{p), {7)]

Antag att du har ett stickprov &1, &, ..., &g fr&n en kontinuerlig fordelning som inte ar en
normalférdelning. Man vill skatta medianen i férdelningen med hjalp av teckenintervall. Berakna
konfidensgraden for intervallet [2), &(7)]. Ange ditt svar i procent med tva decimaler.

Totalpodng: 2
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¢) Ledtrad 1

Teckenintervall: n = antal observationer under medianen m ar Bin(8; 0,5).

&) Ledtrad 2

m ligger utanfor intervallet om hogst en observation ar under m eller hogst en ar over.

&) Ledtrad 3

Intervallet &r symmetriskt: P (utanfor) = 2P (n < 1).

/ Losning

1+
P(mutanfor) =2P(n<1)=2" f: =0,0703

Konfidensgrad = 1 - 0,0703 ~ 92,97 %

Pa riknaren. 1-2xbinomCdf(8,0.5,1) .

Kontrollerat mot facit. I facit stérn € Bin(11; 0,5), ett skrivfel fér Bin(8; 0,5), svaret stimmer.

8. Signifikansniva f6r ett test med styrkan 90 %

Antag att &1, &, ..., &5 ar ett stickprov av storlek 25 fran en N (y; 4,15)-férdelning och att man
vill testa

Hy: p=10motH; : p=12,5.

Vid hypotesprévning bérjar man oftast med en given signifikansniva. Antag i stéllet att du har en
uppdragsgivare som vill att du tar fram ett test vars styrka ar 90 %.

Vad blir signifikansnivan for det testet? Svara i procent med tva decimaler.

Totalpoding: 2
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¢) Ledtrad 1

Enkla hypoteser: beslutsregeln “férkasta Hy om & > k. Styrkan bestammer k, och k

bestammer signifikansnivan.

¢) Ledtrad 2

& € N(u; 4,15//25) = N(u; 0,83).

¢) Ledtrad 3

P(E>k | p=125)=09gerk =12,5- g, - 0,83. Raknasedan P(E > k | p =

10).

2 Lésning
Bestam k ur styrkan.

k—-12,5

PE>k|u=125)=09 <
(€3 | p ) 0.83

= _)\0,1 = _1,2816

k=12,5-1,2816-0,83 = 11,4363
Signifikansnivan.

11,4363 - 10

= P(& > 11,4363 =10)=1-®
a=P( | p ) ( 0.83

) =1 - ®(1,7305) ~

P& raknaren. invNorm(0.1,12.5,0.83) ger k, sedan normCdf(k,»,10,0.83) .

Kontrollerat mot facit.
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9. Frihetsgrader ndr tva laboratorier jamfors

P4 ett sjukhus vill man férsdka avgéra om tva laboratorier mater likvardigt. For att géra detta tog man
ett prov frdn en enda patient och delade detta enda prov i tva delar. Delarna séandes sedan till de
tva laboratorierna, som var for sig gjorde 5 oberoende, direkt pa varandra efterféljande matningar pa
sin provhalva.

Man vill berdkna ett konfidensintervall fér den genomsnittliga skillnaden mellan Lab A och Lab B under
lampliga normalférdelningsantaganden. Hur manga frihetsgrader ska den t-fordelning som ska
anvandas ha? Svara med ett heltal.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Ar matningarna parvisa? Parvisa observationer kraver att varje matning i Lab A hér ihop med en
bestamd matning i Lab B, till exempel samma patient.

&) Ledtrad 2

Har finns bara ett prov. Matning nummer 1 i Lab A hér inte ihop med matning nummer 1i Lab

B, sa det ar inte stickprov i par utan tva stickprov.

¢) Ledtrad 3

Med gemensam g har t-férdelningen ny + ny — 2 frihetsgrader.

¢ Lésning

Alla tio matningar gors pa samma prov, sa det finns ingen naturlig parbildning mellan labben. Man
har tva oberoende stickprov med vardera 5 matningar, och konfidensintervallet for skillnaden i

vantevarde bygger pa t-fordelningen med
f=5+5-2=
frinetsgrader.

Kontrollerat mot facit.
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10. Ar det fér lite chips i pasarna?

Ar det fér lite chips i chipspasarna? De &r markta med vikten 200 gram, men Evert tycker att de kinns
mycket latta. Han beslutar att undersoka vikten. En fredagskvall laddar han med 7 pasar chips av ett

visst kant marke, som han da vager innan han 6ppnar dem. Han far medelvardet 184 gram och

stickprovsstandardavvikelsen 16 gram.

Kan Evert med sitt urval pasta att mangden chips i pasarna, av det kanda market, generellt ar for liten?
Besvara fragan genom att ange den dvre gransen till ett 99 % konfidensintervall for vantevardet p, och

svara med tva decimaler. Utga fran att pasvikten kan beskrivas med en normalférdelning.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Konfidensintervall for g nér o &r okand: anvand t-férdelningen.

¢) Ledtrad 2

S
Xt tooos(n—1)—=medn =7.

Jn

¢) Ledtrad 3

to,005(6) = 3,707. Ligger 200 i intervallet?

2 Lésning
_ S 16
Xz t0’005(6)ﬁ =184 + 3,7074 . W

Den Ovre gransen ar

206,42 g
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Intervallet innehaller 200 g, sa Evert kan inte pasta att pasarna generellt vager for lite.
Pa raknaren. invt(0.995,6) ger 3,7074.

Kontrollerat mot facit.

11. Ambulansens avstand pa en cirkelskiva

Ett sjukhus ska placeras i ett mycket stort cirkulart samhalle. Samhallet representeras av cirkelskivan

D ={(x,y) : v/x%+y?<1},dar(x,y) = (0,0) alltsa motsvarar samhéllets centrum. Gatusystemet
ar beskaffat sa att man endast kan fardas i en riktning som &r parallell med koordinataxlarna.

Antag att den slumpmassiga platsen for en olycka kan beskrivas med en likformig fordelning pa D. Om
sjukhuset placeras i samhallets centrum, vad ar da sannolikheten att det avstand som en ambulans
behover fardas vid utryckning ar mindre an eller lika med 0,6? Svara i procent med en decimal.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Likformig fordelning i planet: sannolikheten ar en areakvot.

¢) Ledtrad 2

Langs gatorna ar avstandet till (x, y) likamed | x| + |y].

¢) Ledtrad 3

|x| + |y| < 0,6 ar en kvadrat vriden 45° med hérnen pd axlarna i +0,6. Den ligger
helt inuti D.
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¢ Lésning
1
enhetscirkeln
0,5
> 0
-0,5

Ambulansen kér strackan | x| + |y|. Omradet | x| + |y| < 0,6 &r en kvadrat med diagonalerna
1,2 och sidan 0,64/2, sd arean &r 2 - 0,62 = 0,72. Den ligger inuti enhetscirkeln eftersom hérnen

har avstandet 0,6 < 1 fran origo.

0,72

P(lE] + Inl <06)= =

Kontrollerat mot facit.

pellesmoln.org/meta/tentor/SO008M-2025-03-17 - 2026-10-19

~

~122,9 %

13/19



S0008M - S0008M-2025-03-17

12. Vantevardet av en produkt

Lisas och Anders utgifter for kursmaterial (enhet: kr) kan betraktas som slumpmassiga, dar Lisas
utgifter/manad har vantevardet 515 kr och standardavvikelsen 27 kr medan Anders utgifter/manad
antas ha vantevardet 465 kr och standardavvikelsen 24 kr. Antag att Lisas och Anders utgifter for
kursmaterial &r beroende, med korrelation lika med 0,3, samt att de kan beskrivas med en
tvadimensionell normalférdelning.

Lat & sta for Lisas utgifter per manad och lat 1 sta for Anders utgifter per manad. Berakna vantevardet
av produkten av & och 1), dvs berdkna E(€ * ). Ange ditt svar med en decimal.

Totalpoding: 3
¢) Ledtrad 1

Kovarians: C(&,n) = E(én) — E()E(n).

¢) Ledtrad 2

Korrelationen ger kovariansen: C(&, n) = p og 0.

¢) Ledtrdd 3

E(Erl) = P OgOy + Helly.

/ Losning

E(&n) = C(&,n) + pepty = p 0c0y + pepty = 0,3+ 27 - 24 + 515 - 465

E(&n) = 194,4 + 239475 = | 239 669,4 kr’

Normalférdelningen behdvs inte; bara vantevarden, standardavvikelser och korrelation anvands.

Kontrollerat mot facit.
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13. Del 2: P({>n) f6r en Poisson- och en normalférdelad
variabel

Antag att & har en Po(200)-férdelning och att  har en N(170, 15)-férdelning, dar  och i &r
oberoende. Berékna P (¢ > 1).

Totalpodng: 10
&) Ledtradd 1

Skriv om till en skillnad: P (¢ > n) = P(§ —n = 0). Med A = 200 kan
Poissonfordelningen normalapproximeras.

&) Ledtradd 2

& = N(200; 4/200). En skillnad av oberoende normalférdelade variabler &r normalférdelad
(Summor av normalfordelade stokastiska variabler).

¢) Ledtrad 3

E(-1n)=200-1700ch V(€ -n) =V (&) +V(n) = 200 + 15°.

¢ Lésning

Modell. & € Po(200) har E(€) = V (€) = 200. Eftersom A = 200 > 15 &r & ~ N(200; /200).
n € N(170; 15)och &, n &r oberoende.

Metod. Lat { = & — 1. Som skillnad av oberoende (approximativt) normalférdelade variabler &r
E({) =200- 170 = 30, V(Q) = 200 + 15 = 425, ¢ = N(30; v/425) = N(30; 20,t
Rakning.

0-30
20,616

PE>n)=P(>0)~1-d( ) = ®(1,455) ~ [ 0,927
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Slutsats. Sannolikheten att & > 1 &r ungefar 92,7 %. Den exakta summan ), P(§ = k) P(n < k)
ger 0,928, sa approximationen ar god.

Pa riknaren. normCdf(0,®,30,sqrt(425)) .

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

14. Del 2: varfor tryckfel ar Poissonfodrdelade

Antalet tryckfel per sida i en vanlig tidning eller bok kan ofta val beskrivas med en Poissonférdelning.
Diskutera med utgangspunkt i binomialférdelningen varfor sa ar fallet. Varfor blir inte
normalférdelningen en lamplig modell for att beskriva antalet feltryckningar? Kom ihag att redovisa
inférda beteckningar och eventuella antaganden!

Totalpoding: 10
&) Ledtrad 1

Se varije tecken pa sidan som ett forsok som kan bli fel eller ratt: Binomialfordelning.

¢) Ledtrad 2

Antalet tecken n ar mycket stort och felsannolikheten p per tecken mycket liten. Vad hander
med Bin(n; p) da? (Poissonférdelning)

¢) Ledtrad 3

Normalapproximation kraver np(1 — p) > 10. Hur ménga tryckfel brukar en sida ha?

J Lbésning

Beteckningar och antaganden. Lat n vara antalet tecken pa en sida och & antalet tryckfel pa
sidan. Anta att
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¢ varje tecken blir fel med samma sannolikhet p,
e tecknen blir fel oberoende av varandra.

Binomialmodellen. Varje tecken ar ett forsék med tva utfall, fel eller ratt, med samma p och
oberoende. D4 ar

¢ €Bin(n; p),  E(§)=np

Poissonapproximationen. En sida har flera tusen tecken, sa n ar mycket stort. Samtidigt ar p
mycket litet, eftersom de flesta tecken trycks ratt. Produkten A = np, det genomsnittliga antalet
fel per sida, ar ett mattligt tal, till exempel 0,5 eller 2. Narn — o ochp — Omednp = A

fast galler

k
N Y
1-p)"™™ - e’ —
(P (1-p) X
Tumregeln i kursen arn > 10 och p < 0,1. Darfor ar & ® Po(A) med A = np. En férdel &r att man
inte behover kdnna n och p var for sig, bara medelantalet fel per sida.

Varfor inte normalférdelningen. Normalapproximation av binomialférdelningen kraver att
variansen np(1 — p) ar stor, minst ungefar 10. Har ar np(1 — p) & A, som &r litet. D&

o arfordelningen tydligt skev at hoger, medan normalférdelningen ar symmetrisk,

e har normalférdelningen stor sannolikhet fér negativa varden, till exempel P (§ < 0) ~
@(—v/2) = O(-1) ~ 0,16 om A = 1, fast antalet fel aldrig kan vara negativt,

e ar & diskret med sma heltalsvarden 0, 1, 2, ..., och sannolikheten fér O fel ar stor, vilket en
kontinuerlig kurva beskriver daligt.

Slutsats. Tryckfel ar sallsynta handelser bland mycket manga tecken. Binomialférdelningen med
stort n och litet p gar da dver i en Poissonférdelning, men inte i en normalférdelning eftersom

vantevardet och variansen ar for sma.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.
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15. Del 2: styrkefunktion for ett test med tva enheter

Vid en tillverkningsprocess ar en okand andel p av enheterna felaktiga. For att testa Hy : p = 0,1 mot
H;i : p > 0,1 véljer man ut tva enheter och férkastar Hy om minst en av de tva enheterna ar felaktig.
Berdkna och skissa styrkefunktionen for detta test. De tva utvalda enheterna far antas fungera
oberoende av varandra.

Totalpoding: 10
¢) Ledtrad 1

Styrkefunktion: h(p) = P (forkasta Hy | p) som funktion av p.

&) Ledtrad 2

Antalet felaktiga bland tva ar ¢ € Bin(2; p), och Hy forkastas nar § > 1.

¢) Ledtrad 3

P(E>1)=1-P(E=0),0chP(E=0)=(1-p)>

/ Losning
I tentan star mothypotesen som "Hp : p > 0,1". Det &r ett skrivfel for Hj.

Modell. Lat  vara antalet felaktiga bland de tva enheterna. Med oberoende och sammap ar § €
Bin(2; p).

Test. Hy : p=0,1motH; : p > 0,1. Férkasta Hyom § > 1.

Rakning. Styrkefunktionen ar

h(p)=PE=1|p=1-(1-pP=|2p-p°, 0<p<l1

Nagra varden:
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p 0 0,1 0,2 0,3 0,5 0,

h(p) 0 0,19 0,36 0,51 0,75 0,!

Skiss. h'(p) = 2(1 — p) = 0och h'(p) = =2 < 0, s& kurvan ar en vixande, konkav parabelbage
fran (0, 0) till (1, 1) med horisontell tangentip = 1.

Slutsats. Signifikansnivan ar h(0,1) = 0,19, alltsa 19 %, vilket ar hogt. Styrkan vaxer med p, men
med bara tva enheter blir den stor forst nar p ar stort, till exempel h(0,3) = 0,51. Testet skiljer
daligt mellan Hy och mattliga avvikelser.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.
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