SO008M-2024-12-17

#tenta #sannolikhetslara #statistik

Kurs: SO008M — Sannolikhetslara och statistik Datum: 2024-12-17 Kalla: originaltentamen -
lararens losningar

Oversikt
Del 1 (uppgift 1-12, bara svar):

e exakt ett av tva fel (1), Bayes sats for ett virustest (2) och dragning utan aterlaggning (3)

e CGS for en summa av Poissonvariabler (4) och standardavvikelsen for ett medelvarde (5)

e vantevarde ur en percentil i exponentialférdelningen (6) och slumpvandring (7)

e kritisk grans for ett test med kand o (8), konfidensintervall for stickprov i par (9) och
teckentest (10)

e likformig fordelning pa en kvadrat (11) och differensen i en tvadimensionell
normalfordelning (12)

Del 2 (uppgift 13-15):

e korrelationen ur en given sannolikhet (13)
e percentil for maximum av tva normalférdelade variabler (14)
o E((& - ¢)?) minimeras av ¢ = E(&) (15)

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.
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1. Exakt ett av tva fel

Vid tillverkning av en viss typ av byggelement kan tva slags fel, fel a och fel b, uppkomma hos de
tillverkade enheterna. Lat A st for handelsen att fel a uppkommer och &t B st for handelsen att fel b
uppkommer. Man vet att P (A) = 0,14, P (B) = 0,23 och P (A n B) = 0,07. Berakna sannolikheten
att en tillverkad enhet har exakt ett av de tva felen. Svara i procent med en decimal.

Totalpoding: 2

¢) Ledtrad 1

Exakt ett ar A U B utom snittet.

¢) Ledtrad 2

P(exaktett)=P(AU B)-P(An B).

¢) Ledtrad 3

Med additionssatsen blir det P (A) + P(B) — 2P (A n B).

2 Lbésning

P(exakt ett) = P(A) + P(B) -~ 2P(A n B) = 0,14+ 0,23 - 2 - 0,07 =|23,0 %

Kontrollerat mot facit.

2. Frisk trots positivt virustest

Ett virus orsakar en pandemi. Man tar fram en metod for att testa om en person bar pa viruset. Som
med de flesta diagnosmetoder géller att diagnosen inte alltid ger ratt resultat. Diagnosmetoden i fraga
ger ratt resultat om en person inte bar pa viruset med sannolikhet 0,81, och ratt resultat om personen
bar pa viruset med sannolikhet 0,95. Sannolikheten att en frisk person far diagnosen att den bar pa
viruset ar alltsa 0,19, och sannolikheten att en person som bar pa viruset far diagnosen att den inte bar
pa viruset ar alltsa 0,05.
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Vid ett visst tillfalle bar 5 % av invanarna i en stad pa viruset. En slumpmassigt vald person testas och

far diagnosen att den béar pa viruset. Hur stor ar sannolikheten for att personen i sjdlva verket ar frisk

(dvs inte bar pa viruset)? Ange ditt svar i procent med tva decimaler.

Totalpoding: 2

&) Ledtrdd 1

Man vet utfallet av testet och fragar efter orsaken: Bayes sats.

¢) Ledtrad 2

L&t S = sjuk, F = frisk och Ds = positiv diagnos. P (F | Ds) =

¢) Ledtrdd 3

Namnaren fis med lagen om total sannolikhet: P (Ds) = P(Ds | S)P(S) + P(Ds |

F)P(F).

2 Losning

Givet: P(S) = 0,05, P(F) = 0,95, P (Ds | S) = 0,950ch P(Ds | F) = 0,19.

P(Ds) =0,95-0,05+ 0,19 - 0,95 = 0,0475 + 0,1805 = 0,228

20 [ 5= 0,19-0,95 0,1805 _
s) = 0,228 0,228

Eftersom sa fa ar sjuka kommer de flesta positiva svar fran friska personer.

Kontrollerat mot facit.
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3. Tre defekta av fyra muttrar

Bland 11 muttrar finns 5 defekta. Man tar 4 muttrar pa mafa utan aterlaggning. Vad ar sannolikheten
att exakt 3 av de 4 muttrarna ar defekta? Ange ditt svar i procent med tva decimaler.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Dragning utan aterlaggning: Hypergeometrisk fordelning.

¢) Ledtrad 2

Gynnsamma fall: valj 3 av de 5 defekta och 1 av de 6 hela.

&) Ledtrad 3

Majliga fall: (1}).

J Lésning
51,6
1 .
P (exakt 3 defekta) = % SEul P 18,18 %
hH 330

Pa riknaren. nCr(5,3)*nCr(6,1)/nCr(11,4) .

Kontrollerat mot facit. Lérarens facit skriver (?) i téljaren, men det ska vara (?) (sex hela muttrar);
facits siffervirde 0,1818 stimmer med (?)

4. Summa av 60 Poissonvariabler

Slumpvariablerna &1, &, ..., &go ar oberoende och Poissonférdelade med vantevarde lika med 3. L&t &
beteckna summan av dessa 60 slumpvariabler. Berdkna sannolikheten P (¢ < 203). Svara i procent

med tva decimaler.
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Totalpodng: 2
¢) Ledtrad 1

En summa av manga oberoende variabler: Centrala gransvardessatsen.

&) Ledtradd 2

Varje & € Po(3) har 4 = 3 och 0> = 3 (Poissonfordelning).

¢) Ledtrad 3

Summan har E(§) = 180 och V (§) = 180,sa { = N(180; /180).

¢ Lésning

Summan har vantevarde 60 + 3 = 180 och varians 60 * 3 = 180. Enligt CGS ar & =
N(180; +/180):

P(E<203) @(203 _ 180) = d(1,714) ~ | 95,68 %
VAT SR S bt

Pa raknaren. normCdf (-1E99,203,180,V(180)) .

Kontrollerat mot facit. Lérarens facit anger 95,64 %, det dr tabellvirdet ®(1,71), medan
®(1,7143) = 0,9568. (Summan dr exakt Po(180), som ger 95,80 %, men uppgiften dr tédnkt att
lésas med CGS.)

5. Standardavvikelse f6r det genomsnittliga felet

En statistikintresserad snickare har undersékt kapning av brador med en viss utrustning, och funnit att
felet vid en kapning hade vantevardet 0,2 och standardavvikelsen 1,7 (enhet: mm). Om snickaren nu
ska kapa upp 16 brador, vad blir standardavvikelsen for det genomsnittliga felet? Ange ditt svar med
tre decimaler.
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Totalpodng: 2
¢) Ledtrad 1

Det genomsnittliga felet ar ett medelvarde: Medelvardets fordelning.

&) Ledtradd 2

D(E) = G/\/ﬁ. Det galler for alla fordelningar, ingen normalférdelning behovs.

¢) Ledtrad 3

o = 1,7 och n = 16. Vantevardet 0,2 paverkar inte spridningen.

¢ Lésning
D(&) o L7 o
= e B e = 5 mm
vn o 4/16

Har antas ingenting om normalférdelning, s& det ar satsen om linjara funktioner som
ger resultatet.

Kontrollerat mot facit.

6. Vantevarde ur 75:e percentilen

Slumpvariabeln & har en exponentialférdelning. Den 75:e percentilen i férdelningen ar lika med 3,9.
Berakna vantevardet av €. Ange ditt svar med tva decimaler.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Exponentialfordelning och percentiler.

pellesmoln.org/meta/tentor/SO008M-2024-12-17 - 2026-10-19 6/20


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Medelv%C3%A4rdets-f%C3%B6rdelning
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Linj%C3%A4ra-funktioner-av-stokastiska-variabler
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Exponentialf%C3%B6rdelning
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Median-och-kvantiler

S0008M - SO008M-2024-12-17

¢) Ledtrad 2

FXx)=1- e™™, och den 75:e percentilen uppfyller F(3,9) = 0,75.

¢) Ledtrad 3

e % = 0,25 ger . Sedan E(&) = 1/A.

¢ Lésning
1 _ e_3’9)\ — 0’75 — )\ — —ll‘l 0,25 — 11‘14
3,9 3,9
1 39
E()==-=—"=~]|281
© A In4

Kontrollerat mot facit.

7. Slumpvandring till talet 16

En partikel utfor “slumpvandring” pa tallinjen. Partikeln startar pa talet 0 och hoppar sedan ett steg
varje sekund. Steglangden ar lika med 1 och hoppet gors i negativ respektive positiv riktning med
sannolikhet 0,5. Vid tidpunkten 1 &r alltsa partikeln pa talet —1 med sannolikhet 0,5 och pa talet 1
med sannolikhet 0,5. Hopp som gors vid olika tidpunkter &r oberoende.

Vad ar sannolikheten att partikeln vid tiden 20 sekunder befinner sig pa talet 16? Ange ditt svar i
procent med tva decimaler.

Totalpoding: 2
&) Ledtrad 1

Rakna antalet hopp at héger: Binomialfordelning.
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¢) Ledtrad 2

Med 1 hopp &t héger av 20 &r positionen n — (20 — ) = 2n — 20, och n € Bin(20; 0,5).

¢) Ledtrad 3

2n-20=16 < n=18.

¢ Lésning

Positionen 16 kraver n = 18 hopp at hoger:

20 50 190
P =18)=()0,5°=—"_ ~0,000181 =|0,02 %
18 1048576

Pa riaknaren. binomPdf(20,0.5,18) .

Kontrollerat mot facit.

8. Kritisk grans for kvicksilver i gaddorxr

Vid undersokning av kvicksilverhalten i gaddor i en insjo har man bestamt kvicksilverhalten i 20
fangade gaddor. De uppmatta vardena x1, X2, ... , X20 kan betraktas som observationer fran en
normalférdelning dar vantevardet ar lika med p och dar standardavvikelsen, som ar kand pa férhand,
ar lika med 0,8. For att testa

Ho: p=0,85mot Hy: p > 0,85
har man beslutat sig for att anvanda testvariabeln
w=Xx-0,85

och beslutsregeln “férkasta Hy om w > k”, dar k &r en konstant. (Har ar X medelvardet av
X1,X2,X3, ... ,X20.)

Vilket varde ska k ha for att testet ska fa 10 % signifikansniva? Svara med tre decimaler.
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Totalpodng: 2
¢) Ledtrad 1

Signifikansniva: P(w > k | Hy) = 0,10.

&) Ledtradd 2

Under Hy 4r & € N(0,85; 0,8/+/20), saw € N(0; 0,8/+/20).

¢) Ledtrad 3

k= )\0,10 ) 0,8/\/ 20.

¢ Lésning

Under Hy arw = & — 0,85 € N(0; 0,8/+/20) = N(0; 0,1789). Villkoret P (w > k) = 0,10 ger

0,8
V20

k= )\0’10 ' = 1,2816 * 0,1789 ]

Med regeln “férkasta om X > k” hade gransen i stallet blivit 0,85 + 0,229 = 1,079.

PA riknaren. invNorm(0.9)%0.8/v(20) .

Kontrollerat mot facit.

9. Alkohol och reaktionstid: konfidensintervall

Vid en undersokning av alkohols inverkan pa reaktionstiden pa 6 slumpvis utvalda personer fick man

féljande resultat (tid i sekunder).
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Pexson 1 2 3 4 5 6
Fore alkohol 0,2 0,15 0,2 0,15 0,25 0,1
Efter alkohol 0,65 0,65 0,65 0,75 0,65 0,75

Matningen fore och efter alkohol pa person nr i ar en observation fran N (y;, 01) respektive N (y; +
A, 02), dar A, 01 och 07 ar okanda konstanter. Berdkna ett 95 % konfidensintervall for A. Svara med
intervallets nedre grans och anvand tre decimaler.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Samma person mats tva ganger: Stickprov i par.

¢) Ledtrad 2

Bilda differenserna z; = efter — fore. De ar observationer fran N (A, o) med okénd o.

¢) Ledtrad 3

Konfidensintervall med t-férdelningen: Z + to,025(5) * s,//6.

2 Lésning
Differenserna ar

z 0,45 0,5 0,45 0,6 0,4 0,

med Z = 0,5083 och s, = 0,09704. Med t; g25(5) = 2,5706 blir den nedre gransen

S2 _ 0,5083 - 2,5706 - 292704

NG V6

0,406

Z = to025(5) -

Hela intervallet ar [0,406; 0,610] sekunder.
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Pa raknaren. invt(0.975,5) , eller tInterval direkt pa listan med differenser.

Kontrollerat mot facit.

10. Teckentest for medicin och reaktionstid

En forskare vill undersdka om en viss medicin har en negativ effekt pa reaktionstiden vid bilkorning.
For att undersdka om sa ar fallet valde forskaren ut 10 bilférare slumpmassigt och matte deras
reaktionstider (enhet: millisek) fére och efter att de tagit medicinen. Resultatet visas i tabellen nedan.

reaktionstid

263,8 265,3 212,1 2249 290,6 272,
fore
reaktionstid

271,6 273,5 220,6 230,2 297.8 271,

efter

Forskaren beslutade sig for att man i denna situation inte kunde anta att reaktionstiderna och deras
differenser var normalférdelade. For att testa

Hy: “medicinen paverkar inte reaktionstiden i genomsnitt”

mot den tvasidiga mothypotesen

H;: “reaktionstiden ar i genomsnitt langre eller kortare da medicinen anvands”,
valde forskaren darfér att anvanda metoden med teckentest.

Vilken ar den lagsta signifikansniva pa vilken Hy kan férkastas, dvs vad blir P-vardet ap? Ange ditt svar
i procent med tva decimaler.

Totalpodng: 2

¢) Ledtrad 1

Teckentest: rakna bara tecknen pa differenserna och anvand Direktmetoden.
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¢) Ledtrad 2

Lat n) = antal férare med kortare tid efter. Under Hp arn €
Bin(10; 0,5) (Binomialférdelning).

¢) Ledtrdd 3

Tvasidig mothypotes: ag = P(n < x) + P(n > 10 — x) = 2P (n £ x).

/ Losning

Modell. Bara forare nr 6 fick kortare tid efter medicinen (271,2 < 272,1); de andra nio fick langre
tid. Lat n) = antal férare med kortare tid efter. Under Hy arn € Bin(10; 0,5), och vi har
observeratx = 1.

Direktmetoden. Mothypotesen ar tvasidig, sa lika extrema utfall &t bada hall raknas:

1+10

=Pn<1)+P(n=>9)=2
a=Pn<1)+P(n=9 1004

~ (2,15 %

P& raknaren. 2xbinomCd£(10,0.5,0,1) .

Kontrollerat mot facit. Facit kallar & “antal med ldngre reaktionstid efter” men sdtter X = 1; det dr
antalet med kortare tid. Pa grund av symmetrin blir P-vérdet detsamma.

11. Sjukhuset i sydvastra hornet

Ett sjukhus ska placeras i ett mycket stort kvadratiskt samhalle. Samhéllet representeras av kvadraten
K={(x,y):0<x, y <1},dar(x,y) = (0,0) motsvarar samhallets sydvastra hérn. Gatusystemet ar
beskaffat sa att man endast kan fardas i en riktning som ar parallell med koordinataxlarna.

Antag att den slumpmassiga platsen for en olycka kan beskrivas med en likformig fordelning pa K. Om
sjukhuset placeras i samhallets sydvastra horn, vad ar sannolikheten att det avstand som en ambulans
behover fardas vid utryckning ar hogst lika med 0,72 Svara i procent med en decimal.

Totalpoding: 3
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¢) Ledtrad 1

Likformig fordelning pa en kvadrat med arean 1: sannolikhet = area
(Flerdimensionella fordelningar).

¢) Ledtrad 2

Man far bara aka parallellt med axlarna, sa avstandet fran (0, 0) till (x, y) arx + y.

¢) Ledtrad 3

Omradet x + y < 0,7 i kvadraten ar en triangel med kateterna 0,7.
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¢ Lésning
1
0,8
kvadraten K
areal
0,6
>
0,4
X+y=<0,7
0,2
area 0,245

Olycksplatsen (&, n) ar likformigt fordelad pa K, och strackan ambulansen kér ar § + n. Omradet
A={(x,y) : x+y <0,7} begransas av axlarna och linjeny = 0,7 — x:

0,7
P(&+n<0,7)=areanav A = ’T =124,5%

Kontrollerat mot facit.
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12. Overstiger Majas utgifter Joels?

Majas och Joels utgifter for kursmaterial (enhet: kr) kan betraktas som slumpmassiga, dar Majas
utgifter/manad har vantevardet 470 kr och standardavvikelsen 32 kr medan Joels utgifter/manad
antas ha vantevardet 485 kr och standardavvikelsen 20 kr. Antag att Majas och Joels utgifter for
kursmaterial &r beroende, med korrelation lika med 0,9, samt att de kan beskrivas med en

tvadimensionell normalférdelning.

Vad ar sannolikheten att Majas utgifter under en manad 6verstiger Joels? Ange ditt svar i procent med
tva decimaler.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

En differens av tva beroende normalférdelade variabler: Tvadimensionell normalférdelning.

¢) Ledtrad 2

&y — &5 arnormalférdelad med V (& — &) = O]%,[ + 03 — 2p 0y 05 (Kovarians).

¢) Ledtrdd 3

&y — & € N(-15; o)medo? =322 +202-2-0,9- 3220 = 272.56k P (& —
& > 0).

2 Lésning

Lat & € N(470,32) och &; € N (485, 20). Differensen ar normalférdelad:

0=1/322+202-2-0,9-32"20 =+/272 ~ 16,492

s& &y — & € N(-15; 16,492) och

0-(-15)
16,492

P&y > &) =1-a( ) = ®(-0,9095) ~ [ 18,15 %
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P& raknaren. normCdf(0,1E99, -15,v(272)) .

Kontrollerat mot facit. Facit raknar med 5 — &y och P (¢ < 0), vilket dr samma sak. Enligt facit
gav uppgiften 3 podng och uppgift 11 2 podng i stdllet for tvdrtom, som pd utskriften.

13. Del 2: korrelationen ur en sannolikhet

Majas och Joels utgifter for kursmaterial (enhet: kr) kan betraktas som slumpmassiga, dar Majas
utgifter/manad har vantevardet 470 kr och standardavvikelsen 32 kr medan Joels utgifter/manad
antas ha vantevardet 485 kr och standardavvikelsen 20 kr. Utgifterna kan beskrivas med en
tvadimensionell normalférdelning.

Antag att sannolikheten att Majas utgifter under en manad 6verstiger Joels ar 0,15. Vad ar da
korrelationen mellan Joel och Majas utgifter?

Totalpodng: 10
¢) Ledtrad 1

Samma modell som i uppgift 12, men nu baklanges: sannolikheten ar kand och
korrelationen okand.

&) Ledtrad 2

& =& - & € N(-15; o) meda? =322 +20% - 2p - 32 - 20.

¢) Ledtrad 3

P (¢ > 0) = 0,15 ger 15/0 = Ay 5. Lés ut 0 och sedan p.

J Lbésning

Modell. Lat & € N (470, 32) och &; € N(485, 20) med okand korrelation p. Eftersom paret ar
tvadimensionellt normalfordelat ar differensen normalférdelad:
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p

£+15
o

15 15
> ?) = 0’15 — ? = A0’15 = 1,0364

P(§>0)=P(

s& o = 15/1,0364 = 14,473 och 0° = 209,47.

Rakning. Los ut p:

_ 3224207 -0% _ 1424-209,47 _
2:32-20 1280

0,949

Slutsats. Korrelationen ar ungefar 0,95. Det ar rimligt: med p = 0,9 blev sannolikheten 18,15 %
i uppgift 12, och en hogre korrelation ger en mindre spridning i differensen och darmed en
mindre sannolikhet.

P& raknaren. invNorm(0.85) gerAg 1s.

Kontrollerat mot facit.

14. Del 2: 25:e perxcentilen for ett maximum

Antag att &1, &y, &3, &4 &r oberoende och N (0, 1)-férdelade. Lat

¢ = max(¢;, &)
Hitta den 25:e percentilen i férdelningen for (.

Totalpodng: 10

¢) Ledtrad 1

Funktion av stokastiska variabler: bérja med fordelningsfunktionen Fz(z) = P (¢ < z).
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¢) Ledtrad 2

max(&1, &) < z betyder att bada ar < z. Oberoende ger Fz(z) = ®(z)*.

¢) Ledtrad 3

Den 25:e percentilen Los uppfyller (I)(L25)2 =0,25.

¢ Lésning
Modell. &1, & ar oberoende och N(0, 1). (€3 och &4 anvands inte.)

Fordelningsfunktion.
F¢(z) = P(max(&1, &) <2) = P(§1 < 2) P(§ < 2) = ®(2)°

Rakning. Den 25:e percentilen Los (Median och kvantiler) uppfyller

®(Ls)> = 0,25 &> D(Ly)=0,5 <> |Lys =0

Slutsats. Den 25:e percentilen for maximum av tva ar medianen for en enskild variabel: P ({ <
0) = 0,5% = 0,25.

Kontrollerat mot facit.

15. Del 2: E((¢ - ¢)?) minimeras av vintevirdet

Antag att & har vantevarde lika med 4. Visa att funktionen f(c) = E((§ — ¢)?) antar sitt minsta varde d&
c=4

Totalpoding: 10
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¢) Ledtrad 1

Utveckla kvadraten och anvand raknereglerna for vantevarden (Linjara funktioner av
stokastiska variabler).

¢) Ledtrad 2

E(&% - 2c& + ¢?) = E(&%) — 2cE(&) + ¢?, dar ¢ ar en konstant.

¢) Ledtrad 3

f(c) ar ett andragradspolynom i c. Derivera, eller kvadratkomplettera.

2 Lésning
Modell. E(&) = 4, och c &r en vanlig konstant.
Rakning. Linjariteten for vantevarden ger
f(c) = E(&* —2c& +¢*) = E(§*) = 2cE(§) + ¢* = E(§*) —8c + ¢?
dar E(&?) ar en konstant som inte beror pa c. Derivering ger
f(c)=2c-8, f()=2>0
saf(4) = 0 och f har ett minimum dar. Kvadratkomplettering visar samma sak:
fl0) = (- 4P +E@) - 16 = (c— 47 + V()
Slutsats. f(c) > V (&) med likhet precis nar . Minsta vardet ar alltsd variansen.

Kontrollerat mot facit.
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