SO008M-2024-08-27

#tenta #sannolikhetslara #statistik

Kurs: SO008M — Sannolikhetslara och statistik Datum: 2024-08-27 Kalla: originaltentamen -
lararens losningar (bara uppgift 1-13)

Oversikt

Del 1 (uppgift 1-12, bara svar):

e betingning med oberoende handelser (1), standardavvikelse for en nettovinst (2) och

hypergeometrisk fordelning (3)
e auren given varians (4), en dubbelsidig exponentialtathet (5) och “inom en

standardavvikelse” for R(0, 2) (6)
e CGS for antal bilar (7), styrka for ett binomialtest (8) och frihetsgrader for tva stickprov (9)

e teckentest (10), motesproblemet (11) och en differens i tvadimensionell
normalfordelning (12)

Del 2 (uppgift 13-15):

e vantevardet av antal jobb utan oberoende (13)
e minsta vardet som skattning i R(6, 0) (14)
¢ sannolikheten att tva konfidensintervall 6verlappar (15)

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen. Lararens facit
tacker uppgift 1-13; uppgift 14 och 15 &r l6sta tva ganger oberoende av varandra.

pellesmoln.org/meta/tentor/SO008M-2024-08-27 - 2026-10-19 1/20


file:///opt/buildhome/repo/public/tags/tenta
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/sannolikhetsl%C3%A4ra
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/statistik
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/kurser/S0008M
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/meta/tentor/S0008M-27-aug-2024.pdf
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/meta/tentor/s0008m-losn-aug24.pdf

S0008M - SO008M-2024-08-27

1. Betingat pd AU B¢

For de oberoende handelserna A och B galler att P(A) = 0,3, P(B) = 0,74. L&t D = A U B“.
Berakna den betingade sannolikheten P (A | D). Svara i procent med tvé decimaler.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Betingad sannolikhet: P(A | D) = P(A n D)/P (D).

¢) Ledtrad 2

A C D,saAn D = A (Utfallsrum och handelser).

¢) Ledtrad 3

P(D)=PA)+P(B)—P(A)P(B°), eftersom A och B ocksa ar oberoende.

¢ Lésning
EftersomA < D arP(A n D) = P(A) = 0,3. Additionssatsen och oberoendet ger

P(D)=PA)+P(B)-PA)P(B°)=0,3+0,26-0,3-0,26 = 0,482

0,3

P@A|D)= o=es

~ 162,24 %

Kontrollerat mot facit.

2. Karls nettovinst

Karl jobbar som inkastare pa en bar pa en grekisk 6, vilket innebar att han férsoker fa férbipasserade
turister att besdka baren. For varje person han lyckas fa att ga in i baren far han 35 kr. Samtidigt har
Karl kostnader pa 300 kr per dag. S& om han till exempel lyckas locka 20 kunder en dag blir alltsa hans
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nettovinst den dagen lika med 400.

Antag att antalet kunder som Karl lyckas locka till baren pa en dag har en Poissonférdelning och att

han i genomsnitt lyckas locka 50 kunder pa en dag. Vad ar da standardavvikelsen for hans nettovinst

pa en dag? Svara med tva decimaler.

Totalpodng: 2
¢) Ledtrad 1

Nettovinsten ar en linjar funktion av antalet kunder.

¢) Ledtrad 2

n = 35¢ — 300 med & € Po(50). Fér en Poissonférdelning ar V (§) = A.

¢) Ledtrad 3

Konstanten —300 paverkar inte spridningen: D(n) = 35 D(¢).

¢ Lésning

Med & € Po(50) ar V (§) = 50. Nettovinsten = 35§ — 300 har

V(n) = 35%- 50, D(n) = 35v/50 ~ | 247,49 kr

Kontrollerat mot facit.

3. Hogst ett defekt kort i urvalet

Vid etsning av kretskort ar andelen defekta ofta hog, och darfor kontrolleras de fardiga korten. Kort
laggs ihop i forpackningar om 20 kort. 6 av dessa ska tas ut for undersdkning. Om det bland de 20
finns 5 defekta, hur stor ar sannolikheten att det i urvalet finns hogst 1 defekt kort? Svara i procent
med tva decimaler.

Totalpoding: 2
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¢) Ledtrad 1

Dragning utan aterlaggning ur en andlig mangd: Hypergeometrisk fordelning.

&) Ledtrad 2

& = antal defekta i urvalet, £ € Hyp(20, 6, 0,25).

¢) Ledtrad 3

P(E<1)=P(E=0)+P(&=1),med P& = k) = Q).

J Lésning

©()+ ((5) _ 5005+5-3003 _ 20020 _
) 38760 38760

P(E<1)=

51,65 %

Kontrollerat mot facit.

4. For vilket a blir standardavvikelsen 4?

Betrakta foljande sannolikhetsfordelning dar konstanten a ar strikt positiv.

X —a 0 a
P(E=X) 0,25 0,5 0,25
For vilket varde pa a blir standardavvikelsen i fordelningen lika med 4? Det vill saga, for vilket varde pa

a géller att V' (§) = 16? Svara med tva decimaler.

Totalpodng: 2
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¢) Ledtrad 1

Rakna ut variansen direkt ur definitionen.

&) Ledtrad 2

Férdelningen &r symmetrisk kring 0, s& E(E) = 0 och V (§) = E(&?).

¢) Ledtrad 3

E(E*) =a’-0,25+a*-0,25=0,5a".

/ Lésning
Symmetrin ger E(&) = 0, sa
V(&) = (-a) - 0,25 +0%-0,5+a 0,25 = 0,50

0,5a® = 16 ger a® = 32 och

a=+v32#~|5,66

Kontrollerat mot facit.

5. Dubbelsidig exponentialtathet

Slumpvariabeln & har en kontinuerlig férdelning vars frekvensfunktion ar f(x) = 0,5 - e_|x|, —00 < x <

oo, Berakna sannolikheten P (—1 < & < 1). Svara i procent med en decimal.

Totalpodng: 2
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¢) Ledtrad 1

Sannolikhet ur en frekvensfunktion: integrera f 6ver intervallet.

&) Ledtrad 2

f & symmetrisk kring 0,sa P (-1 <& <1)=2P(0 <& < 1).

¢) Ledtrad 3

Forx > 0&r |x| = x:integrera 0,5 * fran 0 till 1.

J Lésning

1
P(0<&<1)=[ 05e*dx=05(1-¢e")
0

Symmetrin ger

P(-1<&<1)=2-05(1-¢e)=1-¢e'1%(632%

Kontrollerat mot facit.

6. Inom en standardavvikelse i R(0,2)

I normalférdelningen aterfinns ca 68 % av massan inom en standardavvikelse fran vantevardet. Mer
exakt galler attom & € N(y,0)sédharviP(u—o <& <pu+0o)=0,6826.

Berakna motsvarande sannolikhet for R(0, 2)-fordelningen. Det vill saga, berakna P(u—o <<+
o)om & € R(0, 2). Svara i procent med tva decimaler.

Totalpodng: 2
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¢) Ledtrad 1

Likformig fordelning: sannolikheten for ett delintervall ar dess langd delad med hela langden.

&) Ledtrad 2

R(a, b) har i = (a + b)/2 och o = (b — a)/\/12.

¢) Ledtrad 3

Hararp = 1 och o = 2/4/12. Intervallet [u — g, p + o] har langden 20 och ligger inom
[0, 2].

2 Lésning

g =1ocho =2/4/12~ 0,577. Intervallet [1 — g, 1 + o] ligger inom [0, 2], s&

20 2
Pu-o<é<p+o)=2 ==

— ~|57,74 %
2 V12

Kontrollerat mot facit. Ldrarens facit anger 0,577, alltsGé samma vérde med férre decimaler.

7. H6gst 415 bilar i bostadsomradet

Ett bostadsomrade planeras for 500 hushall. En undersokning visar att antalet bilar per hushall &r 0, 1
eller 2 med sannolikheten 0,3, 0,6 respektive 0,1. Vad ar sannolikheten att det totalt blir hogst 415
bilar i bostadsomradet? Svara i procent med minst en decimal.

Kommentar: Som vanligt far approximationer anvindas om sddana skulle kunna motiveras.

Totalpodng: 2
¢) Ledtrad 1

En summa av 500 oberoende hushall: Centrala gransvardessatsen.
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¢) Ledtrad 2

Réakna ut [[Vantevarde|E(&;)]] och V (&;) for ett hushall ur tabellen.

¢) Ledtrad 3

E(&) = 0,8 och V(&) = 1,0 - 0,82 = 0,36. Summan ar &~ N(400, /500 - 0,6).

¢ Lésning
For ett hushall:
E@E)=0-03+1-0,6+2-0,1=0,8, E(E)=0,6+4-0,1=10
V(E)=10-08=036, D(&)=0,6

Enligt CGS &r Yooy & ~ N(400, /500 - 0,6) = N(400; 13,42), s&

500
415 - 400
P (Y & <415) » (—————) = ©(1,118) ~ | 86,8 %
= 13,42

P& raknaren. normCdf(-1E99,415,400, sqrt(500)*0.6) .

Kontrollerat mot facit. Ldrarens facit skriver p = 0,6 och summerar till 100 i sista raden, men det
dr skrivfel: rdkningen anvdnder N (400, /500 - 0,6), alltsd p = 0,8 och 500 hushdll. Med
halvkorrektion (415,5) blir svaret 87,6 %.

8. Styrkan for ett test av blixtar

Ljusblixtar som levereras till ett laboratorium uppges ha sannolikheten p = 0,03 att inte fungera. For
atttestaHy : p = 0,03 mot H; : p > 0,03 provar man 60 blixtar. Om antalet felaktiga ar 6 eller flera
forkastas Hp.

Berakna testets styrka da p = 0,075. Svara i procent med en decimal.
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Totalpodng: 2
¢) Ledtrad 1

Styrkan ar sannolikheten att forkasta Hy nar ett visst alternativ ar sant.

&) Ledtradd 2

& = antal felaktiga av 60, £ € Bin(60; p) (Binomialférdelning).

¢) Ledtrad 3

StyrkanarP(E>6 | p=0,075)=1-P( <5 | p = 0,075).

2 Lésning
Med & € Bin(60; 0,075):

5
S(0,075)=P(E=>6)=1- Y (6k0)0,075" 0,925%07% ~ 29,4 %
k=0

Poissonapproximationen Po(4,5) ger 29,7 %.
Pa rdknaren. 1-binomCdf(60,0.075,5) .

Kontrollerat mot facit.

9. Frihetsgrader for tva stickprov

Foljande varden &r ett observerat stickprov fran en N (uy, 01)-fordelning (4, oy ar okanda):

6,4 6,1 5,6 5 6,8 7 51
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Foljande varden &r ett observerat stickprov fran en N (p, 05)-férdelning (o, 0, ar okanda):

5,2 3,5 5,6 5,7 5 3,6 6

De tva stickproven ar oberoende och 01 = 02. For att berdkna ett 90 % konfidensintervall for 11 — L2
behdéver man anvanda en lamplig t-fordelning. Hur manga frihetsgrader har den t-férdelningen? Svara
med ett heltal.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Tva stickprov med gemensam okand o.

¢) Ledtrad 2

Den sammanvagda skattningen 0 bygger p& bada stickprovens kvadratsummor.

¢) Ledtrad 3

Varje stickprov forlorar en frihetsgrad pa sitt eget medelvarde: ny + np — 2.

2 Lésning
Med gemensam okand o anvands t-fordelningen med

f=n+m-2=7+7-2=[12]
frinetsgrader. Matvardena behovs inte for att svara.

Kontrollerat mot facit.
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10. Teckentest for reaktionstid

En forskare vill undersdka om en viss medicin har en negativ effekt pa reaktionstiden vid bilkérning.
For att undersdka om sa ar fallet valde forskaren ut 10 bilférare slumpmassigt och matte deras
reaktionstider (enhet: millisekunder) fére och efter att de tagit medicinen. Resultatet visas i
tabellen nedan.

Reaktionstid

273,7 259,3 2594 231,1 227 209,
fore
Reaktionstid

282,8 256,4 258,1 239,8 230,6 214,

efter

Forskaren beslutade sig for att man i denna situation inte kunde anta att reaktionstiderna och deras
differenser var normalférdelade. For att testa

Hj: medicinen paverkar inte reaktionstiden i genomsnitt
mot den tvasidiga mothypotesen
H,: reaktionstiden ar i genomsnitt langre eller kortare da medicinen anvinds

valde forskaren darfor att anvanda metoden med teckentest. Vilken ar den lagsta signifikansniva pa
vilken Hj kan forkastas, det vill sdga vad blir P-vardet ay? Svara i procent med tva decimaler.

Totalpoding: 2

¢) Ledtrad 1

Stickprov i par utan normalférdelning: teckenmetoden (samma idé som i Teckenintervall)
med direktmetoden.

¢) Ledtrad 2
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Rakna differenserna efter — fore. Under Hyy ar varje tecken positivt eller negativt med
sannolikheten 0,5: ¢ € Bin(10; 0,5).

¢) Ledtrad 3

Tre differenser ar negativa. Tvasidig mothypotes: ag = 2P (€ < 3).

/ Losning

Differenserna efter — fore ar

9,1, -2,9; -1,3; 8,7; 3,6; 4,5; 8,2; 9,9; 5,6; —2,4

Lat & = antal férare med kortare reaktionstid efterat. Under Hy &r & € Bin(10; 0,5), och vi har
observerat x = 3. Mothypotesen &r tvasidig, sa

1+10+45+120 _ 352

= < = = ~
m=2ES ) =2 1024 1024

34,38 %

Hy kan alltsa inte forkastas pa nagon vanlig signifikansniva.
Pa raknaren. 2xbinomCdf(10,0.5,3) .

Kontrollerat mot facit. Lérarens facit skriver ocksd "= 1 — P (& < 1)"i mellanledet, vilket dr ett
skrivfel; slutvirdet 0,3438 stdmmer.

11. Motesproblemet

Tva personer stimmer mote pa ett kafé “ndgon gang mellan kl. 13:00 och kl. 14:00”. Antag att

personernas ankomsttider kan beskrivas med en rektangelférdelning, och att de vantar 40 minuter och

sedan gar. Vad ar da sannolikheten att de traffas? Svara i procent med tva decimaler.

Totalpodng: 2
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¢) Ledtrad 1

Tva oberoende likformiga ankomsttider ger en likformig fordelning pa en kvadrat
(Flerdimensionella fordelningar).

¢) Ledtrad 2

Mét tiden i timmar efter 13:00: &, 1 € R(0, 1). De traffasom |& —n| < 2/3.

¢) Ledtrad 3

Sannolikheten ar arean av bandet kring diagonalen. Det ar enklare att dra bort de
tva horntrianglarna.
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/ Lésning

0,8

0,6

0,4

0,2

Med tiden i timmar efter 13:00 ar (&, n) likformigt férdelad pa enhetskvadraten, och de traffas om
|€ —n| < 2/3. Utanfor bandet ligger tva trianglar med kateterna 1/3:

2 1

11
P(IE—nIS2/3)=1—2-§(§) :1—§= ~ (88,89 %

<=} Nec]

Kontrollerat mot facit.
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12. Overstiger Majas utgifter Joels?

Majas och Joels utgifter for kursmaterial (enhet: kr) kan betraktas som slumpmassiga, dar Majas
utgifter per manad har vantevardet 480 kr och standardavvikelsen 31 kr, medan Joels utgifter per
manad antas ha vantevardet 465 kr och standardavvikelsen 24 kr. Antag att Majas och Joels utgifter
for kursmaterial ar beroende, med korrelation lika med 0,95, samt att de kan beskrivas med en

tvadimensionell normalférdelning.

Vad ar sannolikheten att Majas utgifter under en manad 6verstiger Joels? Ange ditt svar i procent med

tva decimaler.

Totalpoding: 3
¢) Ledtrad 1

Studera differensen & = & — &;. 1 en tvadimensionell normalférdelning ar den normalférdelad.

¢) Ledtrad 2

V(iéy—&) = 01%/1 + 03 — 2p 0305 (Kovarians).

¢) Ledtrdd 3

E(&) = 150ch V(&) = 961 + 576 — 1413,6. Sok P (€ > 0).

/ Losning
E(&) = 480 — 465 = 15, V(E)=312+24>-2-0,95-31-24=1234

sa & € N(15; 11,11) och

0-15

PE>0)=1-®(375

) = ®(1,350) ~ | 91,15 %

Den hoga korrelationen gor differensen liten i spridning, trots att var och en har stor spridning.

Pa raknaren. normCdf(0,1E99,15,sqrt(123.4)) .
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Kontrollerat mot facit. Ldrarens facit skriver v/ 1234, men det dr ett skrivfel for \/123,4; svaret
0,9115 bygger pa det rdtta vérdet.

13. Del 2: vantevardet av antal jobb

En entreprendr har lAmnat in anbud pa tre olika jobb a, b och c. Hon bedémer sannolikheten att fa de
olika jobben till 0,3 fér a, 0,6 fér b och 0,75 fér c. Handelserna att fa olika jobb kan inte antas
oberoende. L&t & vara det totala antalet jobb som entreprendren far (av dessa tre).

Berakna vantevardet av €.

Totalpoding: 10
¢) Ledtrad 1

Fordelningen for & gér inte att bestamma utan oberoende. Men vantevardet av en summa kraver
inget oberoende.

¢) Ledtrad 2

Skrivé = &g + & + &, dar & = 1 om hon fér jobb a och 0 annars.

¢) Ledtrad 3

E()=0-P(intea)+1- P(a) = P(a).

/ Lésning

Modell. Lat &, = 1 om entreprendren far jobb a och §; = 0 annars, och definiera &, & p& samma
satt. D& ar

§=8at &+

Vantevarden. For en variabel som bara tar vardena 0 och 1 ar vantevardet sannolikheten for
vardet 1:
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E(Ea) = 0s3’ E(Eb) = 0’65 E(EC) = 0’75

Summan. Vantevardet av en summa ar summan av vantevardena, oavsett beroende (Linjara
funktioner av stokastiska variabler):

E() =0,3+0,6+0,75=[1,65

Beroendet paverkar variansen och férdelningen fér £, men inte vantevardet.

Kontrollerat mot facit.

14. Del 2: minsta vardet som skattning i R(0,0)
Antag att x1, ..., Xp ar ett stickprov frdn R(0, 0) dar 6 < 0 ar okand.
a) Forklara varfor det minsta vérdet, det vill sdga min(xy, ..., X,,), ar en rimlig skattning av .

b) Forklara varfor det minsta vérdet, det vill sdga min(xi, ... , Xp), inte blir en vantevardesriktig
skattning av 6.

Pa b) far du garna bevisa pastaendet matematiskt, men det ar inte nédvandigt.

Totalpoding: 10
¢) Ledtrad 1

Punktskattning: 0 ar férdelningens véanstra andpunkt. Var hamnar observationerna i férhallande
till 62

&) Ledtrdd 2

Varje x; > 0. Vantevardesriktig betyder E(8*) = 0.

¢) Ledtrad 3

ForO <y <0arP (& >y)=y/0,sa P(min > y) = (y/0)". Anvand E(n) = 6 +
feo P(n > y)dy foren variabel n pa [0, 0].
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2 Lésning

a) Rimlig skattning. [[Likformig fordelning|R(6, 0)]] har sin massa pa [0, 0], sa alla observationer
ligger till hdger om 6. Det minsta vardet ar den observation som ligger narmast 6. Med ménga
observationer ar det mycket troligt att ndgon hamnar néara den vanstra andpunkten, sa min
narmar sig 0 nar n vaxer. Dessutom kan 6 inte vara stdrre an min(xi, ..., Xn), eftersom inga
varden under 0 ar mojliga.

b) Inte vantevardesriktig. Lat n = min(&y, ..., ). Eftersomvarje § > 0 arn > 0, ochn > 6
med sannolikhet 1. En variabel som alltid ligger 6ver 0 kan inte ha vantevardet 6, sa E(n) > 6:
skattningen underskattar systematiskt avstandet till andpunkten.

0 —
Bevis. For0 <y <0arP (& >y) = rg = % Oberoendet ger

PO>y=0G)

Eftersom n ligger i [0, 0] &r

0y
E(m=6+] (5) dy=0-
0

_ n

_ﬁ_ 0(>0
n+1 n+1

déar sista olikheten galler eftersom 0 < 0. Skattningen &r alltsd inte vantevardesriktig, men

n
E(m) — Onarn — oo, Den korrigerade skattningen

min(xy, ..., X,) ar vantevardesriktig.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

15. Del 2: o6verlappar tvad konfidensintervall?

Antag att du har ett stickprov &;, &, ..., &, fran N(uy, 07) och ett annat stickprov ny, na, ..., N, fran
N (y2,02) dar o1 = 02 = 1. De tva stickproven ar oberoende. For att testa Hp : p1 = 2 mot Hy :
p1 & 1, skulle man kunna berikna konfidensintervallen I; = [€ — 1,96/,/n, &+ 1,96/y/n]och I, =

[ — 1,96/+/n, 7 +1,96/+/n].

Vad ar sannolikheten att dessa intervall éverlappar varandra da Hy ar falsk och py = 4,0, y, = 4,4?
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Totalpodng: 10
¢) Ledtrad 1

Tva konfidensintervall med samma halva bredd ¢ éverlappar precis nar medelvardena ligger
hogst 2¢ fran varandra.

¢) Ledtrad 2

Studeraé — 7). Enligt Medelvardets férdelning och Summor av normalférdelade stokastiska

variabler &r & — fj € N(— 0,4, +/2/n).

¢) Ledtrad 3

S6k P(|€ - 7| <2 1,96/4/n) och standardisera bada granserna. Svaret beror pa n.

¢ Lésning

Modell. £ € N(4,0; 1/4/n)ochj € N(4,4; 1/4/n) ar oberoende, s&

E-n € N(-0,4, \/g)

Villkor for 6verlapp. B&da intervallen har halva bredden ¢ = 1,96/4/n. De éverlappar om och
endast om mittpunkterna ligger hogst 2¢ fran varandra:

3,92

1&-nl < NG

Rakning. Standardisera med 4/ 2/n:

3,92/4/n + 0,4) o (—3,92/ﬁ +0,4

2/n \/2/n

P (overlapp) = @( )
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3,92 n 3,92 n
P (overl =O(== +0,44/ =)~ DP(-—= + 0,44/ =) = D(2,772 + 0,283 -O(-2,
overtapp) = 0 + 0.4/ 1) - 0(-22 0. /2 - o Vi - o

Nagra varden:

n 10 25 50 100

P (overlapp) 0,970 0,913 0,780 0,477

Slutsats. Om man forkastar Hy bara nar intervallen inte 6verlappar blir testet mycket svagt: med
n = 25 missar man skillnaden 0,4 i ver 90 % av fallen. Overlapp betyder alltsd inte att p; = .
Det ratta testet bygger pa ett intervall for p1 — p2 med halva bredden 1,96\/%, som ar smalare
an2 - 1,96/4/n.

I uppgiftstexten star mothypotesen som "Hy : pq E pp"; det ar ett skrivfel for H;.
P& riknaren. Fér n = 25: normCd£(-3.92/5,3.92/5,-0.4,sqrt(2/25)) .

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.
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