SO008M-2024-03-18

#tenta #sannolikhetslara #statistik

Kurs: SO008M — Sannolikhetslara och statistik Datum: 2024-03-18 Kalla: originaltentamen -
lararens losningar (uppgift 1-14)

Oversikt
Del 1 (uppgift 1-12, bara svar):

e betingning med komplement (1), betingning i normalférdelningen (2) och en ljusslinga (3)

e Poisson under en linjar funktion (4), variansen for triangelférdelningen (5) och vantevarde
ur fordelningsfunktionen (6)

e CGS for hypergeometriska variabler (7), kritiskt varde for z (8), konfidensintervall for tva
stickprov (9) och styrka for ett binomialtest (10)

e betingat vantevarde ur en tabell (11) och kovarians for summor av

exponentialvariabler (12)
Del 2 (uppgift 13-15):

e vaccintest med direktmetoden (13)
e max och min av likformiga variabler (14)
e variansen for en slumpmassigt sammansatt summa av livslangder (15)

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Lésning ar hela utréakningen, kontrollerad
mot lararens facit. Facit tacker uppgift 1-14; uppgift 15 ar st tva ganger oberoende av varandra.
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1. Betingat pa att B inte intraffar

For handelserna A och B galler att P (A) = 0,3, P(B) = 0,32 och P(A n B) = 0,18. Berékna den

betingade sannolikheten att A intraffar givet att B inte intraffar, det vill sdga berdkna P (A | B€). Svara
i procent med minst en decimal.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Betingad sannolikhet med komplementhandelsen B€.

&) Ledtrad 2

P(A n BY)

PA|BY= 55

&) Ledtrad 3

AdelasuppiA N BochAn B saP(AnB)=P(A)-P(An B).

/ Losning

P(A)-PANnB) 03-0,18 0,12
1-P(B) 1-032 0,68

P(A| BY) =

17,6 %

Kontrollerat mot facit.

2. Betingning i standardnormalférdelningen

L&t & € N(O, 1). Berakna den betingade sannolikheten P (€ > 2 | &€ > 1). Svara i procent med
tva decimaler.

Totalpodng: 2
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¢) Ledtrad 1

Betingad sannolikhet for en standardiserad normalfordelad variabel.

&) Ledtrad 2

P(&>2o0ché>1)
PE&>1)

PE>2]¢>1)=

&) Ledtrad 3

Handelsen & > 2 ligger helt inuti € > 1, sa snittet &r bara & > 2.

Z Lésning
Eftersom {& > 2} € {{> 1} ar

_1-®Q2) _ 0,02275 _
1-d(1) 0,15866

PE>2]&>1)

P& riaknaren. normCdf(2,9E999,0,1) /normCdf(1,9E999,0,1) .

Kontrollerat mot facit.

3. Ljusslinga med 25 lamporx

14,34 %

En ljusslinga bestar av 25 lampor, som ar kopplade sa att om en lampa slutar fungera sa slocknar hela

ljusslingan. Varje lampa har sannolikheten 0,03 att sluta fungera inom en 3-arsperiod. Lamporna

fungerar oberoende av varandra. Vad ar sannolikheten att alla 25 lampor i ljusslingan fungerar efter en

3-arsperiod, utan att nagot lampbyte ar gjort? Svara i procent med tva decimaler.

Totalpoding: 2
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¢) Ledtrad 1

Alla lampor ska fungera: ett snitt av oberoende handelser.

&) Ledtrad 2

P(A1 M) aoc ﬂA25) :P(Al)"'P(A25).

¢) Ledtrad 3

Varje lampa fungerar med sannolikheten 1 — 0,03 = 0,97.

J Lésning

Lat A; vara handelsen att lampa i fungerar efter 3 ar, P (A;) = 0,97. Oberoendet ger

P(A1 n -+ 0 Ags) = 0,97% » 46,70 %

P& raknaren. binomPdf(25,0.97,25) eller direkt 0.97/25.

Kontrollerat mot facit.

4. Poissonvariabel under en linjar funktion

Antag att & € Po(A) darA = 2,2.1L4tn = 2 + £ + 3. Berdkna sannolikheten P (n = 15). Svara i procent
med tva decimaler.

Totalpodng: 2
¢) Ledtrad 1

Oversitt handelsen fér i till en handelse fér den Poissonférdelade €.

pellesmoln.org/meta/tentor/SO008M-2024-03-18 - 2026-10-19 4719


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Oberoende-h%C3%A4ndelser
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Poissonf%C3%B6rdelning

S0008M - SO008M-2024-03-18

¢) Ledtrad 2

n=15 & 2(+3=15 < £=6.

&) Ledtrad 3

k

A
P=k)=e AF' Obs: 1 &r inte Poissonférdelad.

/ Lésning

6
P(rl = ]_5) = P(E = 6) = e—2,2 2,62| ~ 1,74 %

n ar inte Poissonfordelad: den antar bara udda varden 3, 5,7, ... och E(n) = 7,4 medan V () =
4-2,2=8,8.

P& raknaren. poissPdf(2.2,6) .

Kontrollerat mot facit.

5. Variansen for triangelférdelningen

Man kan visa att om &; och & ar oberoende och rektangelférdelade, sa far deras summaé = & + &
en sa kallad triangelférdelning pa intervallet [—1, 1]. Att en slumpvariabel har en triangelférdelning pa
intervallet [—1, 1] betyder att dess frekvensfunktion ar

f1+x om -1<x<0
f(X)=1\1—x om0<x<1
0 annars.

(Namnet “triangelférdelning” kommer av att grafen for f ser ut som en triangel: se den heldragna linjen
i figur 6.3 b) i kursboken.)

Berakna variansen V (§) om & har en triangelfordelning pa intervallet [—1, 1]. Svara med
tva decimaler.
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Totalpodng: 2
¢) Ledtrad 1

Varians, antingen direkt ur frekvensfunktionen eller via summan i uppgiftstexten.

&) Ledtradd 2

& har samma férdelning som &; + & med &;, & oberoende och [[Likformig fordelning|
R(=0,5; 0,5)]1.

¢) Ledtrad 3

For oberoende variabler adderas varianserna, och V (R(a, b)) = (b — a)*/12.

¢ Lésning

& + & med & € R(-0,5; 0,5) oberoende har just denna triangelférdelning, s&

1 1 1
= + =—+—===-=]0,17
VO=VE+VE =5+ == ~[0
! 1 1

Direkt ur f ger samma sak: E(§) = 0 avsymmetrioch E(E%) =2 x*(1-x)dx =2 (5 - Z) =

1 0

e

Kontrollerat mot facit.
6. Vantevarde ur foérdelningsfunktionen
Den kontinuerliga stokastiska variabeln & har férdelningsfunktionen

2 —
F(x) = om2<x<3, F(x)=0 omx <2, F(x)=1 omx > 3.
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Berakna véntevirdet av &. Svara med tva decimaler.

Kommentar: Om du inte far ett tal mellan 2 och 3 har du réknat fel.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Ga fran fordelningsfunktion till frekvensfunktion.

¢) Ledtrad 2

f(x)ZF'(x)ZZEXf('erSXSS.

¢) Ledtrad 3

. 2Xx
E@G) =) x- de.
2

2 Lbésning
f(x) = 2x/5 p&[2, 3] och 0 annars. D& &r

39,2
2x 2 38
E@ =] Zdx==(7-8) == ~[253
, 5 15 15

Kontrollerat mot facit.

7. Summa av 40 hypergeometriska variabler

Antag att slumpvariablerna &, &, &, ..., €49 @r oberoende och Hyp(N, n, p)-férdelade dar N = 4,

n = 2,p = 1/2. Berakna sannolikheten P (Z?:Ol & < 45). Svara i procent med en decimal.
Som vanligt far approximationer anvéndas i de fall dd sGdana skulle kunna motiveras.

Totalpoding: 2
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¢) Ledtrad 1

En summa av 40 oberoende likaférdelade variabler: Centrala gransvardessatsen.

&) Ledtrad 2

N -n

For [[Hypergeometrisk fordelning| Hyp(N, n, p)l1 ar E(§) = np och V (&) = N1 np(1 -

D)

¢) Ledtrad 3

E()=1och V(&) = % L1 =1 58 summan ar approximativt N (40; +/40/3).

¢ Lésning

-1, VE)= -2

N

W -

E@)=2"

N =
N| =

NI —
SN

Enligt CGS ar Y. & approximativt N (40; +/40/3) = N(40; 3,6515):

40
P (3 & <45) ~ o
i=1

45-40
3,6515

) = ®(1,369) ~ | 91,5 %

Pa raknaren. normCdf(-9E999,45,40,3.6515) .

Kontrollerat mot facit. Summan dr heltalsvérd; med halvkorrektion, ®(5,5/3,6515), blir svaret
93,4 %, vilket ligger ndrmare det exakta virdet 93,5 %. Facit riknar utan halvkorrektion.

8. Kritiskt varde for z

Antag att du har ansvar for att se om tillverkningstiden fér en komponent till bakaxlar kan bli kortare.
En ny tillverkningsmetod ska provas, och du tror att denna nya metod ger en kortare genomsnittstid an
de 126 sekunder som gallt hittills. Pa grund av att tillverkningstiden kan férvantas variera en hel del
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racker det dock inte med att testa en eller ett fatal komponenter. Du ska darfor utféra 25 méatningar,

och resultaten ska studeras i ett hypotestest dar du bestamt att testet ska fungera sa att det ar 2,5 %
risk att du pastar att genomsnittstiden med den nya metoden &r kortare &n 126 sekunder trots att den
nya inte ar battre. Du tror dig kunna anta att tillverkningstiden kan beskrivas med en normalfordelning

med standardavvikelsen o = 7 sekunder.

Ett satt att utfora hypotestestet ar att bestamma vardet pa testvariabeln

x—126
7 = —
7/5

och sedan jamféra z med ett visst varde. Fragan ar, vilket ar detta varde? Ange ditt svar med
tva decimaler.

Totalpoding: 2
¢) Ledtrad 1

Hypotesprovning med kant a. Risken 2,5 % ar signifikansnivan.

&) Ledtrad 2

Hy: p=126motH; : p<126.Under Hyarz € N(0, 1).

&) Ledtrdd 3

Mothypotesen pekar nedat, s& H forkastas for smaz: z < k med P (z < k) = 0,025.

¢ Losning
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Vitestar Hy : p =126 mot H; : p < 126 panivan a = 0,025. Under Hy &rz € N (0, 1), och
H, forkastas om z < k dar

k= —)\0,025 = —1,96

Pa raknaren. invNorm(0.025,0,1) .

Kontrollerat mot facit.

9. Konfidensintervall f6xr a—b

Foljande varden &r ett observerat stickprov fran en N(a, 01)-férdelning (a och gy ar okanda):
7 6,5 5,3 5,7 5,2 7 5,6

Féljande varden ar ett observerat stickprov fran en N (b, g2)-férdelning (b och a2 ar okénda):
4,8 4,8 3,2 5,7 4,1 4,1 6

De tva stickproven ar oberoende och 0; = 0y. Berédkna ett 90 % konfidensintervall for a — b. Svara

med den nedre gransen och anvand tre decimaler.

Totalpodng: 2
&) Ledtrdd 1

Tva stickprov med gemensam okand a: ett konfidensintervall byggt pa t-férdelningen.

&) Ledtrad 2

_ 1 1 .
-yt o(ny+n,—2)s4/ —+ —, dar s? ar den sammanvagda variansen.
a2y 2 - o
1 2

1

Ia—b =
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¢) Ledtrad 3

Medny =ny = 7ars® = (5)2( + 55)/2, och kvantilen &r tp,05(12).

2 Lésning

X =6,0429, y=4,6714, s;=0,6029, s;=0,9457

29 +0,9457
< \/0,60 9+0.9457 _  ooo 12— 17623

2

2
I,p, =1,3714 £1,7823 - 0,8799 - \/; =1,3714 £ 0,8383

Intervallet blir [0,533; 2,210], och den nedre gransen ar| 0,533 |

P& raknaren. invt(0.95,12) ger kvantilen; hela intervallet ges av 2-SampTInt med
“Pooled: Yes”.

Kontrollerat mot facit.

10. Styrkan for ett binomialtest

Man ar intresserad av den andel p av alla studenter pa ett visst universitet som motionerar minst 3
ganger i veckan. En omfattande tidigare undersokning gav da att p = 0,5 och man vill nu se om p har
Okat. For att testa

Hyo: p=0,5 mot H;: p>0,5

tillfragade man 15 slumpmassigt utvalda studenter hur manga ganger de motionerade pa en vecka.
Resultatet av undersékningen visas nedan.

Student

1 2 3 4 5 6
nx
antal pass/v 0 4 2 0 4 3
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Man anvande féljande beslutsregel: ”Hj foérkastas om minst 12 av de 15 studenterna motionerar
minst 4 ganger i veckan”. Vilken styrka har den beslutsregeln om p = 0,8? Svara i procent med

tva decimaler.

Totalpoding: 2
&) Ledtrdd 1

Styrka = sannolikheten att férkasta Hy nar p har ett visst varde (Styrkefunktion).

¢) Ledtrad 2

& = antal av de 15 som uppfyller villkoret, £ € Bin(15; p). Tabellen behdvs inte.

¢) Ledtrad 3

StyrkanarP(£>12 | p=0,8)=1-P(& <11 | p=0,8).

2 Lbésning

Lat & = antal av de 15 tillfrdgade som motionerar minst 3 ganger i veckan. D& ar ¢ € Bin(15; p)

,och

S(0,8)=P(>12|p=08)=1-P(@E<11|p=0,8)~|6482%

Beslutsregeln sager “minst 4 ganger” medan p ar definierad med “minst 3 ganger”. Facit laser
regeln som samma egenskap som p (minst 3). Svaret paverkas inte, eftersom styrkan bara beror
pa att ¢ € Bin(15; 0,8). I originalet star ocksa “férkasta Hy férkastas”; det &r rattat ovan.

Pa riknaren. binomCdf(15,0.8,12,15) .

Kontrollerat mot facit.
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11. Majas forvantade betyg givet Joels

Joel och Maja har pluggat till en tenta som de ska skriva for dverbetyg. Sannolikhetsfordelningen for
betygen (3, 4 eller 5) ges nedan.

Joel \ Maja 3 4 5

3 0,26 0,11 0,04
4 0,02 0,27 0,13
5 0,01 0,03 0,13

Joel skriver tentan forst och meddelar Maja att han fick en fyra. Givet denna information, vad ar
vantevardet av Majas betyg? Svara med tva decimaler.

Totalpoding: 2

¢) Ledtrad 1

Betingad fordelning och betingat vantevarde ur en tvadimensionell sannolikhetstabell.

¢) Ledtrad 2

P (Joel = 4, Maja = x)

P (Maja = x | Joel = 4) = P Uoel = 4)

¢) Ledtrad 3

Raden for Joel = 4 summerar till 0,42 (Marginalférdelning).

/ Lésning

P(Joel = 4)=0,02+0,27 + 0,13 = 0,42. Den betingade fordelningen fér Majas betyg ar
0,02/0,42,0,27/0,42 och 0,13/0,42 fér 3, 4 och 5:

3-0,02+4-0,27+5-0,13 _ 1,79

E(Maja | Joel = 4) = 575 S =5

4,26
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Kontrollerat mot facit.

12. Kovarians for summor av exponentialvariabler

Antag att & och &, ar oberoende dar §; € Exp(1) och & € Exp(1).Latn =& +&ochlat =2 -
&1. Bestam kovariansen C(1, {). Svara med en decimal.

Tips: Bestiim férst E(&7).

Totalpoding: 3
¢) Ledtrad 1

Kovarians av linjara kombinationer.

¢) Ledtrad 2

Kovariansen ar linjar i bada argumenten, och C(&1, &) = 0 vid oberoende.

¢) Ledtrad 3

C(&1 + &2, 281) = 2C(&1,61) +2C(&2, 61), och C (&1, €1) = V (&1).

2 Lésning

For [[Exponentialférdelning| Exp(1)1] &ar E(&i) = 1 och V(&) = 1. Linjariteten ger

C(,9) =2C(81,61) +2C(&,61) =2V (&) +0 =120

Samma sak via tipset: E(&7) = V (&) + E(&)* = 2, s8 E(n{) = 2E(&) + 2E(&)E(&) = 4 +
2=6,0chC(n,{)=EM{) -EME@()=6-2-2=2.

Kontrollerat mot facit.
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13. Del 2: har vaccinet effekt?

Under coronapandemin rapporterade svt.se féljande: “Modernas vaccin har testats pa 30 000
manniskor, halften fick tva doser vaccin, halften fick placebo. Enligt analysen ska vaccinet aven ha god
effekt nar det handlar om att motverka allvarlig covid-19-sjukdom. 95 fall av coronasmitta upptacktes,
90 av dem hittades i gruppen som fick placebo.”

Kan man utifran detta pasta att vaccinet har en effekt? Stall upp ett ensidigt hypotestest och anvand
direktmetoden for att besvara fragan.

Totalpoding: 10

¢) Ledtrad 1

Betrakta bara de 95 smittade. Om vaccinet inte har nagon effekt, hur fordelar de sig

mellan grupperna?

¢) Ledtrad 2

Grupperna ar lika stora, sa under Hy hamnar varje smittad i placebogruppen med
sannolikheten 0,5: ¢ € Bin(95; 0,5).

¢) Ledtrad 3

Direktmetoden: @y = P (& > 90 | Hy), eftersom ménga smittade i placebogruppen
talar for effekt.

¢ Lésning

Modell. { = antal av de 95 smittade som fatt placebo (allts& ovaccinerade). Om vaccinet inte
paverkar risken ar det lika troligt att en smittad kommer fran vardera gruppen, eftersom
grupperna ar lika stora, s& £ € Bin(95; 0,5) under H,.

Hypoteser. Hy: vaccinerade har inte minskad risk att smittas (p = 0,5) mot Hj: vaccinerade har
minskad risk att smittas (p > 0,5).

Observation. x = 90.

pellesmoln.org/meta/tentor/SO008M-2024-03-18 - 2026-10-19 15719


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Direktmetoden

S0008M - SO008M-2024-03-18

Direktmetoden.

95 95
a=PE=>90|p=05)=Y (k )0,5%° ~ 1,5 - 1074
k=90

Slutsats. g ar forsumbart litet, mycket mindre &n varje rimlig signifikansniva. Hp férkastas: man
kan med mycket liten felrisk pasta att vaccinerade har minskad risk att smittas.

P& riaknaren. binomCd£(95,0.5,90,95) .

Kontrollerat mot facit.

14. Del 2: max och min av likformiga variabler

Antag att &, &y, &3, &4 ar oberoende och R(0, 1)-fordelade. Lat

Z = max(élx EZ)’ n= min(§3) 54)
Berakna sannolikheten P (max({, n) > 0,7).

Totalpodng: 10
&) Ledtrdd 1

Max och min av stokastiska variabler: ga till komplementet.

¢) Ledtrad 2

max({,n) <0,7 < (<0,7ochn <0,7. och n bygger pa olika & och ar
darfor oberoende.

&) Ledtrad 3

Maximum: P ({ < a) = P (& < a)P (& < a). Minimum: P(n > a) = P(& >
a)P (&4 > a).
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2 Lésning
Metod. Komplementet ger
P(max({,n)>0,7)=1-P(<0,7,n<0,7)=1-P((<0,7)-P(n<0,7)
dar faktoriseringen géller eftersom ¢ beror bara pa &1, & och 1 bara pé &, &4.
Rikning. For R(0,1) ar P (& <0,7) = 0,7.
P((<07)=P(& <0,7)P(& <0,7)=0,7> = 0,49
P(n<07)=1-P(& >0,7)P(& >0,7)=1-0,32=0,91

Slutsats.

P(max(q,n) > 0,7) = 1-0,49 - 0,91 =[0,5541

Kontrollerat mot facit. I facit stér P(n > 0,7) = P (& > 0,7, & < 0,7), vilket ska vara P (&3 >
0,7, & > 0,7); slutsvaret 0,5541 dr Gndd rdtt.

15. Del 2: variansen for den totala livslangden

I ett sjukhuslager finns 15 infusionspumpar av typ A och 10 infusionspumpar av typ B. Man vet att
livslangderna for pumparna ar exponentialfordelade, dar sannolikheten att en pump racker mer an
30 driftsdygn ar 0,97 fér pump av typ A och 0,95 fér typ B. Om man valjer ut 10 infusionspumpar pa
mafa fran lagret till en intensivvardsavdelning, vad &r da variansen av den totala livslangden for de
10 pumparna?

Totalpoding: 10
¢) Ledtrad 1

Tva steg av slump: férst hur manga av varje typ som véljs, sedan livslangderna. Betinga pa antalet
A-pumpar (Betingad férdelning och betingat vantevarde).
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¢) Ledtrad 2

Antalet A-pumpar X &r [[Hypergeometrisk férdelning|Hyp(25, 10, 0,6)]]. For
[[Exponentialférdelning|Exp(A)]] ar P (T > 30) = e 3% E(T) = 1/Aoch V(T) = 1/A%.

¢) Ledtrdd 3

Lagen om total varians: V(S) = E(V (S | X)) + V(E(S | X)).

/ Losning
Modell. L&t f14, 15 vara vantevardena fér livslangderna. Ur e 3% = P (T > 30) fas

30 30
=Y 98492 =
“1n0,97 HB = T1h0.95

Ha ~ 584,87 dygn

och variansen for en exponentialférdelad livslangd ar vantevardet i kvadrat. Lat X = antal A-

pumpar bland de 10 och S = den totala livslangden. Urvalet sker utan aterlaggning, sd X €
Hyp(25, 10, 0,6) med

25-10
25-1

EX)=6, V()= -10-0,6-0,4=1,5

Metod. Givet X ar S en summa av X oberoende A-livslangder och 10 — X oberoende
B-livslangder:

ES | X)=Xpa+(10-X)us, V(S| X)=Xpj + (10 - X)pp
Lagen om total varians ger V(S) = E(V(S | X)) + V(E(S | X)).
Rakning.
E(V(S | X)) = 63 + 4u3 ~ 5820450 + 1368 300 = 7 188 750

V(E(S | X)) = (ua — puB)* V(X) ~ 400,05 - 1,5 ~ 240 063
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Slutsats.

V(S) ~ 7188 750 + 240 063 ~

Det motsvarar standardavvikelsen o(S) ~ 2 726 dygn. Den andra termen &r liten: nastan all
osakerhet kommer fran livslangderna sjalva, inte fran blandningen av typer.

7,43 - 10° dygn®

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.
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