MOO65M-ovningstenta

#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: — (6vningstenta, odaterad) Kalla: originaltentamen
och lararens losningar (m0065m_ovntenta.pdf, m0065m_ovntentasols.pdf)

Oversikt

e Uppgift 1: olikhet med absolutbelopp och rationell ekvation
e Uppgift 2: exponentialekvation via hjalpvariabel och trigonometrisk ekvation via hjalpvinkel
e Uppgift 3: tre gransvarden: tan-kvot, absolutbelopp och exponentialfunktioner
e Uppgift 4: bestam k s& att e¥ och v/x + k tangerar varandra, och den
gemensamma tangenten

3 2
x> —2x
e Uppgift 5: kurvundersokning av m med extremvarden, inflexionspunkt, asymptoter
X
och vardemangd
1+x

e Uppgift 6: invers, taylorpolynom fér In och en approximation av In 2

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. Olikhet med absolutbelopp och rationell ekvation
For vilka X &r
() olikheten

x+|x-3| > |x+1|+1

uppfylld? (3p)
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(b) ekvationen

x2+4x+5_x+3_x_x+2
x> -1 x-1 x+1

uppfylld? (2p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

(a) ar en olikhet med absolutbelopp som delas upp i fall (Funktioner); (b) ar en rationell ekvation
som skrivs pa gemensamt brakstreck och faktoriseras (Polynom och faktorisering).

¢) Ledtrad 2

(a) Beloppen byter uttryck vid x = —1 och x = 3, s& undersok tre intervall. (b) Notera att x &
+1, flytta allt till ena sidan och anvand den gemensamma namnaren (x — 1)(x + 1).

¢) Ledtrad 3

(a) Fér =1 < x < 3 blir olikheten 3 > x + 2. (b) Taljaren blir —x> + x? + 2x = —x(x +
D(x - 2).

/ Losning
(@ |x—3| =x—-3férx >3 0ch3 - xannars; [x+ 1| =x+1férx>—1och~-x—1annars.

e x>23x+(x-3)>2(x+1)+1 & 2x-3>x+2 < x>5.
e 1<x<3x+B-x)>2(x+1)+1 & 3>2x+2 & x<lalltsd-1<x<1.
e Xx<-Lx+@B-x)>2(x-1)+1 < 3>—x e x>-3alltsd -3 <x<-1.

—-3<x<1eller x>5

(b) Uttrycket ar odefinierat for x = £1. Allt pa ena sidan och gemensam namnare (x — 1)(x + 1):

(X +4x+5) - (x+3)(x+ 1)+ (x+2)(x—-1)—x(x - 1)(x + 1) ~0
(x=Dx+1) )

Taljaren ar
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X HAX+5- (P +4x+3)+ (P +x-2) - (P -x)= x>+ x>+ 2x = —x(x + 1)(x - 2)

Denarnoll forx = 0,x = =1 och x = 2, men x = —1 ar forbjudet:

|x=0 eller x=2|

Kontrollerat mot facit.

2. Exponentialekvation och trigonometrisk ekvation

Finn alla l6sningar x till ekvationerna

(@)
¥ — 25X =12,
2p)
(b)
2sin 2x + v/12 cos 2x = 2.
(3p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

(a) ar en ekvation med exponentialfunktioner som blir en andragradsekvation; (b) ar en
trigonometrisk ekvation dar sin och cos slas ihop till en enda sinusfunktion.

&) Ledtrad 2

32
(a) Skriv 2X*1 =2 - 2X och 257X = OTE och sattt = 2* > 0. (b) Dela med 2 och skriv sin 2x +

v/3 cos 2x = Asin(2x + @) med additionsformeln (Trigonometri).

¢) Ledtrad 3

1
@t2-6t—16=0.()A =2och Q= g sa ekvationen blir sin (2x + g) = 5
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/ Lésning
(@ Medt=2*>0:
32
2t—7=12 = 20-12t-32=0 < *-6t—-16=(t+2)(t-8)=0

Eftersom t > 0 dterstart = 8 = 23:

(b) Division med 2 ger sin 2x + v/3 cos 2x = 1. Sék A och ¢ med

Asin(2x + @) = (A cos @) sin 2x + (A sin @) cos 2x

allts& Acos @ = 1 och Asin ¢ = /3. Kvadrering och addition ger A% = 4, s8 A = 2, cos ¢ =

N| =

. 3 T
ochsing = - dvs. @ = 3 Ekvationen blir
. T 1 T 7 n 5m
sin(2x+ =)= = & 2x+ — = — +2nn eller 2x+ — = — + 27n
3 2 3 6 3 6

T T
dvs. 2x = _E + 2mn eller 2x = 5 + 2mn:

T
x=—— +7mn eller x=E+nn, ne€’z
12 4

Kontrollerat mot facit.

3. Tre gransvarden

Avgor huruvida féljande (aven oegentliga) gransvarden existerar och om sa, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a)

. tanx
lim .
x—0 tan 2x
(1p)
(b)
+ — —
lim|3x 1] - ]2x 6|.
x—1 X—l
(2p)
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(©

6X_3X
x-0 4x—1"

(2p)

Totalpoding: 5
¢) Ledtrad 1

Alla tre ar gransvarden av typen g som ska forenklas algebraiskt.

¢) Ledtrad 2

. sin . . : : . .
(@) Skrivtan = — och anvand sin 2x = 2 sin x cos x (Trigonometri). (b) Narax = 1 ar 3x +
cos

1 > 0 och 2x — 6 < 0, s& beloppen kan tas bort. (c) Skriv 6% = 2 * 3% och 4% = (2*)?
(Exponentialfunktioner och logaritmer).

&) Ledtrad 3

Cos 2x
(a) Kvoten blir o2 X" (b) Taljaren blir 5(x — 1). (c) Faktorn 2* — 1 finns i bade taljare
COS* X
och namnare.
2 Losning
@
tanx _ sinx cos2x _ sinx cos2x _ cos2x

1
tan2x cosx sSin2x cosx  2sinxcosx 2 cos?x 2

1
2
L1 ) . .
(b) For—2 <x < 3ar|3x+ 1| =3x+1och |2x - 6| = 6 — 2x. Eftersomx — 1 ligger xi
det intervallet:

Bx+1)-(6-2x) 5(x—-1) _c
x—1 - ox-1
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(©
6\ -3¢ %3 -3 (X-1)-3 30 1
-1 (2)2-1 @-D*+1) 22+1  20+1 2
1
2

Kontrollerat mot facit.

4. Tangerande kurvor e* och /xt+k
Lat k > 0 och definiera
f(x) = e, gx) =+vx+k, forx>-k.

(a) Finn det k som gor att funktionerna f och g tangerar varandra i en punkt. (4p) Ledning: tva
funktioner tangerar varandra om de i en skarningspunkt x = a har samma tangent.

(b) Bestam funktionernas gemensamma tangent for detta varde pa k. (1p)

Totalpoding: 5
¢) Ledtrad 1

Tva kurvor tangerar varandra nar bade funktionsvardena och derivatorna ar lika i samma punkt

(Elementara funktioners derivator).

¢) Ledtrad 2

: , 1
Stall upp systemet f(a) = g(a) och f (a) = g (a), dvs.e? = v/a + koch e? = ——. Att

2vVa+k

f ar konvex och g konkav (Andraderivata och konvexitet) gor att det finns precis ett sadant

k.

¢) Ledtrad 3

(SN

Satt de tv& hogerleden lika: v/a + k = geratk=—.

N

1
2va+k
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N\ . .
¢ Losning

: % ' 1 " 1 o
(a)f(x):ex>0,f(X):ex>0,g(x):m>00chg(X):—W<0.Badaar

vaxande, f ar konvex och g konkav, sa det finns precis ett k dar kurvorna tangerar varandra.

Tangering i X = a kraver f(a) = g(a) och f (a) = g (a):

1
e’ =+va+k, el = ———

1 1 1 1
Alltsdv/a+k= ————,dvs.at k= —.Dadare? =4/ - = —,s&
2v/a+k 2 2 2
1 In2 1 1+In2
a=Iln—=-—, k=—--a=
v2 o2 2 2
1+In2
k =
2
. _ ten & ( In2 1 )
angeringspunkten ar (———, —).
geringsp 2
(b) Lutningen ar f (a) = e? = L Enpunktsformeln ger
7
1 1 In2 1 In2
- = — (x+ — = (x+1+ —
YT = el an) e ly= = )

Kontrollerat mot facit.

5. Kurvundersoékning av en rationell funktion

Betrakta funktionen

X3 — 2x?

W, XH: _1.

y=f)=

Bestam lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentliga
teckenscheman. Ange funktionens vardemangd V;. Skissera kurvan. (5p)

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning: asymptoter, extremvarden med teckenschema for f och inflexionspunkter
med teckenschema for f (Andraderivata och konvexitet).

¢) Ledtrad 2

Polynomdivision ger den sneda asymptoten. Namnaren ar noll i x = —1, vilket ger en lodrat
asymptot. Derivera med kvotregeln och férkorta med x + 1.

¢) Ledtrad 3

B 7x+4 . x(x+4)(x-1) .. 14x—4
f(X)—X‘4+m:f(X)—WOCW(X)—(X+1)4'

2 Lésning

Asymptoter. Polynomdivision ger

0 x3 - 2x? . 7x + 4
X == o—_— = —_ J—
x2+2x+1 (x + 1)2
7x+4
och o+ 12 - 0dax — oo Alltsd ary = x — 4 sned asymptot at bada hallen. I x = —1 gar
X
taljaren mot —3 och ndmnaren mot 0%, s&
lim f(x) = —o0
x--1=

och x = —1 ar lodrat asymptot. Vagrat asymptot saknas.

Derivata. Kvotregeln och férkortning med x + 1:

(3x* —4x)(x + 1) — 2(x°> — 2x°) B x>+ 3x% — 4x _x(x+4)(x-1)
(x+1)3 o x+13 (x+ 1)

fx) =

Kritiska punkter: x = =4, 0 och 1.
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x<-4 —4 4<x<-1 -1 -1<x<0
I _ _ _ _ _
x+4 - 0 + + +
x—1 - - - - -
(x+1)3 - - - 0 +
f(x + 0 = odef. +
f(x) 2 lok. max N asymptot 7z
—64 - 32 32 1-2 1
—4 = —— =S = = 0’ ]_ = — = =
feay= ===, fO) ===
Andraderivata.
14 (x — 2
o) B2 +ox-x+1)-303+3¢ —4x) _ 1ax—4 TX77)
(x+1)* x+1*  (x+1)*
x<-1 -1 —1<x<g 2 x>z
7 7 7
2
— _ — — — O +
14 (x 7)
(x+1)* + 0 + + +
f'(x = odef. = 0 +
f(x) konkav asymptot konkav infl. konvex
2 16
A 2T}

Vardemingd. f ar kontinuerlig pd (-1, ©) med f - —0oddx — —1"ochf — c0oddx — 00,54
redan dar antas alla reella varden.

lok. max f(-4) = —% och f(0) = 0,

2
inflexionspunkt (;, S

16

189’

asymptoter x = -1 ochy =x—-4
Vf =R

lok. min f(1) = —%

Skiss.
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5
x=-1
0
> ol lok. max (0, 0), lok. min (1, ~1/4)
e lok“max (-4, -32/3) ok. max (0, 0), lok. min (1, -1/

Kontrollerat mot facit.

6. Taylorpolynom och en approximation av In2

Sattx € (-1, 1) och definiera

f(x) = In %
1-x
(a) Vad ar
f1(In2)?
(1p)

(b) Finn tredje ordningens taylorpolynom P3(x) till f(x) kring punkten 0. Lagranges restterm behdéver ej
bestammas. (3p)

(c) Anvand taylorpolynomet P3 du funnit ovan i lamplig punkt for att finna ett approximativt varde av
In 2. Ledning: Uppgift 6.(a). (1p)

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

(a) handlar om inversen; (b) och (c) ar Taylors formel.

&) Ledtrad 2

@y=f"'(In2) betyderf(y) =1In2. (b) Beraknaf,f ochf i0och sattiniP3(x) =

0+ fop+ (2 L0

¢) Ledtrad 3

1+y P 2
(a)m —2(b)f(X)— 1-
1
).

> vilket gor de hogre derivatorna enkla. (c) In2 =

¢ Lésning

@)y = f'(In2) betyder

1+y 1
lnTy—ln2<=»1+y 2(l-y) & y= 3
1
-1 = —
f(In2) 3
(b) Med f(x) = In(1 + x) — In(1 — x):
1 1 2 4x v o A1+ 3x%)

(0=t T T (O goep (O

Ix=0:f(0)=0,f(0)=2f(0)=0o0chf"(0) = 4. Alltsa

0 4 2
P3(x) =0+ 2x+ Exz + gx?’ = |P3(x) =2x+ §x3

1 1
(c) Enligt (a) arln2 = f(g) och 3 ligger nara O:

1  54+2

27 81

2 2
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In2~ 26
81
PINEP—— " 490 48x(1 + x?)
: X = —_—m
nmdrkning: Lagranges restterm me 1)
- aE) 18 . ) )
hogst Al 3% o 0,015. Det verkliga felet ar ungefar 0,0018.
Kontrollerat mot facit.
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