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#itenta #matematik #envariabelanalys
Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2025-12-18 Kalla: originaltentamen och lararens
losningar (m0065m_251218.pdf, m0065m_251218sols.pdf)

Oversikt

e polynomekvation med gissad rot och rotekvation (1)

e logaritmekvation och trigonometrisk ekvation (2)

e tre gransvarden utan I’Hopital (3)

e tangent till en implicit given kurva (4)

o kurvundersokning av (Inx)> — 1)/x (5)

e oljeflackens tjocklek, sammanhangande forandringshastigheter (6)

¢) Sa anvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. Polynomekvation och rotekvation
Forvilkax € R ar
(a) ekvationen

X +2*-2x-4=0
uppfylld? Ledning: gissa en rot pa lampligt satt. (3p)

(b) ekvationen

V2x+5-4/3x-2=1
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uppfylld? (2p)

Totalpoding: 5
&) Ledtrad 1

(a) ar en tredjegradsekvation: hitta en rot och faktorisera. (b) ar en rotekvation som loses

genom kvadrering.

¢) Ledtrad 2

(a) En heltalsrot maste dela konstanttermen —4: prova 1, +2, 4. (b) Flytta Gver en rot,
kvadrera, isolera den kvarvarande roten och kvadrera igen. Prova alltid rotterna i den
ursprungliga ekvationen.

¢) Ledtrad 3

(@) x = —2 arenrot, sd x + 2 ar en faktor. (b) Efter férsta kvadreringen fardu 6 — x =
24/3x — 2, vilket kraver x < 6.

¢ Lésning

(a) Insattningavx = —2ger—-8 + 8 +4 —4 = 0,sa x + 2 ar en faktor:

X+ -2 —4=x*(x+2)-2(x+2)= (x+2)(x*-2)
x=-2 eller x=+V2

(b) Villkor: x > 2/3. Skriv 4/2x + 5 = 1 + 4/3x — 2 och kvadrera:
2x+5=1+2¢/3x-2+3x—2 < 6-x=23x-2
Kvadrera igen:
36-12x+x>=12x—8 < x*-24x+44=0 < x=2ellerx =22

Provning: x = 2 ger \/§ - \/Z =3-2=1,somstammer.x = 22 ger /49 — /64 = -1 ¥ 1 och
ar en falsk rot (darar6 — x < 0).

Kontrollerat mot facit.
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2. Logaritmekvation och trigonometrisk ekvation
Finn alla l6sningar x till ekvationerna

(a)

lg(6x-5) _
lg(2x—1)

Anmdrkning: 1g t = log,, t = °log t (2p)
(b)

Cos 3x = sin 4x
3p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

(@) ar en logaritmekvation, (b) en trigonometrisk ekvation.

&) Ledtrad 2

(a) Bestam forst definitionsmangden: bada argumenten positiva och namnaren &
0. Anvand sedan21ga = 1g a?. (b) Skriv om sinus som cosinus med sinv =
Cos (% — V) (Trigonometri).

&) Ledtrad 3

(a) Ekvationen blir 6x =5 = (2x — 1)2, menx = 1 gerlg 1 = 0i namnaren. (b) cosu =
COSV & u=ztv+2mn.

/ Lésning

(@) Villkor: 6x =5>0,2x —1 > 0och 1g(2x — 1) B 0, dvs. x > 5/6 och x & 1. D& géller
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lg(6x —5) =2Ig(2x—-1) =1g(2x— 1) & 6x-5=4x* -4x+1

3
4 -10x+6=0 e 2x* -5x+3=0 e x=1lellerx=—

x = 1 arinte tilldten. Kontroll: x = 3/2 gerlg 4/1g 2 = 2.

>
Il
N W

T
(b) Eftersom sin 4x = cos (E — 4x) blir ekvationen

i s
cos3x=cos(§—4x) = 3x=i(§—4x)+27m, nez

Plustecknet: 7x = — + 27mn, d r, 2
ustecknet: 7x = — + 2ntn, dvs. x = — + ——.
2 14 7
) T /s . R . T
Minustecknet: 3x = _E + 4x + 2mn, dvs. x = E — 2mn, vilket &r samma mangd som x = E its

2mn.

x=£+ﬂ eller x=E+2nn, ne€’z
14 7 2

T _ 21mn

Kontrollerat mot facit. Ldrarens [6sning skriver x = 3 5

ochx = g — 27n; eftersom n
genomléper hela Z ér det samma [6sningsmdngd.

3. Tre gransvarden

Avgor huruvida féljande (aven oegentliga) gransvarden existerar och om sa, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a)

lim o
x—0 COS 2X
1p)
(b)
Tim (2x+ /42 +9x).
(2p)

()

pellesmoln.org/meta/tentor/MOO65M-2025-12-18 - 2026-10-19 4712



MOO065M - MO065M-2025-12-18

2x2 -8
x—2 X3—8

(2p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

(@) Funktionen ar kontinuerlig i 0. (b) ar ett oegentligt gransvarde av typen —oo + oo, (c) ar ett

gransvarde av typen 0/0.

¢) Ledtrad 2

(a) Sattin x = 0. (b) Férlang med konjugatet 2x — 1/4x% + 9x. (c) Faktorisera taljare och
namnare; bada har faktorn x — 2.

¢) Ledtrad 3

(b) Forx < 0arv/x2 = |x| = —x,s8V/4x2+9x = —x/4 + 9/x. ©) x> -8 = (x -
2)(x% + 2x + 4).

J Lbésning
(a) Taljare och namnare ar kontinuerliga och cos 0 = 1 & O:

3x 0
_I_@

im
x-0 COS 2X

(b) Forlang med konjugatet:

4x% — (4x% + 9x) —9x
2x+ 4/ 4x2 +9x = =
2x — V4Ax2 +9x  2x— V/4x% +9x

Forx < Qar/4x2 +9x = | x| 4/4 + 9/x = —x+/4 + 9/x, s& namnaren blir x (2 + /4 + 9/x) och

. —9x . -9 -9
lim

@A ATOX) NTTE2H 4+ 9k 272

9
4

(c)
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2x* -8 2x-2(x+2) _ 2(x+2) 2:4 |2
-8 (x-2)(x*+2x+4) x*+2x+4 4+4+4 |3

Kontrollerat mot facit.

4. Tangent till en implicit kurva

Ekvationen
X'+2yt =3 +y%), (%) E(0,0),

definierar en sluten slat kurva i planet, se nedanstaende figur. Finn ekvationen for tangenten till kurvan
i punkten (1, v/2). (5p)

1,5

Figuren dr omritad efter originalet; tangenten i (1, \/j) dr inritad och hor till [bsningen.

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Kurvan &r inte en graf y = f(x) dverallt; anvand implicit derivering.
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¢) Ledtrad 2

Derivera bada leden med avseende pa x och kom ihdg att — y" = ny" 'y’ Lés ut y'.

dx
Tangenten ary — yo = k(X — Xp).

¢) Ledtrad 3

. 3x-2x3
y :m.sattlnle,y:\/i.
2 Lbésning

Punkten ligger pa kurvan: 1 +2 -4 =9 = 3(1+2).

Implicit derivering:

3x — 2x3

4 +8y°y =6x+6yy < y 8y’ ~6y) =6x-dx’ < y = 43 -3y

1(1,v2)ary® =22
3-2 1 Q

Y T aV2-3v2 5v2 10

Tangenten:

y=xf2+§(x—1) = y=§(x+9)

Kontrollerat mot facit.

5. Kurvundersdkning av ((Inx)> —1)/x
Betrakta funktionen

y=f(x)=%, x> 0.
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Bestam lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentligt
teckenschema 6ver derivatan. Skissera kurvan. (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

En klassisk kurvundersokning: asymptoter, extremvarden via teckenschema fér f och
inflexionspunkter via f .

¢) Ledtrad 2

Asymptoter: undersék x — 0" ochx — oo (standardgransvardet (In x)*/x — 0). Derivera
med kvotregeln och satt t = In x.

¢) Ledtrad 3

: Inx? -2Inx-1 2Inx(Inx -3
f(x)= (Y 5 X ochf (x) = nx( I;X ).Téljarna ar
X X

andragradsuttryck i t = In x.

 Lésning

Asymptoter. Ddx — 0" gar(Inx)®> — 1 — +o0och 1/x — +00, s&f(x) — -+oo: lodrit asymptot

(Inx)?> 1
X

x =0.D&x — oogillerf(x) = — — — 0:vagrat asymptot y = 0. Nollstallen: Inx = +1,
X

dvs.x = 1/eochx = e.

Derivata. Med t = In x:

2Inx

’ x=((nxy*-1)  2_5
[ = X—— __toand

X2

fX)=0 & t=1++2,dvs.x; = e!™V2 och Xy = e*V2 Eftersom 2 — 2t — 1 = t-Q1-
V2)(t - (1++2)):
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X 0 el V2 el*V2
Inx—-(1-

- 0 + +
V2)
Inx—-(1+

— — 0 +
V?2)
~1/x2 - - -
f () - 0 + 0 -
f(x) asy. N lok. min 2 lok. max N

Virdena, med (1 ++/2)? =1 =2 +2/2:
f(e™v?) =2(1-v2)eV> " = -1,25 (lokalt min)
f(e™2) =2(1++v2)e V2 ~ 0,43 (lokalt max)
_ , P +2t+1
Andraderivata. Deriverar man f (X) = — e igen fas
oo (F2t+2) x=2x(-+2t+1) 2 -6t 2Inx(Inx-3)
f(X) - x4 - X3 = X3

X 0 1 e
21lnx - 0 + +
Inx-3 - - 0 +
x3 + + +
f'x + 0 - 0 &
f(x) asy. konvex infl. konkav infl. ko

f" byter tecken i bada punkterna:

Inflexionspunkter: (1, —1) och (e, 8e7) ~ (20,1; 0,40)

Asymptoter: x =0 (f - +o)ochy =0dax — oo

Skiss. Kurvan kommer ned fran +oo langs y-axeln, skar x-axeln i 1/e, nar minimum ~ —1,25 vid
x ® 0,66, vander uppat genom inflexionspunkten (1, —1), skar x-axeln i e, nar maximum =~ 0,43

vid x & 11,2 och avtar sedan mot 0 genom inflexionspunkten vid x = €5.
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1,5

Ny lok. max  infl, (e2, 8e-2)

0,5

infl. (1, -1)

-15 lok. min

0,1 1/e 1 e 10 100
X (log-skala)

Kontrollerat mot facit.

6. Oljeflackens tjocklek

En viss oljeflack p& havsytan har cirkular form och samma tjocklek d éver hela sin yta. Olja tillférs
flacken med 11 m>/min fran ett lackage p& ett sjunket fartyg. Vid en bestamd tidpunkt ¢y noteras att
flackens radie &rr = 100 m och att radien 6kar med 3 m/min samt att tjockleken ard = 1/4 cm. Hur
snabbt forandras flackens tjocklek d vid denna tidpunkt? (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Sammanhangande férandringshastigheter: volym, radie och tjocklek beror alla pa tiden, och
derivatan ar forandringshastigheten.

¢) Ledtrad 2

Flacken ar en tunn cylinder: V = ntr?d. Derivera med avseende pa t med produktregeln.

pellesmoln.org/meta/tentor/MOO65M-2025-12-18 - 2026-10-19 10/12


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Derivata
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Deriveringsregler

MOO065M - MO065M-2025-12-18

¢) Ledtrad 3

V' = 2nrr'd + nr’d . Anvand meter éverallt: d = 0,0025 m.

2 Lésning

Volymen ar V (£) = mir(t)*d(t), sa
V'(t) = 2nrrd + nr’d
Vidtyar V' =11,r =100, r = 3 ochd = 0,0025 (meter och minuter):
11 =27 +100 - 3-0,0025 + 7 - 100> - d = 1,57 + 10°nd

. 11-1,5n 11 3 4 )
d(to): W —(?_5)10 m/min

Med = 22/7 blir 11/ = 3,5 och

d (to) ~ 2 - 10™* m/min = |0,2 mm/min

Tjockleken 6kar alltsa med ungefar 0,2 mm/min.

Kontrollerat mot facit. Ldrarens l6sning anger 0,2 mm/min med m = 22/7 (rdknare var inte
tilldten); det exakta vérdet (11/m — 3/2) - 10™* m/min dr = 0,2001 mm/min.
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