MOO65M-2025-10-29

#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2025-10-29 Kalla: originaltentamen och lararens
losningar (m0065m_251029.pdf, m0065m_251029sols.pdf)

Oversikt

e Uppgift 1: rationell olikhet med teckenschema och ekvation med absolutbelopp

e Uppgift 2: logaritmekvation och trigonometrisk ekvation via dubbla vinkeln

e Uppgift 3: tre gransvarden: dominerande termer, bestamning av en konstant och
férlangning med konjugat

e Uppgift 4: tangenter till en parabel genom en punkt utanfor kurvan

e Uppgift 5: extremvarden och asymptoter for x*(x — 2)e ™ och antal [6sningar till f(x) = C

e Uppgift 6: maximal area for en triangel under en tangent till e™*

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtradd 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. Olikhet och ekvation med absolutbelopp

For vilka x ar

(a) olikheten

uppfylld? (3p)

(b) ekvationen
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[2x+2| - |x-1] =x+3
uppfylld? (2p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

(a) ar en rationell olikhet som l6ses med teckenschema (Polynom och faktorisering); (b) ar en
ekvation med absolutbelopp som delas upp i fall (Funktioner).

&) Ledtradd 2

(@) Multiplicera inte med x — 2, eftersom tecknet ar okant. Flytta allt till ena sidan och skriv
pa gemensamt brakstreck. (b) Beloppen byter uttryck vid x = —1 och x = 1, sa undersdék
tre intervall.

¢) Ledtrad 3

4x-2 X -3x-4 (x+Dx-4)
x—2 x—2 x—2
3 identiskt.

@x+3-

. (b) Fér x > 1 blir vansterledet x +

/ Losning

(a) x F 2. Allt pa ena sidan och gemensam namnare:

x+3)(x—2)-(4x-2) x*-3x-4 (x+1)x-4) <0
X—2 o ox-2 X2 B

Teckenschema med brytpunkterna —1, 2 och 4:

x<-1 =il -1<x<?2 2 2<x<4
x+1 - 0 + + +
x—2 = = = 0 o
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x<-1 -1 -1<x<2 2 2<x<4 4

kvot = 0 + odef. = 0

x<-1eller 2<x<4

(b) |2x +2| =2x+2f6rx > —1och—2x—2annars; [x —1| =x—1férx>1och1 -
X annars.

e x>1:(2x+2)— (x—1) = x + 3, vilket galler for alla x i intervallet.
e 1<x<Ll:(2x+2)-(1-x)=3x+1=x+3 < x=1,sominte liggeriintervallet.
e x<-L:(-2x-2)-(1-x)=—x—-3=x+3 < x= -3, som liggeriintervallet.

x=-3 eller x>1

Kontrollerat mot facit.

2. Logaritmekvation och trigonometrisk ekvation
Finn alla l6sningar x till ekvationerna
@)
log,(x — 5) +log,(x + 2) —log,(x — 4) = 2
Anmdrkning: log, t = 2log t.(2p)
(b)
cos2x =3cosx+1

(3p)

Totalpoding: 5
&) Ledtrad 1

(@) ar en ekvation med logaritmer; (b) ar en trigonometrisk ekvation som blir
en andragradsekvation.
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¢) Ledtrad 2

(a) Bestam forst var vansterledet ar definierat, sla sedan ihop med logaritmlagarna. (b) Skriv
cos 2x = 2 cos? x — 1 (Trigonometri) och sétt t = cos x.

¢) Ledtrdd 3

@ x-5x+2)

1 = 4 med villkoret x > 5. (b) 2t> — 3t — 2 = 0, och kom ihdg att —1 <
.

t<1.

2 Lbsning

(a) Alla tre logaritmerna ar definierade om x > 5. Da ar

x-5)x+2)

log, —

=2 e (x-5)(x+2)=4(x-4) &= xX*-7x+6=(x-1)(x-6)=0

Bara x = 6 uppfyllerx > 5:

b
Il
D

(b) Med cos 2x = 2 cos? x — 1 och t = cos x:

3 5
20-1=3t+1 & 2 -3t-2=0 & t="+-
4 4
o 1 o o 1
alltsat = 2ellert = 5 Eftersom | cos x| < 1 &terstar cosx = —E:
2
x=i§+2nn, ne’ZzZ

Kontrollerat mot facit.

3. Tre gransvarden

Avgor huruvida foljande (Aven oegentliga) gransvarden existerar och om sd, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a)
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(1p)

(b) Bestam konstanten a sa att gransvardet existerar och ar andligt. Berédkna sedan gransvardet.

. 2 5x—a
llg(x—2_xz 4)
(2p)
(©
C 4V/10-3x—4/x+2
lim
x—2 x—2
(2p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

(a) ar ett gransvarde mot oandligheten dar exponentialfunktioner dominerar potenser; (b) och (c)

0

ar gransvarden av typen g som ska forenklas.

¢) Ledtrad 2

(a) Bryt ut den snabbast vaxande termen, 4%, i taljare och namnare. (b) Skriv pa gemensam
namnare (x — 2)(x + 2). (c) Férlang med konjugatet /10 — 3x + 1/x + 2.

¢) Ledtrad 3

(b) Taljaren blir 4 + a — 3x; for ett andligt gransvarde maste den vara nollix = 2. (c)
Taljaren blir (10 — 3x) — (x + 2) = —4(x — 2).

2 Lbésning

(a) Division med 4*:
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<&y
‘-2 F 2 00 g
X2 — 4 X2 0-1
B_l

eftersom en potens domineras av en exponentialfunktion.

(b) Gemensam namnare:

2 5x-a _2x+2)-(5x-a)  4+a-3x
x-2 xX-4  (x-2)x+2)  (x-2x+2)

Namnaren gar mot 0 narx — 2. Gransvardet kan bara bli andligt om taljaren ocksa gar mot 0,
alltsd4 +a—6 =0, dvs.a = 2. Da ar téljaren 6 — 3x = —3(x — 2) och

-3x-2 . -3 3

im ———— =lim =
x-2(x=2)(x+2) x-2x+2 4

3
a=2, gransvardet = _4_1

(c) Forlangning med konjugatet:

V10-3x—v/x+2 (10-3x) - (x+2) . —4
X—2 C (x=2D(V10-3x++/x+2) +/10-3x++/x+2
_4 .
T Vava &

Kontrollerat mot facit.

4. Tangenter genom en punkt utanfér parabeln
Finn alla tangenter till kurvan

y =f(x) =3+ 4x —x°
som gar genom punkten (1, 10). Ledning: ligger punkten pa kurvan?

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Tangentens ekvation med derivatan som lutning, men tangeringspunkten ar okand.

pellesmoln.org/meta/tentor/MOO65M-2025-10-29 - 2026-10-19 6/12


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Derivata

MO0065M - MO065M-2025-10-29

¢) Ledtrad 2

f(1) = 6 & 10, sa punkten ligger inte pa kurvan. Lat tangeringspunkten vara (a, f(a));
tangenten ary = f(a) + f (a)(x — a).

¢) Ledtrdd 3

Krav att (1, 10) ligger pa tangenten. Det ger en andragradsekvation i a: a®> = 2a — 3 =
0.

2 Lésning
f(1)=3+4-1=6H# 10,sa(1, 10) aringen tangeringspunkt. Lat tangeringspunkten vara
(a, f(a)). Daar f (a) = 4 — 2a och enpunktsformeln ger
y=0B+4a-a*)+(@4-2a)(x—-a)=(4-2a)x+a*+3
Tangenten ska ga genom (1, 10):
10=(@4-2a)+a*+3 & a*-2a-3=(a+1)a-3)=0

a = —1 (tangeringspunkt (—1, —2)) och a = 3 (tangeringspunkt (3, 6)) ger

y=6x+4 och y=12-2x

Kontrollerat mot facit.

5. Kurvan x*(x —2)e ™
Definiera funktionen
y = f(x) = X*(x - 2)e”".

(a) Bestam lokala extremvarden och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentligt teckenschema.

Skissera kurvan. Konvexitet behover ej beaktas. (4p)
(b) Bestam hur manga olika lsningar ekvationen

X*(x-2)e*=C
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har for alla varden pé talet C &€ R. Motivera! (1p)

Totalpoding: 5
&) Ledtrad 1

Kurvundersokning: gransvarden i £oo, derivata och teckenschema for extremvarden. (b) raknar

skarningar med en vagrat linje (Ekvationslésning med derivata).

¢) Ledtrad 2

f ar definierad pa hela R, s det finns inga lodrata asymptoter. Undersok limy - 1+ f(X) och,
&t vanster, lim f(x)/x. Derivera f = (x> — 2x?)e™ med produktregeln.

¢) Ledtrad 3

f (x) = =x(x — 1)(x — 4)e ™. Jamfér C med de lokala extremvardena f(0) = 0, f(1) =
—1/e och f(4) = 32/e".

2 Lbésning

(a) Asymptoter. f ar kontinuerlig pa R, sa lodrata asymptoter saknas.
. _ ) 2 .x°
limx*(x—2)e*=lim (1- =)= =0
X — 00 X — 00 X eX
eftersom exponentialfunktionen dominerar. Allts& ar y = 0 vagrat asymptot at hoger. At vanster

giller f(x) — —oooch
fx) _

lim — = lim x(x —2)e™ = +o
xX—--0o X X — —00

sa dar finns ingen sned asymptot.

Derivata.
f(x)=(3x* —4x)e™ — (x> = 2x%)e™ = (—x> + 5x* — 4x)e ™™ = —x(x — 1)(x — 4)e™*

Kritiska punkter: x = 0, 1 och 4.
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x<0 0
—X + 0
x—1 - -
x—4 - =
ex + +
f ) + 0
f(x) 7 lok. max

0<x<1

0

lok. min

lok. max f(0) = 0 och f(4) = 3—42 lok. min f(1) = —z

asymptot y = 0 da x — oo; inga andra asymptoter

1<x<4

f(4) = 32/e* ar globalt maximum; globalt minimum saknas eftersom f — —oo t vanster.
Nollstéllena &r x = 0 och x = 2, och f(x) > 0 bara for x > 2.

lo}

(b) Antalet losningar ar antalet skdrningar mellan kurvan och linjen y = C. Ur teckenschemat och

. 1 32
gransvardena (—— < 0 < —4):
e e
32
i
32
C:e_4
0<C< —
-—<C<0
e
_ 1
i.
C<--:
e

ingen 16sning

en losning (x = 4)

tva losningar
tre losningar
tva losningar

en losning

For C = 0 ar lésningarnax = 0 och x = 2; for 0 < C < 32/e* eni (2, 4) och eni (4, ®). For

—1/e < C < Ofinns en lésning i vardera (—o0, 0), (0, 1) och (1, 2).

Skiss.
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lok. max (4, 32/e?)

>
lok. min (1, -1/e)
-1
-1,5
0 2 4 6 8 10 12
X
Kontrollerat mot facit.

6. Stérsta triangeln under en tangent till e™

Betrakta funktionen

fx)y=e™, x=0.

(@) Lat P = (a, f(a)) vara en punkt pa grafen till y = f(x). Finn ett uttryck for tangenten till kurvany =

f(x) genom P. (1p)

(b) Stall upp ett uttryck for arean A (som funktion av a) av triangeln som begrénsas av koordinataxlarna

och tangenten till kurvan f genom punkten P. (1p)
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0,8

0,6

0,4

0,2

Figuren dr omritad efter originalet (hdr med a = 1).
(c) Finn det varde a € [0, o) for vilket arean A av triangeln ovan &r maximal. (3p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrad 1

En optimeringsuppgift: tangent med derivatan och sedan stérsta varde pa ett intervall.

&) Ledtrad 2

Tangenten ary = e ¢ — e 9(x — a). Triangelns kateter ar tangentens skarningar med
axlarna, och arean ar halva produkten.

¢) Ledtrad 3

(a+1)%e

A(a) = >

. Jamfor kritiska punkter i intervallet med A(0) och limg - o A(a).

¢ Lésning

@@ f (x) = —e™, sa lutningeni P = (a,e ) ar —e @ och
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y-e?=-e%x-a) &= |y=(a+1-x)e“

(b) Tangenten skar x-axeln i xo = a + 1 och y-axelniyo = (a + 1)e™. Triangelns area ar

X0yo _ (a+ 1)26_0
2 2

A(a) =

(c) Derivatan:

(Lrai-a .,

A@ =3 @@+ D-(a+ 1Py = L

Den enda kritiska punkten i [0, o) ara = 1:A >0for0<a<1lochA <O0féra> 1.Jamfor
med andpunkterna:

1 4el 2 ) 3
AO =5, A== limA@=0
2 1
Eftersome <4 ar — > — = — sdmaximumantasia = 1:
e 4 2

0N

a=1, Amax=

Kontrollerat mot facit.
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