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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2025-08-20 Kalla: originaltentamen och lararens

[6sningar (m0047m_250820.pdf, m0047m_250820sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M

med samma innehdll.

Oversikt

e Uppgift 1: induktionsbevis for att n® + 2n ar delbart med 3
COS X

> och deriverbarhet for en
X

e Uppgift 2: ensidiga gransvarden for elx, instangning av

styckvis definierad funktion
e Uppgift 3: Taylorpolynom for cos x, approximation av cos 1 med feluppskattning och en
approximativ ekvationslosning

och funktionens konstanta varden

X

e Uppgift 4: derivatan av 2 arctan x — arctan 12
- X

o Uppgift 5: extremvérden, inflexionspunkt och asymptoter for x(2 — In x)2

e Uppgift 6: relaterade hastigheter, polisens radarmatning i en korsning

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad

mot lararens facit.

1. Delbarhet med 3 genom induktion
Bevisa, exempelvis med induktion, att det for alla positiva heltal n > 1 galler att talet
cn=n°+2n

ar delbart med 3. Ledning: ett heltal ¢ dr delbart med ett annat heltal d om det finns ndgot heltal k s
attc = kd. (5p)
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Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Ett bevis med induktion: basfall och induktionssteg.

&) Ledtradd 2

Basfallet ar n = 1. Anta att p + 2p = 3k for nagot heltal k och visa att (p + 1)> + 2(p +
1) = 31 for ndgot heltal 1.

¢) Ledtrad 3

Utveckla: (p + 1)> +2(p + 1) = (p> + 2p) + 3p?> + 3p + 3.

¢ Lésning
Basfall. Forn = 1 arc; = 13+2-1=3=23"1,somérdelbart med 3.

Induktionssteg. Anta att ¢, = p> + 2p ar delbart med 3 fér ndgot heltal p > 1, dvs. att p> + 2p =
3k fér ndgot heltal k (induktionsantagandet). D& ar

G =(P+1)°+2(p+1) =’ +3p*+3p+ 1)+ (2p +2)
=(p>+2p)+3p*+3p+3=3k+3(p*>+p+1)=3I

darl = k + p> + p + 1 ar ett heltal eftersom k och p ar heltal. Alltsa ar dven Cp+1 delbart med 3.

Enligt induktionsprincipen galler

3 delar n® + 2n for alla heltal n > 1

Alternativt bevis utan induktion. n®> + 2n = (n> — n) + 3n = (n — 1)n(n + 1) + 3n. Bland tre pa
varandra féljande heltal ar ett delbart med 3, s& produkten (n — 1)n(n + 1) ar delbar med 3, och
det ar 3n ocksa.

Kontrollerat mot facit.
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2. Tre gransvarden och deriverbarhet

Avgor huruvida foljande (Aven oegentliga) gransvarden existerar och om sd, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a)
. 1
lim ex
x-0
(1p)
(b)
. Incosx
im
x-0 X2
Ledning: Man kan ha hjalp av olikheten
tan? x sin’ x
- <Incosx < —
som haller for —% <x< % (2p)
(c) Bestam konstanterna a och b sa att funktionen
3x
e, omx > 0,
fx)=A{

ae* +be*, omx<O0,

blir deriverbarix = 0. (2p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrdd 1

(a) kraver ensidiga gransvarden och oegentliga gransvarden; (b) ar ett instangningsargument; (c)
handlar om Kontinuitet och deriverbarhet i skarven.

¢) Ledtrad 2

(@) Jamforx — 0" medx — 0. (b) Dela olikheten med x*> > 0 och anvand

S1n x
standardgransvardet —— — 1. (c) Bade funktionsvardena och derivatorna fran vanster
X

och hoger maste stamma 6verens i x = 0.
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¢) Ledtrad 3

tanx sinx 1

(@) 1/x — oo fr&n héger men —oo fran vanster. (b) - 1.(c)

Villkoren blira+b =1ocha—-b = 3.

X COS X

J Lésning
(a) Exponentialfunktionen ar kontinuerlig, sa
. 1 1 . 1 1
lim ex = too eftersom — — +oo, lim ex =0 eftersom - — —o0
x—-0* X x—-0" X

De ensidiga gransvardena ar olika:

gransvardet existerar inte

(b)For 0 < |x| < 3 ar x> > 0, s& ledningens olikhet ger

1 tanx 2 In cos x 1 sinx
S(=0) s =25 <
2 X X 2

2
—)
X
.. sinx tanx sinx 1 . . 1
Harar —— — 1loch = . — 1-1 =1, sdbada ytterleden gar mot ——.
X X X COS X 2
Instangningssatsen ger

~ Incosx 1
lim =——
x-0 x2

(c) f ar kontinuerlig i 0 om vanstergransvardet ar lika med f(0) = €° = 1:

lir(r)l_(aex +be)=a+b=1

Derivatan ar 3e3* for x > 0 och aeX — be ™ for x < 0. Bada uttrycken ar kontinuerliga, sa f ar
deriverbar i 0 om ensidiga derivatorna stammer Gverens:

3’=3=a-b

Addition av ekvationerna ger 2a = 4:

Kontrollerat mot facit.
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3. Taylorpolynom £6r cosx
Definiera funktionen
f(x) =cosx, x€&R.
(a) Finn fjarde ordningens taylorpolynom P4(x) till f kring x = 0. (2p)
(b) Anvand detta polynom for att finna ett approximativt rationellt varde pa cos 1. (1p)

(c) Anvand Lagranges restterm/felterm E4(x) for ge en uppskattning pa maximala felet som gors i
uppgift 3.(b). 2p)

(d) (Bonusuppgift) Hitta en approximativ losning till ekvationen

x2 -1

COSX =

genom att istéllet [6sa ekvationen

x2-1
2

Py(x) =

Ledning: Denna fjardegradsekvation i x ar en andragradsekvation i X°. (1p)

Totalpoding: 6 (varav 1 bonuspodng)
&) Ledtrad 1

Taylors formel med Lagranges restterm.

&) Ledtradd 2

®)(0 ©)
Py(x) = Z;::o f kE )xk och E4(x) = %xs for ndgot € mellan 0 och x.
¢) Ledtrad 3
. . sin § . 4
© fP(x) = —sinx, sa E4(1) = 120 med 0 < & < 1. (d) Ekvationen blir x* —

24x% + 36 = 0; kom ihag att cos x ligger mellan —1 och 1.
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¢ Lésning

(a) Derivatorna upprepas med period 4:

k 0 1 2 3 4 5
O (x) CoS X —sinx —COoS X sin x CoS X -
f®(0) 1 0 il 0 1
x> X
Px)=1- —+ —
4(%) Y
(b)
1 1 13
cosl~Pyu(1)=1--+— =|—
2 24 |24

(c) Enligt Taylors formel &r cos x = P4(x) + E4(x) med

fO(&) O = sin EXS
o! 120

E4(X) =

for ndgot & mellan 0 och x. For x = 1 ligger £i(0, 1) < (0, 2), dar sin &r positiv och vaxande.
Alltsa ar

i 1
0<siné<sinl<1l = |E4(1)|:%<ﬁ

13
Eftersom E4(1) < 0ar e dverskattning, och

8 13 1 13

=" __— < < =
5 24 120 1<%z

Anmdrkning: eftersom tredjegradskoefficienten och femtegradskoefficienten ar noll ar P4 = Ps,

1
sa man kan ocksa anvanda Es och fa den skarpare gransen 70" Det verkliga felet ar ungefar
0,0014.

2

X

1
(d) Ekvationen P4(x) = blir efter multiplikation med 24:

24-12X° +x* = 12x* - 12 & x*-24x¥*+36=0

Med t = X% t2 — 24t + 36 = 0, alltsa t = 12 + /144 — 36 = 12 + 6+/3. Bada 4r positiva, sa det
finns fyra reella rotter x = £/ 12 + 6+/3.
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2
x-—-1
< 1, dvs. x2 < 3. Eftersom

Den ursprungliga ekvationen kan bara ha lésningar dar —1 <

3
\/§ > 5 arl12 + 6\/§ > 21 > 3, s& de rotterna forkastas. Daremot ar 12 — 6\/§ <12-9=3

o

, Sa

x=+1/12-6v3=+(3-3) ~ +1,268

Forenklingen foljer av (3 — v/3)% = 9 — 64/3 + 3 = 12 — 64/3. Numeriskt &r de exakta
2

l6sningarna till cos x = ungefar x & +1,265, s& approximationen &r god.

Kontrollerat mot facit.

4. En arcustangensidentitet via derivatan

Definiera funktionen

f(x) = 2 arctan x — arctan T3
(a) Vad ar f (x)? Forenkla uttrycket sa langt som mojligt. (2p)
(b) Visa att

fx)=0
for-1<x<1.2p)

(c) Funktionen f har aven ett konstant varde for x > 1. Bestam detta varde! Ledning: undersék vad som
hénder nérx — o, (1p)

Totalpodng: 5
&) Ledtradd 1

Derivering av Arcusfunktioner med kedjeregeln (Deriveringsregler), och sedan att en funktion
med derivatan noll pa ett intervall ar konstant dar (Medelvardessatsen).
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¢) Ledtrad 2

d . u
— arctanu = :
dx 1+ u?

konstant, men konstanterna kan vara olika.

Definitionsméngden bestar av tre intervall; pa vart och ett ar f

¢) Ledtrad 3

(1 -x*)? +(2x)? = (1 + x?)%. (b) Berakna f(0). (c) 2 arctanx — 7 och .
- X

¢ Lésning

(a) Med kedjeregeln och kvotregeln:

d 2x  2(1-x*)-2x"(-2x) _ 201+ x%)

dx 1 -x2 (1 - x2)? (1 - x2)2

foy= 2 - 1 2_2(1+x2): 2 2(1+xX%)

2 —2)2 2 — )2 2
X
1+x 2 ) (1-x2) 1+x4 (1—-x2)+4x

1-x?

Namnaren ar 1 — 2x2 + x* + 4x% = (1 + x*)?, s&

f0=——-—2_=0] xex1

1+x2 1+x?

(b) Intervallet (—1, 1) ingér i definitionsmangden och f = 0 dar, sa enligt medelvardessatsen ar f
konstant pd intervallet, f(x) = C;. Med x = 0:

C; = f(0) = 2arctan0 — arctan0 = 0

Alltsd ar|f(x) = 0 for — 1 < x < 1| dvs. arctan = 2 arctan x dar.

1-—x2

(c) P& (1,0) arocks& f = 0, s& f(x) = C, dar. Konstanten &r lika med gransvirdet i oandligheten.
Eftersom arctan ar kontinuerlig:

2x

C, = lim (2 arctan x — arctan
X — 00 1 —x2

fx)=nforx>1

)=2-g—arctan02n
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Kontrollerat mot facit.

5. Kurvan x(2 —Inx)?
Betrakta funktionen
y =f(x) =x(2-1nx)*>, x>0.

Bestam lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentligt
teckenschema 6ver derivatan. Skissera kurvan. (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning: gransvarden i andpunkterna, teckenschema for derivatan och
andraderivatan for inflexionspunkter.

&) Ledtrad 2

Undersok x — 0" (med standardgransvardet x* Inx — 0), x — oo och f(x)/x fér en
eventuell sned asymptot. Derivera med produktregeln.

¢) Ledtrad 3

2(Inx—1)

f(x)=Inx(nx—-2)ochf (x) = -

2 Lbésning

Asymptoter. f(x) > 0 med likhet barad&lnx = 2, dvs. x = €. Vidx - 0*:

lim x(2 - Inx)? = lim (2v/x - VxInx)> = (0-0) =0

x—0*

eftersom 4/xInx — 0 (standardgransvarde). Alltsd ingen lodrat asymptot vid x = 0. Vid x — oo
gar f(x) — oo, och
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lim fe9 _ lim(2 - Inx)? =

X— 00 X X — 00

sé& det finns ingen sned asymptot heller. f ar kontinuerlig pa (0, o), s&

kurvan saknar asymptoter

Derivata.
f(x)=@2-Inx)* +x-2(2-1nx) - (—%) =(2-Inx)(-1nx) = Inx(Inx - 2)

Kritiska punkter: Inx = 0 och Inx = 2, dvs. x = 1 och x = €.

0<x<1 1 l<x<e* ¢ x> e
Inx - 0 + + +
Inx-2 - - - 0 +
fx) g 0 - 0 v
f(x) 2 lok. max N lok. min 2

lok. max f(1) =4, lok. minf(e*)=0

Minimet ar ocksa globalt, eftersom f > 0.

Andraderivata.

f”(X)Z 1(11]X—2)+lnx-1 M
a8 X

X

Namnaren ar positiv, sa f < 0foér0 < x < e (konkav) och f > (0 fér x > e (konvex). Teckenbytet
ger en inflexionspunkt, och f(e) = e(2 — 1)? = e:

inflexionspunkt (e, e)

Skiss. Kurvan startar i origo (utan att na dit, eftersom x > 0), stiger till (1, 4), sjunker genom
inflexionspunkten (e, e) ned till (€2, 0) dar den tangerar x-axeln och vixer sedan obegrénsat.
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lok. max (1, 4)

3 infl. (e, e)

min (e?, 0)

Kontrollerat mot facit.

6. Radarmatning i en korsning

En polisman P kor sin polisbil med hastigheten 50 km/h rakt norrut langs en vag. En bit fram pa denna
vag finns en korsning med en annan vag som gar i 6st-vastlig riktning. Polismannen far syn pa en bil B
som kommer dkandes pa den andra vagen in mot korsningen fran dster och riktar sin radarpistol mot
denna bil. Vid det tillfalle da polisbilen ar 180 m fran korsningen mater polismannen att avstandet
mellan polisbilen P och bilen B pa den korsande vagen ar 300 m och minskar med hastigheten 90
km/h. Pa bagge vagarna rader en hastighetsbegransning pa 70 km/h. Berdkna den andra bilens
hastighet och avgor huruvida foraren av B gor sig skyldig till hastighetsovertradelse eller ej. (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Relaterade hastigheter: Implicit derivering av ett samband med avseende pa tiden.
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¢) Ledtrad 2

Lat y(t) vara polisbilens avstand till korsningen, x(t) bilen B:s avstand till korsningen och s(t)
avstandet mellan bilarna. Pythagoras sats ger s*> = x> + y2.

¢) Ledtrdd 3

Derivera: s = xx + yy . Avstand som minskar har negativ derivata: y' = =50 och s =
—90. Bestam forst x ur Pythagoras.

2 Lésning

Lat y(t) vara polisbilens avstand till korsningen, x(t) bilen B:s avstand till korsningen och s(t)

avstandet mellan bilarna. Vagarna ar vinkelrata, sa
2 _ 2 2
s(t)” = x(0)" +y(t)
Derivering med avseende pat ger

ss —yy
X

2ss =2xx +2yy < x =

Vid mattillfallet to ary = 180 m, s = 300 m,y = =50 km/h och s = =90 km/h (bada avstanden
minskar). Ur Pythagoras:

x = /3002 - 1802 = 1/602(52 — 32) = 60 - 4 = 240 m

Langderna forekommer i bade téljare och namnare, sa de kan sta i meter medan hastigheterna

stari km/h:

300 - (=90) — 180 - (=50) _ —-27000 + 9000
240 - 240

X (to) = = -75 km/h

Avstandet till korsningen minskar alltsa med 75 km/h:

bil B kor i 75 km/h > 70 km/h, alltsa fortkorning

Kontrollerat mot facit. Lérarens [6sning kallar pad ett par stéllen bdda avstdnden y och skriver
ndmnaren i slutformeln som y(to), men rdknar med x(tp) = 240 m och fGr samma svar, 75 km/h.
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