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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2025-05-22 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_250522.pdf, m0047m_250522sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt

e Uppgift 1: induktionsbevis for en teleskoperande summa Y’ 1/(4k? — 1)

e Uppgift 2: kontinuitet fér sin x/x och tva gransvarden: forlangning med konjugat och med
1+ cosx

e Uppgift 3: krékningen hos y = e*: varde i en punkt, gransvarden och maximum

e Uppgift 4: tangent till en hippoped och stdrsta y-vardet pa kurvan med implicit derivering

e Uppgift 5: extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter for (In )()2/)<3

e Uppgift 6: arean av cirkeln som tangerar y = x + 1/x via kortaste avstandet till origo

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtradd 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad

mot lararens facit.

1. Induktionsbevis f6r en summaformel
Formeln

1 1 1 1 " 1 n

Fot =¥ =
3 15 35 anz-1 = ak2-1 2n+1

galler for alla positiva heltaln = 1, 2, 3, .... Bevisa detta, till exempel med induktion. (5p)

Totalpoding: 5
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¢) Ledtrad 1

Ett bevis med matematisk induktion av en formel for en summa.

&) Ledtrad 2

Visa basfallet n = 1. Anta sedan att formeln galler fér n = p och visa att den da galler for
+1

n =p+ 1, dvs. att summan blir P .
2p+3

¢) Ledtrad 3

Faktorisera den nya termen: 4(p + 1)> — 1 = (2p + 1)(2p + 3). Da far bada braken
namnaren (2p + 1)(2p + 3).

¢ Lésning

Basfalln = 1:

vi=—+ o1
4-12-1 3 2-1+1

Induktionssteg. Anta att formeln galler fér n = p (induktionsantagandet):

p
y =P
D —
1 4k--1 2p+1
o . . p~tl pt1l )
Vi ska visa att summan till p + 1 blir = . Den nya termen ar
2p+1)+1 2p+3
1 1 1

Ap+12-1 Qp+D-DEE+D+1) @p+1)2p+3)
sa med induktionsantagandet:

P p 1 _ p@p+3)+1 _ 2p*+3p+1

El A-1 2p+1 @p+D@p+3) @+D@+3) @p+D2p+3)
_ (thHEp+1)  p+1
@p+1@p+3) 2p+3

Formeln galler alltsa fér n = p + 1 om den galler férn = p.
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Slutsats. Enligt induktionsprincipen galler

n

1 n
= forallan=1,2,3,...
k§14k2—1 2n+1

1 1 2

Alternativt (teleskopsumma). k=1 2k+1 = e -1 sa
S | 11 1 1 1 n
= — — e 1 — —
k§14k2—1 2k§1(2k—1 2k+1) 2( 2n+1) 2n+1

eftersom alla mellanliggande termer tar ut varandra.

Kontrollerat mot facit.

2. Kontinuitet och tva griansvarden

Avgor huruvida foljande (aven oegentliga) gransvarden existerar och om s, bestam dem (utan hjalp av
U'Hopitals regler):

(a) Bestam konstanten A s& att funktionen
sin x
—, omx&O0,
fx)=7 X
A, omx =0,

blir kontinuerlig. (1p)

(b)
V2 x-x
im ———
x-1  x-1
2p)
()
. 1-cosx
lim ————.
x-0 Xxsinx
(2p)

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

0

(a) handlar om kontinuitet i en punkt; (b) och (c) ar gransvarden av typen o som ska forenklas.

&) Ledtrad 2

. sin x
(a) f ar kontinuerligi 0 om limy ., o f(x) = f(0); anvand standardgransvardet for —~ (b)

Forlang med konjugatet /2 — x + x. (c) Férlang med 1 + cos x och anvand trigonometriska
ettan (Trigonometri).

¢) Ledtrad 3

(b) Taljaren blir 2 — x — x2 = —(x — 1)(x + 2). () Taljaren blir 1 — cos? x = sin® x, och
ett sin x forkortas bort.

/ Losning

(@) For x & 0 ar f kontinuerlig. I x = 0 kravs att

A=f(0)=li£%51¥=1

(b) Forlang med konjugatet:

V2-x-x _ (2-x)—x? _ x=Dx+2) -(x+2)
=1 (x-D2-x+x) (x-D2-x+Xx) V2-x+x
-(1+2) _[ 3

- V1i+1 2

(c) Forlang med 1 + cos x:

l-cosx  1-cos?x sin” x _sinx 1
xsinx (1 + cosx) xsin x - (1 + cos x) xsin x ~ x  1+cosx
1|1
-1 1+1 |2

Kontrollerat mot facit.
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3. Krokningen hos y = €*
Lat
y=f(x)=¢€, x€E€R.

Vi definierar krékningen k = k(x) i en punkt x pa kurva C given av funktionen y = f(x) som

__ bl
Ao

(a) Berakna krokningen k(x) for funktionen f i punkten x = 0. (2p)
(b) Berdkna gransvardena av krokningen k(x) for funktionen f narx — +oo. (2p)

(c) Finn maximum av krékningen k(x) for funktionen f nar x € R. (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Formeln ar given; uppgiften ar derivering, gransvarden mot oandligheten och ett stérsta varde.

¢) Ledtrad 2

y =y =éesak(x) = Forx — oo: bryt ut e?* i namnaren. Fér maximum:

(1 + e2x)3/2'
derivera k med kvotregeln (Deriveringsregler).

¢) Ledtrad 3

_ef(1-2e*)

= u— 4 2X —
(1 + er)S/Z

K (x)

, som bara ar noll nar e

N | =

J Lbésning

(@y =e‘ochy =¢e*>0,s3

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2025-05-22 - 2026-10-19 5/14


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Derivata
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Oegentliga-gr%C3%A4nsv%C3%A4rden
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Extremv%C3%A4rden
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Deriveringsregler

MOO065M - M0047M-2025-05-22

K(X):m, K(O)=ﬁ=2—\/§=7

(b) Bryt ut e i naAmnaren:

e e X 0
li =i = =0
S (e2X)3/2 (e + 1)3/2 Jm (€2 + 1)3/2 (0 + 1)32
. e 0
Xlirfloo 1+ eZX)3/2 B (1+0)32 =0
lirP K(x)=0

(c) Eftersom k(0) > 0 och k — 0 i bada riktningarna antar den kontinuerliga funktionen k ett
storsta varde i en kritisk punkt. Kvotregeln:

3
)T e S+ 2 e -3 (L - 262
, a1 n2 S
K(x)=0 e e*=- & x= —T,och K > Otill vanster och k' < O tillhéger om
punkten. Dar ar e = — och
V2
RE
( ln2) ) 1 22 2
K =] K —_ = = — _ = —
- 2 322 3v3 33
1+3)
2
_ 2 _2v3.  _ In2
Kontrollerat mot facit.

4. Tangent och hégsta punkt pd en hippoped
Ekvationen
(C+y? =44y ())& (0,0),
definierar en sluten slat kurva i planet (en sa kallad Hippoped), se nedanstaende figur.
(a) Finn ekvationen for tangenten till kurvan i punkten (\/Z 1). (3p)

(b) Hitta st6rsta vardet pd y for alla punkter (X, y) pa Hippopeden ovan. (2p)
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1,5 S o

0,5 >

-0,5

-1,5

X

Figuren dr omritad efter originalet; tangenten i (\/Z 1) hoér till [6sningen.

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Kurvan &ringen graf y = f(x); anvand implicit derivering. (b) &r ett extremvardesproblem
pa kurvan.

&) Ledtrad 2

Kontrollera forst att punkten ligger pa kurvan. Derivera bada leden med avseende pa x, med
y = y(x), och l6s ut y . I (b) har den hégsta punkten vagrat tangent, dvs. y' = 0.

&) Ledtrdd 3

_2&XQ2-(¢ 1Y)

YT yeE -1
kurvans ekvation.

.I(b) ger taljaren x = O eller x2 +y2 = 2:sattin i
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¢ Lésning
(a) Punkten ligger pa kurvan:x(z) +y(2) =2+1=30chVL=32=9=4-2+1=HL.

Implicit derivering med y = y(x):

2(x* +y*)(2x +2yy) = 8x + 2yy
2x(2 - (x* +y?))

A2 +y?)-2)yy =8x—4dx(X* +y?) &= y =
(A" +y?)—2)yy =8x—4x(x" +y°) y FE ) -1)

1(v2,1),darx> +y? = 3:

_2v/2(2-3) _ 22
YT 16-10 5

Enpunktsformeln:

y—1=—2—\/§(x—\/§)¢=> :9—2\/§x

5 Y 5

(b) Kurvan &r sluten och slat, sd y antar ett storsta varde, och det &r positivt eftersom (0, 1) ligger
pa kurvan. Dary B 0 och 2(x? + y?) B 1 ger formeln féry ovanatty' = 0 precis nar

x2-(x*+y))=0 < x=0 eller x> +y* =2

1
Undantagen &r inga kandidater: y = 0 ger inte maximum, och x> + y? = > insatt i ekvationen ger

1
Z =3x% + =, vilket ar omoijligt.
4 2 g

e x=0:y*=y? &= y’(y*-1)=0,alltsdy = 1 (y = 0 ar uteslutet).

2
o Xx?+y? = 2:skriv hogerledet som 3x* + (x> + y?). D& ar4 = 3x* + 2,53 x% = 5 ochy? =
2 4 .
2-—=—alltsdy = +

&
33 V3

2 )
Eftersom — > 1 ar

V3

Ymax

2 2
, ipunkterna (£4/ =, —
p (\/3 \/§)

Sl
wl &

Kontrollerat mot facit.
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5. Kurvan (Inx)%/x>

Betrakta funktionen

)= (In x)?

Nt x> 0.

Bestam lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentligt

teckenschema 6ver derivatan. Skissera kurvan. (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning: gransvarden i andpunkterna, teckenschema for derivatan (Extremvarden)
och for andraderivatan (Andraderivata och konvexitet).

¢) Ledtrad 2

Undersék x = 0" och x — o0, Derivera med kvotregeln och bryt ut In x; sétt garnat = Inx
nar du faktoriserar.

¢) Ledtrad 3

. Inx(2-3Inx) v 2(6lnx-1)(Inx-1)
y = v ochy = 5 .

2 Lbésning

1
Asymptoter. Narx — 0" galler — — +oooch (lnx)2 — +00, 53
X

In x)?2
lim (nx)” _ +00
x-0" X

och x = 0 ar lodrat asymptot. At hoger:

o (nx? o Inx
me T amGes) T00S0
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eftersom en potens dominerar logaritmen. Alltsa ar y = 0 vagrat asymptot da x — oo. Funktionen
ar kontinuerlig pa (0, ), sa det finns inga andra asymptoter. Dessutom ar y > 0 med likhet bara
forx = 1.

Derivata.

1 3 2 2
;= 2Inx- =+ x*=(nx)"*3x" 2% -3(nx? _ Inx(2-3Inx)

x5 x4 x4

2
Kritiska punkter: Inx = O eller Inx = 3 dvs.x = 1 ochx = e%3.

0<x<1 1 1<x<e?® 28 x> 23
Inx - 0 + " n
2-3Inx + + + 0 _
X4 + + + L +
y - 0 + 0 -
y N lok. min 2 lok. max N
7 2
(3)
yH=0,  yE)= =
’ e 9¢?
4
lok. min y(1) =0, lok. max y (e*°) = o
e

Minimet O ar ocksa globalt.

. . 2Inx-3(Inx)?
Andraderivata. Medy = 7 :
X

2 ~ 61Inx
(x

4 _ 2 4 3
)x* —(2Inx - 3(Inx)~) 4x _ 12(Inx)?-14Inx+2 _2(6Inx-1)(Inx -1

x8 x> x5

1
Nollstallen: Inx = g ellerlnx =1,dvs.x = e®ochx = e.

O<x<el® ¢l elf<x<e e x>e
6lnx—-1 = 0 + + +
Inx-1 = = = 0 +
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O<x<el® ol e <x<e e x>e
Y + 0 - 0 +
y konvex infl. konkav infl. konvex
1

1
inflexionspunkter i x = el/® v = Yochx=e (y= _3)
e

36,/e

asymptoter: x = 0 (lodrat) ochy =0 dax — o

Ordningen langs x-axeln ar 1 < el® <e?3 <e,

Skiss.

0,08
lok. max (e™(2/3), 4/(9¢?))
0,06
infl. (e, e73)
> 0,04
0,02
min (1, 0)
0 2 4 6 8 10

Kontrollerat mot facit.

6. Cirkeln som tangerar y =x+ 1/x

Hur stor area har omradet som innesluts av cirkeln som tangerar grafen till funktionen
_ _ 1
y =) =x+ -,

se nedanstaende figur. Ledning: Hur finner man cirkelns radie? (5p)
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2 eringspunkt

Figuren dr omritad efter originalet.

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Ett minimeringsproblem: cirkelns radie &ar kortaste avstandet fran origo till kurvan.

&) Ledtrad 2

f &r udda, s& kurvan och cirkeln ar symmetriska kring origo och cirkeln har centrum i origo.
Minimera kvadraten p& avstandet, g(x) = x> + f(x)?, for x > 0.

¢) Ledtrad 3

4

N | —

1 , 2
gx)=2x>+2+ — ochg (x) = 4x - —, som &r noll nar x
b% p%
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/ Lésning
1 vy ) o

f(=x) = =x — — = =f(x), s& f &r udda och grafen &r symmetrisk kring origo. Den tangerande
X

cirkeln har darfor centrum i origo, och radien R ar kortaste avstandet fran origo till kurvan. Av
symmetrin racker det att se pax > 0.

Avstandet i kvadrat fran origo till (x, f(x)) ar

2
1 1

=X +(X+2) =28 +2+ =
GO =+ (et 2) =28 +2+

Minimum fér avstdndet antas dar g har minimum. g(x) — +oob&dedadx — 0" ochddx — oo,
sa minimum antas i en kritisk punkt:

g'(x)=4x—£3=0 = x*=
X

N+~
Nis
No

Dar ar

1
R2=g=2-—+2+/2=2+422
g 7

Cirkelskivans area:

A=nR?=21(1+?2)

2
1
Alternativt (kvadratkomplettering). g(x) = (\/Qx = )—() +2+24/2 > 2+ 24/2, med likhet nar

- 1

i

X

Kontrollerat mot facit.

Se aven
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