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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2025-03-20 Kalla: originaltentamen och lararens
l6sningar (m0047m_250320.pdf, m0047m_250320sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M

med samma innehdll.
Oversikt

e Uppgift 1: binomialutveckling av (a + b)* + (a — b)*, konstant term och en

fijardegradsekvation via variabelbyte
e Uppgift 2: tre gransvarden: arcusfunktioner, gemensam namnare och en

andra differenskvot

e Uppgift 3: inverterbarhet och invers till x + \/m med definitionsmangd

e Uppgift 4: olikheten sin® x/2 < — In cos x med derivata och uppskattning av In cos -

e Uppgift 5: kurvundersékning av x3/(x - 1)2 med extremvarden, inflexionspunkter,
asymptoter och vardemangd

e Uppgift 6: relaterade hastigheter: ljuspunkten fran en roterande fyr langs en strandlinje

¢) Saanvander du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Lésning ar hela utrakningen, kontrollerad

mot lararens facit.

1. Binomialutveckling och en fjardegradsekvation
Betrakta binomialutvecklingen

(a + b)*.
(a) Utveckla

(a+b)*+(a-b)*
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sa langt som mojligt. (2p)

(b) Bestam den konstanta termen i uttrycket

4 4
G+ G-
(2p)
(c) Finn alla reella l6sningar till fjardegradsekvationen
xt+ (x—2)* = 34.
Ledning: Gor variabelbytet t = x — 1 och utnyttja utvecklingen i uppgift 1.(a). (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Binomialsatsen med binomialkoefficienter (Polynom och faktorisering); (c) blir en
andragradsekvation i t2.

¢) Ledtrad 2

(a = b)* = a* + 4ab + 6a’b? + 4ab> + b*, koefficienterna fran rad 4 i Pascals triangel.

X 3
Termerna med udda potens av b tar ut varandra. I (b) satterdua = 5 b=-.
X

¢) Ledtrad 3

(b) Den konstanta termen kommer fran 12a2b?. (c) Med x = t + 1 blir vansterledet (t+
D+ (& - 1)* = 2(¢* + 622 + 1).

J Lbésning

(a) Binomialsatsen ger

(a+b)* = a* + 4a®b + 6a°b? + 4ab> + b*, (a-b)* = a* - 4a®b + 6a*b* — 4ab® + b*

Summan:
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(a+b)* + (a-b)* = 2a* + 12a°b” + 2b* = 2 (a* + 6a°b* + b*)

(b)Meda=§ochb=%i(a):

4 2 4
2(X_+6.X_.g+§ :X_+27+£
16 4 x2 x4 8 x4

Den konstanta termen ar
27
()Medt=x—1,dvs.x=t+1lochx—2=t—1,ger(@meda=tb=1:
4=(t+1)*+(-1)*=2"+6+1) = t*+62-16=0
Detta ar en andragradsekvation i £
?=-3++4/9+16=-3+5, dvs.t>*=2ellert®=-8

t2 = —8 saknar reella [6sningar, och t2 = 2 ger t = ++/2. Allts&

x=1++2

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida foljande (aven oegentliga) gransvarden existerar och om s, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a)
. arcsinx
lim
x—1~ arccos x
(1p)
(b)
6 3
lim -
xl—>2(X2 -4 x?- 2x)
(2p)

(c) Lat f(x) = x*. Berakna

L f@ ) - 2f) + f2 - h)
im )
h—0 h2
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Ledning: Har kan man ha anvandning for binomialutvecklingen i uppgift 1.(a). (2p)

Totalpoding: 5
&) Ledtrad 1

(a) ar ett oegentligt gransvarde med arcusfunktioner; (b) och (c) ar gransvarden av typen % som

ska forenklas.

¢) Ledtrad 2

(a) Vart gar taljare och namnare var for sig nar x — 17?2 (b) Faktorisera namnarna och skriv
pa gemensam namnare x(x — 2)(x + 2). (c) Taljaren ar (2 + h)* + (2 — h)* — 2 - 2%; anvand
1. meda =2,b = h.

¢) Ledtrad 3

T
(a) arccos x — 0" medan arcsinx — 5 (b) Taljaren blir 6x — 3(x + 2) = 3(x — 2). (c)

Taljaren blir 48h? + 2h*.

¢ Lésning

T
(@) Narx — 17 gararcsinx — 5 och arccosx — 07 (arccos ar positiv pa [—1, 1)). En positiv

téljare delat med ndgot som gar mot 0* ger
. arcsinx
i e -
x—1" arccos x
Observera att kvoten inte ar arctan x.

(b) Faktorisering och gemensam namnare:

6 3 6x-3(x+2) _ 3x-2 _ 3
x-2)(x+2) x(x-2) x(x+2)(x-2) x(x+2)(x-2) x(x+2)

G 3 [3
m = = | —
ax(x+2) 2-4 |8
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(©)Meda=2ochb=hil.@ar(2+h?*+Q2-h)*=22*+6-2%h> +h*),sa

+h)*-2-2*+Q2-h* 2(24h*+h*)

W2 h2 =48 +2h°

Detta ar en differenskvot av en differenskvot, sa gransvardet ar f(2) =12-22 =48,

vilket stammer.

Kontrollerat mot facit.

3. Inversen till x++/x2+1
Lat
fX)=x++vx2+1.

(a) Visa att f ar inverterbar for allax € R. Motivera! (2p)
(b) Finn f1(x). Vad &r definitionsmangden for f 1?2 (3p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Invers funktion: en strangt monoton funktion ar inverterbar, och inversens definitionsmangd ar
funktionens vardemangd.

¢) Ledtrad 2

(a) Visa att f(x) > ( for alla x (Derivata). (b) Bestam limy - s+ f(x) for vardemangden;
forlang med konjugatet i —oo. Lés sedan x =y + 4/y? + 1 for y.

¢) Ledtrad 3

(a) <1.(b)x —y = \/y? + 1; kvadrera, s& férsvinner y?.

p%
Vx2+1

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2025-03-20 - 2026-10-19 5/13


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Funktioner-och-invers
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Derivata

MOO065M - M0047M-2025-03-20

¢ Lésning
(a) Derivatan ar

, X
f(x):1+—\/xz_+1

X
Eftersom |x| = Vx2 <+/xZ+1ar—-1< <1, och darmed
VxZ+1

0<f(x)<2 forallax ER

Alltsa ar f strangt vaxande pa hela R och darfor injektiv, dvs. | f ar inverterbar |.

(b) Vardemangd. f ar kontinuerlig och strangt vaxande, s V ar intervallet mellan gransvardena i
+o00, Uppenbart ar limy, _, o, f(x) = +00. I —oo férlanger vi med konjugatet:

(x> +1)-x? 1 .
X+vVx2+1= = - 0" dax - -
Vvx2+1-x Vx2+1-x

eftersom namnaren gar mot +oo. Alltsa ar V; = (0, ), och det ar inversens definitionsméangd.

Inversen. Latx > Ooch l6sx =y + 4/y% + 1:

2
x -1
XTy=Vy L= X oyryt=yiel ey =
X
x*+1
Kvadreringen kan ge falska rotter baraomx —y <0, menhararx -y = >0,sa

l6sningen galler. Alltsa

F10=56-7), D=0

Kontrollerat mot facit.

4. Olikheter mellan sin’x, Incosx och tan?x
Definiera

sin” x
2

f(x) = +In cos x
L.
or =3 >

(a) Vad &r f (x)? Forenkla uttrycket sa langt som mojligt. (2p)
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(b) Visa att
sin” x
< —Incosx
for
T e T
—— <x< -
2 2

For vilka x galler det att vi har likhet i olikheten ovan? (2p)

(c) Man kan aven visa (behovs ej) att

2

—Incosx < X, fber(—E,E).
22

Anvand denna olikhet tillsammans med olikheten i uppgift 4.(b) for att hitta évre och nedre
begransning av vardet pa

T
Incos —.
6

(1p)

Totalpoding: 5
¢) Ledtrad 1

En olikhet som visas med derivata och storsta varde (Ekvationslosning med derivata).

&) Ledtrad 2

(a) Kedjeregeln (Deriveringsregler) och 1 — cos® x = sin® x. (b) Olikheten ar ekvivalent med
f(x) < 0; undersok tecknet pa f och jamfér med f(0).

¢) Ledtrad 3

3

: sin” x . _ _
@f(x=- , som ar positiv for x < 0 och negativ for x > 0. (c) Byt tecken i
COS X
, Lo.o.m 1 T 1
dubbelolikheten och sattinsin — = — ochtan — = —.
6 2 6 3
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¢ Lésning
(a)
F®) 2 sin x COS x N —sinx sinxcos’x-sinx —sinx(1 - cos?x)
X = = =
2 COS X CoS x CoS X
.3
, sin” x
X)=-—
F COS X

(b) Olikheten ar ekvivalent med f(x) < 0. P intervallet ar cos x > 0, och f (x) = 0 bara for x = 0.

T m

-—<x<0 0 0<x<-—

2 2
—sin® x + 0 =
COS X + + +
f(x) + 0 -
f(x) 2 max N

s s
f &r strangt vixande pa (—5, 0] och strangt avtagande pa [0, 5), s

f(x)<f(0)=0+1In1=0

med likhet baraix = 0. Alltsa galler olikheten, och

likhet rader endast forx = 0

‘ . in® x tan? x .
(c) Tillsammans ger olikheterna <-Incosx < , alltsa
tan? x sin’ x
= <Incosx < —
2
Med Tanlt=l htn 1(l'khtk't°d ft & 0)
edx = —,sin — = — ochtan — = — (likhet kan inte rada eftersom x :
6 6 2 6 \/§

_1<l 7'[<_1
¢ <Incos - 3

V3

T
Som kontroll &r In cos G =In - ~ —0,144, vilket ligger mellan —0,167 och —0,125.

Kontrollerat mot facit.
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5. Kurvan x/(x — 1)

Betrakta funktionen

x3

y = f()——l)z, xF 1.

Bestam lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentliga
teckenscheman. Ange funktionens vardemangd R(f). Skissera kurvan. (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning: asymptoter, extremvarden med teckenschema for f och inflexionspunkter

med teckenschema for f (Andraderivata och konvexitet).

&) Ledtrad 2

Polynomdivision ger den sneda asymptoten. x = 1 &r ett nollstélle till ndAmnaren men inte till
taljaren. Derivera med kvotregeln och forkorta med x — 1.

¢) Ledtrad 3

~ 3x -2 2(x 3)
[ =x+2+ =5 (0= 7 ochf(X)—( o
/ Losning
Asymptoter. Polynomdivision:
X3 3x -2

= ™2 iy

Resttermen gar mot O ndrx — +00,sdy = x + 2 ar sned asymptot at bada hallen. Dessutom ar

X3

lim = +o0
x-1% (x — 1)2

eftersom téljaren gar mot 1 och namnaren mot 0. Alltsd &r x = 1 lodrat asymptot. Vagrata
asymptoter saknas.
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Derivata.

x—3
(x-1)°
f(x)
f(x)

Andraderivata. Med f (x) =

f=

6x
(x-1)°
f
f(x)

3x2(x - 1) -x3-2(x— 1) _ X@Bx-1)-2x) _ x*(x-3)

' X = =]
e (x—-1)* (x—1)° (x—1)°
x<0 0 0<x<1 1 1<x<3
+ 0 + + +
— — — O +
+ 0 + odef. -
Ve terrass 2 asympt. N
X} -3x%
(x—1)*
(Bx* = 6x)(x —1) = 3(x> = 3x?) _ 3x(x* - 3x+2)-3x(x*-3x) _ 6x
(x = 1)* (x = 1)* (x = 1)*
x<0 0 0<x<1 1 x>1
- 0 + + +
+ + + 0 +
- 0 + odef. +
konkav infl. konvex asympt. konvex

27
lok. min f(3) = Z; terrass- och inflexionspunkt (0, 0)

asymptoter: x = 1 ochy = x+ 2 (dax — +o0)

vardemangd. Pa (—oo, 1) &r f kontinuerlig och vaxande fran —oo (sned asymptot) till +oo (lodrat

asymptot), sa redan dar antas alla reella varden:

R(f)

=R

Globala extremvarden saknas.

Skiss.
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Kontrollerat mot facit.

6. Ljuspunkten fran en roterande fyr

En fyr F ar placerad pa en liten 6 2 km fran narmsta punkt A pa en lang rak strandlinje. Lampan pa
fyren roterar med 8 varv/minut och lyser pa sa satt upp en punkt P som ror sig fran vanster till hoger
langs strandlinjen for varje rotation, se nedanstaende figur.

Figur: F ligger rakt ovanfér A; ljusstrdlen gar fran F till P pd strandlinjen och bildar vinkeln 6 med
strdckan F A.

(@) Hur snabbt ror sig punkten P nar den ar 6 km fran A? (3p)

(b) Vid en specifik punkt P géller det att den upplysta punkten ror sig med hastigheten 500 km/min.
Hur langt fran A befinner sig punkten P da? (2p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Relaterade hastigheter: tva storheter som beror pa tiden kopplas med en ekvation som deriveras
med kedjeregeln (Deriveringsregler, Elementara funktioners derivator).
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¢) Ledtrad 2

do
L&t x = |AP |. Den ratvinkliga triangeln F AP ger x = 2 tan 0. Vinkelhastigheten &r a
8 * 27t rad/min.

¢) Ledtrad 3

2

dx do X

=7 20y — = - = 2 )

i (1 +tan” 0) i 2(1+ 4) 16m = 8m (x~ + 4)
/ Losning

L&t x = x(t) vara avstandet |AP | och O = 6(t) vinkeln vid F mellan F A och FP . Triangeln F AP
ar ratvinklig vid A, sa

X
tan 0 = > < x=2tan0

Derivering med avseende pa t (kedjeregeln):

dx do x2_do
— =2(1+tan’f) — =2(1+ =) —
g 2Tt =20+ 7)o

Vinkelhastigheten ar

do varv rad )
— =8 — 21 —— = 16n rad/min
dt min varv
sa
)
d_x =327 - e = 8m (x> + 4) km/min
dt 4
(@) Med x = 6:

Cclf_)t( = 8m(36 + 4) = | 320t km/min ~ 1005 km/min

det vill saga ungefar 60 000 km/h.

dx

b) Villkoret
(b) Villkore e

500 ger
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125 /125
BT (x*+4)=500 & x*= —— -4 & x=#+1/ — -4
21 21

Avstandet till A ar alltsd
1125
|AP| = 2——4N3,99kmﬁ4km
T

(pa vardera sidan om A).

Kontrollerat mot facit. Ldrarens [6sning anger & 1000 km/min i (a) och 4 km i (b); ldraren

25
avrundar 1T ~ 3 medan det exakta vdrdet dr 4/ 125/(2m) — 4 = 3,99 km.

Se aven

e M0O065M

e Binomialkoefficient

e Polynom och faktorisering

e Gransvarden

e QOegentliga gransvarden

e Arcusfunktioner

e Funktioner och invers

e Derivata

e Deriveringsregler

e Extremvarden

e Ekvationslésning med derivata
e Grafritning och asymptoter

¢ Andraderivata och konvexitet
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