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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2024-12-18 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_241218.pdf, m0047m_241218sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt

e Uppgift 1: rekursiv talféljd a,+; = v/a, + 1: vdxande och begransad med induktion,
sedan gransvardet
e Uppgift 2: tre gransvarden: instangning, faktorisering av %-uttryck och logaritmlagar
e Uppgift 3: cos x och tan x skar varandra under rata vinklar, och derivatorna
i skarningspunkterna
e Uppgift 4: vardemangd, antal nollstallen och lokalisering av nollstallen for
ett tredjegradspolynom
e Uppgift 5: kurvan x(2 — In x) och tangenter som skar y-axeln i (0, a)
e Uppgift 6: Taylorpolynom till arcsin x och en rationell approximation av 1t

¢) Saanvander du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Lésning ar hela utrakningen, kontrollerad

mot lararens facit.

1. Rekursiv talféljd och induktion
Definiera talféliden (an)n=0,1,2,... rekursivt genom

{ao = 1,

a,+1 =+va,+1, n=0,1,2,...

(a) Visa med induktion att a, > ap-1 forn=1,2,3, .... 2p)
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(b) Visa med induktion atta, < 2forn=0,1,2,....(2p)
(c) Da talféljden (ay,) &r vaxande och uppéat begransad s& konvergerar den mot ett gransvarde

a = lim a,.

n— oo
Bestam a. (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

(@) och (b) ar bevis med Matematisk induktion; (c) ar ett gransvarde for en rekursiv talfoljd.

¢) Ledtrad 2

Visa basfallet och induktionssteget. I steget anvands att t P 4/t + 1 ar strangt vaxande. (c)
Latn — oo pa bada sidorirekursionen; a,;; — a ocksa.

&) Ledtrad 3

(@) Omay, > a, 4 s&ar \/ap +1> \/ap_l +1.(b)Oma, < 2s&éray < V3 <2.(0)
Gransvardet uppfyllera = v/a+ 1,dvs.a®> —a—-1=0.

J Lbésning
@@ Basfalln = 1:a1 = vap + 1 = v/2 > 1 = ay.

Induktionssteg: antag att a, > a,-q for nagot p > 1 (induktionsantagande). Eftersom
kvadratroten ar strangt vaxande galler

Ape1 = /0t 1> /ay +1=aq,

Enligt induktionsprincipen galler a, > ap-1 forallan > 1, dvs. (an) ar vaxande.

(b) Basfalln = 0:ay = 1 < 2.

Induktionssteg: antag att a, < 2 fér nagot p > 0. DA &r

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2024-12-18 - 2026-10-19

2113


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Matematisk-induktion
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Talf%C3%B6ljder-och-summor

MOO065M - M0047M-2024-12-18

A1 = /@y T 1<V2+1=+/3<V4=2

Enligt induktionsprincipen galler a, < 2 férallan > 0.

(c)Oma, — asagallerocksda,;; — a.Kvadratroten ar kontinuerlig, sa

a=lima, =limva,+1=+va+1
n— oo n— oo

Kvadrering gera®> —a—1=0, dvs.a =

LAllaa, 2ap=1>0,sda > 1ochden

negativa roten forkastas:

Det ar gyllene snittet @ # 1,618. De forsta termerna 1; 1,414; 1,554; 1,598; 1,612; ... narmar sig
mycket riktigt detta varde.

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida féljande (aven oegentliga) gransvarden existerar och om sa, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a)
" arctan x
x-0 X
(1p)
(b)
lim 3x2-2x—-1
x-15x2—-3x-2"
(2p)
(©)

2 2N
lim (Inx)” + In(x?) 3.

X
X—e 1 -
n(3)

Ledning: logaritmlagar. (2p)
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Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

(a) ar ett gransvarde mot oandligheten med en begransad taljare; (b) och (c) ar gransvarden av
typen § som ska férenklas.

¢) Ledtrad 2

T T
(@) Anvand att _E < arctanx < E (Arcusfunktioner) och instangning. (b) x = 1 &r nollstalle

till bade taljare och namnare, sa bada har faktorn x — 1. (c) Skrivom med logaritmlagarna
ochsattt = In x.

¢) Ledtrad 3

(b) 3x*> = 2x — 1 = (3x + 1)(x — 1) och 5x* = 3x — 2 = (5x + 2)(x — 1). (c) Uttrycket

2 +2t-3
blir ————— medt — 1.
t—1

2 Lbésning

(a) For x > 0 galler

T arctan x T
< <

2x X 2x

och bada granserna gar mot 0 nar x — oo, Enligt instangningssatsen ar

o arctanx
lim = @
X — 00 X

(b) Bade taljare och namnare ar 0 i x = 1, sa de har faktorn x — 1:

3 -2x-1 _ (Bx+1)(x-1) 3x+1 4
5x2-3x-2 (Gx+2)(x—-1) 5x+2 T 7
4
7

X
(¢) Med In(x?) = 2Inx och In - =Inx — 1 (f6r x > 0) blir uttrycket, med t = Inx — 1,
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t2+2t—3__(t—1Xt+3):t+
t—1 t—1

3> 1+3

Kontrollerat mot facit.

3. Cosinus och tangens skar varandra under rata vinklar

Graferna till funktionerna f(x) = cos x och g(x) = tan x skar varandra oandligt manga ganger, se
nedanstaende figur.

Figuren dr omritad efter originalet.
(@) Visa att dessa funktioner skar varandra under rata vinklar i varje skarningspunkt. (2p)
(b) Berakna derivatorna till dessa tva funktioner i varje skarningspunkt. (3p)

Totalpoding: 5

¢) Ledtrad 1

Tva kurvor skar varandra under rat vinkel nar tangenternas lutningar (derivator) har produkten —1
. Derivatorna finns bland Elementéara funktioners derivator.
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¢) Ledtrad 2

sin & )
I en skarningspunkt & géller cos § = tané = CosE’ dvs. cos? & = sin &. Lutningarna ar

0s &

f(§) = -sinochg(§) =

cos? &

¢) Ledtrad 3

OYGHORES

andragradsekvationis = sin&:s? +s—1 = 0.

(b) Med cos? & = 1 — sin® & blir cos? & = sin € en

¢ Lésning

(a) Lat & vara en skarningspunkt; dar ar cos & B 0 eftersom tan ar definierad. Da géller

sin . sin
cos€=—'E = cos’& =siné < 2’5 =
cos & cos® &
Derivatorna &r f (x) = —sinx och g (x) = 5—, sa tangenternas lutningar i § ark; = —sin¢
COS* X
och kp = ———. Deras produkt &r
cos* &
sin &
kik, = - -
cos2 &

alltsa ar tangenterna vinkelrata och kurvorna skéar varandra under rata vinklar i
varje skarningspunkt.

(b) Med cos’> E =1 - sin’ ochs =siné:

1 /1 -1++/5
+s-1=0 < s=—-—=-+ —+1=—\/_
2 4 2

V5-1

1-s°=5 e &

Eftersom sin & = cos? & > 0 forkastas den negativa roten, och sin & = i varje

skarningspunkt. Darmed ar

2

1_

f©=-sing=—

~ -0,618
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1 1 2 45+1
cos&  siné 5-1 2

g = ~ 1,618

: : 1

i varje skarningspunkt. Talet g (&) ar gyllene snittet ¢ och f () = ——, sa produkten &r —1 som i
5-1 . v5-1

V5 + 2mn och £ = m — arcsin V5

(a). Skarningspunkterna sjalva ar £ = arcsin

ne€’z.

+ 2mn,

Kontrollerat mot facit.

4. Nollstdallen till ett tredjegradspolynom
Lat
y=pXx)=x>-3x*-9x+3, x€ER.

Anvand verktyg och begrepp som gransvarden, teckenstudium av derivatan, graf och satsen om
mellanliggande varden for att motivera svaren till nedanstaende uppgifter.

(a) Vad ar vardemangden for p? Motivera! (1p)
(b) Avgor hur manga reella nollstallen som polynomet p(x) har. Motivera! (2p)

(c) Lokalisera nollstallena i uppgift (b) genom att ange i vilka intervall (n, n + 1) (dar n ar heltal)
nollstéllena ligger. Motivera! (2p)

Totalpodng: 5
¢ Ledtrad 1

Ekvationslosning med derivata: gransvarden i oo, teckenstudium av derivatan och satsen om
mellanliggande varden for kontinuerliga funktioner.

&) Ledtrad 2

(a) Vart gar p(x) narx — +00? (b) p'(x) = 3(x — 3)(x + 1). Berdkna de lokala extremvardena
och se om de har olika tecken. (c) Rakna ut p(n) for heltal n och leta teckenbyten.
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¢) Ledtrad 3

p(=1) = 8 > 0 och p(3) = —24 < 0. Teckenbyten finns mellan p(—3) och p(-2),
mellan p(0) och p(1) samt mellan p(4) och p(5).

¢ Lésning

(@) p ar ett polynom och darmed kontinuerligt pa R. Dessutom &r

lim p(x) = lim x*>(1 - 3.9 +i)=ioo
X — 00 X = £00 x x2 X3

Enligt satsen om mellanliggande varden antar p alla varden daremellan:

Vo =R

(b) Derivatan ar

pP(x)=3x-6x-9=3x*-2x-3)=3(x-3)(x+1)

x<-1 -1 -1<x<3 3 x>3
x+1 - 0 + + +
3(x-3) - - - 0 +
PR + 0 - 0 +
p(x) 2 lok. max N lok. min 2

medp(-1) = -1-3+9+3 =8ochp(3) =27 -27 - 27 + 3 = -24.

Pa vart och ett av de tre intervallen ar p strdngt monoton, sa dar finns hogst ett nollstélle. Och det
finns precis ett, enligt satsen om mellanliggande varden:

e (-00,—1):p — —ooatvansterochp(—-1) =8> 0.
e (-1,3):p(-1)=8>00chp(3) =-24<0.
e (3,0):p(3) =-24 <0ochp — o athoger.

p har exakt tre reella nollstallen

(c) Funktionsvarden i heltalen:
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p(x) ~24 1 8 3 -8 -1

Teckenbyten sker mellan —3 och —2, mellan 0 och 1 och mellan 4 och 5. Enligt satsen om
mellanliggande varden ligger ett nollstalle i vart och ett av dessa intervall, och enligt (b) finns
inga fler:

Xq € (_3, _2), X7 = (O, 1), X3 € (4, 5)

7 13
Numeriskt ar nollstallena ungefar —2,064, 0,305 och 4,759 (exakt 1 + 4 cos ?H 1+ 4cos ?n

och 1+ 4 cos 5’ som lararens 6verkursanmarkning visar).

Kontrollerat mot facit.

5. Kurvan x(2 —Inx) och dess tangenter
Betrakta funktionen

f(x) =x(2 - Inx)
forx > 0.

(a) Berakna f'(x) och stall upp ordentligt teckenschema for derivatan. Undersok vad som hander nar
x — 0+ respektive narx — oo, Skissera kurvan. (3p)

(b) L&t a@ > 0. Finn ekvationen for tangenten till kurvan y = f(x) i punkten x = a. (1p)
(c) I vilken punkt skar denna tangent y-axeln? (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning med produktregeln och teckenschema, och sedan en tangent via derivatan.

&) Ledtrad 2

(a) Standardgransvardet xInx — 0 narx — 0+ (Gransvarden). (b) Enpunktsformelny =
f(a) + f (a)(x — a). (c) Sattx = 0.
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&) Ledtrad 3

, 1
f(X):(Z—lnx)+x-(—;)= 1-Inx,somarnollix = e.

¢ Lésning
(a) Produktregeln ger
, 1
fX)=1-2-Inx)+x-(--)=1-Inx
X

som ar noll for x = e.

0<x<e e x>e
fx)=1-Inx + 0 -
f(x) 2 lok. max N

Maximum arf(e) =e(2—1) =e.

Gransvarden, med standardgransvardet xInx — 0:

lirgl fx) = lirgl 2x—-xInx)=0-0=0

lim x(2 — Inx) = —oo, lim G = lim(2 - Inx) = —o

X— 00 X — 00 X X — 00

Kurvan startar alltsd i origo (utan att nd den), vaxer till maximum (e, e), skar x-axeln i x = e? (dar
In x = 2) och gar sedan mot —oo0. Asymptoter saknas: ingen vagrat eller sned at hoger och ingen

lodrat, eftersom [ &r begransad nara 0. Dessutom ar f (x) = —= < 0, s& kurvan ar konkav.
X

fx)=1-Inx, maxf(e)=e, f(x) > 0dax — 0+, f(x) -~ —odax — o

(b) Med f(a) = a(2 —Ina)ochf(a) =1 -Ina:

y=a(2-Ina)+(1-Ina)(x—a)=(1-Ina)x+2a—-alna-a+alna
y=(0-Ina)x+a

(©)x=0gery=a:

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2024-12-18 - 2026-10-19 10/13



MOO065M - M0047M-2024-12-18

(0,a)

Tangenten i x = a skar alltsa y-axeln pa hojden a, for varje a > 0.

Skiss.

3 max (e, e)

(e%0)

Kontrollerat mot facit.

6. Taylorpolynom till arcsinx och en approximation av 7

Satt
f(x) = arcsin x.

(a) Vad ar
1
2\
f(z)'
Motivera! (1p)

(b) Finn tredje ordningens taylorpolynom P3(x) till f(x) kring punkten 0. Lagranges restterm behover ej
bestammas. (3p)
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1 1
(c) Anvand taylorpolynomet P3 du funnit ovan i punkten x = 5 samt vardet péf(i) for att finna en

rationell approximation av 7. (1p)

Totalpoding: 5
¢) Ledtrad 1

Ett arcusvarde och ett Maclaurinpolynom enligt Taylors formel.

¢) Ledtrad 2

(a) Vilken vinkel i [—g, g] har sinus %? (b) P3(x) = f(0) + f (0)x + [ ( ) x>+ f?’(' ) x3, med
f (x) = (1 — x*)™V2 (Inversa funktioners derivata). (c) % = f(%) ~ Py (E).
¢) Ledtrad 3
. X 1+2x2 , .
f (X) = (1 2)3/2 OChf (X) = m, sa f(O) = O,f(O) = 1,f (0) =0och
f(0)=1.
J Lésning
o1 T .
(a) sin g = E och g € [_E’ E], som ar vardemangden for arcsin. Alltsa ar
1 N
f(z) =aresin 5 = ¢
(b) Derivatorna:
f0)= -2
" 1 _ X
f (X) = _5(1 _XZ) e (_2X) - (1 23/2
| 3 o5 (1-x)+3x*  1+2%°
f ()= (1 - x2)32 el (_E) (1-x) (=2x%) = (1-2P2 (1-x2)2

Ix=0:f(0)=0,f(0)=1,f (0)=00chf (0) = 1. Darmed ar
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— ) 0, 153
P;(x)=0+1-x+ ix +3—!x
3

X
Py =x+ %

(c) For x nara 0 ar f(x) = P3(x), s&

6 2 %0272 6 8 2 48 48
R 6 S _ 2 = 3,125
R I
Det verkliga felet i m ar ungefar 0,017. Lararens anmaérkning visar med Lagranges restterm att
T 25 7
- —— < —
6 48 180

Kontrollerat mot facit.
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