MOO47M-2024-10-30

#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2024-10-30 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_241030.pdf, m0047m_241030sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt

e Uppgift 1: induktionsbevis for en formel for n:te derivatan av (x2 + x)e*
e Uppgift 2: tre gransvarden: v/n, faktorisering och dubbla vinkeln

1
e Uppgift 3: tangenter till y = x + — genom en punkt utanfor kurvan
X

e Uppgift 4: invers till +/X + 1, en sammansatt ekvation och skéarning mellan f och f_1

e Uppgift 5: extremvarden, inflexionspunkter, asymptoter och vardemangd for (x2 +
2)(x+ 1)e™
e Uppgift 6: rektangeln med stérsta omkrets inskriven i en ellips

¢) Sa anvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. Induktionsbevis for en hégre derivata

Bevisa med induktion att det for alla heltaln = 1,2, 3, ... galler att

% (X +x)e) = +(2n+1x+n?) e

Totalpoding: 5
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¢) Ledtrad 1

Ett bevis med matematisk induktion dar induktionssteget ar en derivering med produktregeln.

&) Ledtrad 2

Visa basfallet n = 1. Anta sedan att formeln géller fér n = p och derivera bada led en gang

ar+l d @
fill; —— = ——.
! dxP™l  dx dxP

¢) Ledtrad 3

d
o ((P+@p+Dx+pHeX)=(x*>+(2p+3)x+p>+2p+1)e*. Kinnigen 2(p +
1)+ 1och(p + 1)%.

/ Lésning
Basfall n = 1. Produktregeln ger
d 2 X\ — X 2 — (V2 — (V2 2\ X
a((x tx)e)=2x+ D"+ (X +x)e =" +3x+1De =x"+Q2-1+1)x+1%)e
sa formeln galler forn = 1.
Induktionssteg. Anta att formeln galler fér n = p (induktionsantagandet):
dp
TP (¢ +x)€) =" +(2p+Dx+p’)e*

Da ar
pt1

dxp+l

(@ +06) = - (2 + Qo+ I+ ) )
=(x+2p+ 1)+ (x* +(2p+ Dx +p?) e
=(x*+@Qp+3)x+p’+2p+1)e*
=(X*+ QP+ 1)+ Dx+(p+1))e"

vilket ar formeln forn = p + 1.
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Slutsats. Formeln galler fér n = 1, och om den galler fér n = p géller den forn = p + 1. Enligt
induktionsprincipen galler den for alla heltaln > 1:

n

d 2 X 2 2\ X
?((x +x)e)=x"+(2n+1)x+n“)e’, n=1,23,...

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida foljande (Aven oegentliga) gransvarden existerar och om s, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a)
lim v/n.
n— oo
(1p)
(b)
- x*-16
lim .
x=2 x—2
2p)
(©
. 1—cos2x
lim ——.
x-0 1 —cosx
2p)

Totalpoding: 5
¢) Ledtrad 1

(a) ar ett gransvarde mot oandligheten som skrivs om med logaritmer; (b) och (c) ar gransvarden
av typen % som ska forenklas.
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¢) Ledtrad 2

(@) Skrivy/n = n¥" = e" "M (b) Faktorisera taljaren som konjugat tv& ganger. (c) Skriv
cos 2x = 2 cos® x — 1 (Trigonometri).

¢) Ledtrdd 3

|
(a) Standardgransvardet % - 0.(b) x* =16 = (x — 2)(x + 2)(x* + 4). (c) Taljaren
blir 2(1 — cos x)(1 + cos x).

J Lbésning

Inn
(@ /n=n""= el""n_Eftersom exponentialfunktionen &r kontinuerlig och — — 0
n

(standardgransvarde) ar

lim \r/ﬁ — elimnawlnn/n — eO —

n— oo
(b) Faktorisering:

=16 (-4 +4) (x-2(x+2)(x*+4)
x-2 x—2 - X—2

= (x+2) (¢ +4)

forx B 2, sa

. x*-16
lim
x-2 X—

=4-8={32]

(Gransvardet ar ocksa derivatan avx* i x = 2, alltsd 4 - 23 = 32))

(c) Med cos 2x = 2 cos? x — 1:

1-cos2x 2-2cos’x _ 2(1-cosx)(1 + cosx)
1 - cosx 1 - cosx 1 - cosx

= 2(1 + cosx)

for x nara men skilt fran 0, sa

1 — cos 2x
Iim———=2(1+1)=1|4
Xl—l:% 1-cosx ( )

Kontrollerat mot facit.
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3. Tangenter till x + 1/x genom en punkt utanfér kurvan

Finn alla tangenter till kurvan
B B 1
y=fx)=x+-
X
o 4 H . o
som gar genom punkten P = (_§’ 0). Ledning: ligger P pd kurvan?
Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Tangentens ekvation med derivatan som lutning, men tangeringspunkten ar okand.

&) Ledtradd 2
25

f(——) == H= 0, sa P ligger inte p& kurvan. Lat tangeringspunkten vara (a, f(a));

tangenten ary = f(a) + f (a)(x — a).
¢) Ledtrad 3

1 2
Tangenten bliry = (1 — —2)x + =.Kravet att P ligger pa den ger2a* —3a—2 = 0.
a a

/ Losning

4 3 25
f(——) = 3727 _E B 0, s& P &ringen tangeringspunkt. Lt tangeringspunkten vara

1 , 1
(a,a+—),a& 0.D&érf(a) = 1~ — ochenpunktsformeln ger
a a
N 1+ 1 1)( )= 1 +2
y=da a ( 7 4 az)

a

4
Tangenten ska ga genom (—5, 0). Multiplicera med 3a?:
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4 1 2
0=-z(1-—Z)+- = 0=-4(a*-1)+6a < 2a°-3a-2=Qa+1)(a-2)=0
1 2 1 3 2
a = —=gerlutningen1 =4 = -3 0och — = —4;a = 2 ger lutningen1 — — = = och — = 1:
2 a 4 4 a

3
y=-3x—4 och yZZx+1

1 5 5
Tangeringspunkterna ar (—5, _E) och (2, 5)'

Kontrollerat mot facit.

4. Invers till /x+1
Betrakta funktionen
y=fx)=vx+1, x=-1.

(a) Visa att f ar inverterbar. Finn inversen {1 till f. Vad ar definitionsmangden D (f 1) for
inversen? (2p)

(b) L6s ekvationen

f(f(f)) = 2.
(1p)

(c) Finnallax € D(f) n D (f™1) som uppfyller ekvationen

feo =
Ledning: hur férhdller sig grafen avy = f(x) till grafen avy = f~1(x)? (2p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

En uppgift om inversa funktioner: injektivitet, vardemangd och spegling iy = X.
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¢) Ledtrad 2

(@) Visa att f(x1) = f(x2) = x1 = x2 (eller att f &r strangt vaxande). Lés x = 1/y + 1 fér y;
D(f ') = V(f). (b) Anvand f ! tre ganger. (c) Graferna ar spegelbilderiy = x.

¢) Ledtrdd 3

@ f1(x) = x*> — 1 forx > 0. (c) En skarningspunkt ligger pdy = x, sa l6s x> — 1 = x
och kontrollera att roten ligger i [0, ).

2 Lésning

(@ Omf(x1) = f(xp) ar4/x; + 1 =4/x, + 1; kvadrering gerx; + 1 = x, + 1, alltsd x; = x,
1

24/x+1

.f &r injektiv och darmed inverterbar. (Alternativt: f (X) = > 0férx>—1,saf ar

strangt vaxande.)

f(=1) = 0 och f(x) vaxer kontinuerligt mot o, sa V' (f) = [0, o). For inversen: x = y/y + 1 med
x>0gerx’>=y+1,dvs.y =x*>— 1.

fl=x"-1, D( ) =0,

(b) Anvand ! pa bada led tre ganger:
ffe)=f'@=3  fO=f'3)=8 x=f'(8=63
Kontroll: f(63) = 8, f(8) = 3,f(3) = 2.
X =63

@ D) nD(f ') =[-1,0) n [0,%) = [0, ). Grafen till f ! & spegelbilden av grafen till f i
linjen y = x. Eftersom f ar strangt vaxande ligger en skarningspunkt pdy = x, sd f(x) = x =

)
) 1++/5

2 — —
X X 2

xX—-1=x & Xx

Eftersom \/5 > 1ar !
fx) = Va2 =x = f1(x).

arx?2=x+1,sa

< 0 och ligger utanfor [0, 00). For x =
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Direkt kontroll: /X + 1 = x?> — 1 ger efter kvadrering x* = 2x> —x = x(x + 1) (x> —x - 1) = 0.
Roten x = 0 ar falsk (f(0) = 1 men f1(0) = —1), och x = —1 ligger utanfor [0, ).

1++/5
2

X =

Kontrollerat mot facit.

5. Kurvan (x* +2)(x+ 1)e™

Definiera funktionen

Y =f(x) = (* +2) (x+ e ™.

Bestam lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentliga
teckenscheman. Ange funktionens vardemangd R(f). Skissera kurvan.

Totalpodng: 5
&) Ledtrad 1

Kurvundersokning: gransvarden i £oo, derivata for extremvarden och andraderivata
for inflexionspunkter.

&) Ledtradd 2

f ar definierad pa hela R, sa lodrata asymptoter saknas. Undersok limy . 10 f(X) och, at
vanster, lim f(x)/x. Derivera f = (x> + x* + 2x + 2) e med produktregeln, tva ganger.

¢) Ledtrad 3

f(x) =x*(2 — x)e X och f (x) = x(x — 1)(x — 4)e™™. Observera att f inte byter tecken i
x=0.
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¢ Lésning

Asymptoter. f ar kontinuerlig pd R, sé lodrata asymptoter saknas. Med f(x) =

1 2 2 ., .
(1+;+F+F)xe galler

limf(x)=1-0=0, lim f(x) = —o0

eftersom exponentialfunktionen dominerar potensfunktionen at hoger. Alltsa ary = 0 vagrat
asymptot at hoger. At vanster ar

L0
1m — =
X

X——

i (1+1+2+2)2‘X +
im —+ =+ =)xe* = +oo
x x* x3

X—> -

sa dar finns ingen sned asymptot.

Derivata. f(x) = (X3 + x*> + 2x + 2) e ger
fR)=0CBx*+2x+2e - (P +x>+2x+2)e = (x> +2x}) e ¥ =x*(2 —x)e ™

Kritiska punkter: x = 0 och x = 2.

x<0 0 0<x<2 2 x>2
x? + 0 + + +
2-X + + + 0 -
eX + + + + +
f N 0 = 0 -
f(x) 2 terrass & lok. max N

Andraderivata.

f(x)=(-3x+4x)e X = (x> +2x*) e X = (x> - 5x* + 4x) e™* = x(x — 1)(x — 4)e™

x<0 0 0<x<1 1 1<x<4 4
X - 0 + + + +
x—1 - - - 0 + +
x—4 - - - - - 0
e + + + + + +
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x<0 0 0<x<1 1 1<x<4 4
f'(x) - 0 + 0 - 0
f(x) konkav infl. konvex infl. konkav inf

. 6
f byter tecken i alla tre nollstillena, sd alla tre &r inflexionspunkter. f(0) = 2, f(1) = — och
e

90
f(4) = e

1
lok. max f(2) = —S’; terrasspunkt (0, 2); inga lokala minimum
e

6 90
inflexionspunkter (0, 2), (1, E) , (4, g)

asymptot y = 0 da x — oo; inga andra asymptoter

18
Vardemangd. f ar vaxande pa (—oo, 2] och avtagande pa [2, o), sa f(2) = = ar globalt

maximum. Eftersom f — —oo at vanster och f ar kontinuerlig antas alla varden under maximum:

18
R() = (-, ]

Nollstallet ar x = —1; f(x) < 0 forx < =1 och f(x) > 0 for x > —1, eftersom x*> + 2 > 0 och
e >0.

Skiss.

lok. max (2, 18/e?)

infl.

terrass (0, 2) infl.

y=0dax— o
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Kontrollerat mot facit.

6. Rektangel med storsta omkrets i en ellips

En rektangel skall inskrivas i ellipsen

se nedanstaende figur.

Hur skall rektangelns sidor valjas for att dess omkrets ska maximeras? Vad ar den maximala
omkretsen av denna inskrivna rektangel?

1
xy)
0,5
> 0
-0,5
-1
-2 -1 0 1 2

Figuren dr omritad efter originalet (h6rnet hdr godtyckligt valt).

Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

En optimeringsuppgift: storsta varde av en kontinuerlig funktion pa ett slutet, begransat intervall.
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¢) Ledtrad 2

1
Lat hornet i forsta kvadranten vara (x,y) med 0 < x < 2. Daary = E\/4 - x2 och
omkretsen P (x) = 4x + 4y = 4x + 2v/4 — x2,

¢) Ledtrad 3
2x

V4 - x?

andpunkterna P (0) och P (2).

P(x)=4- =0 & 2v/4—x% = x.Jamfor det kritiska vardet med

¢ Lésning

Rektangeln ar symmetrisk kring axlarna. Lat hornet i férsta kvadranten vara (x, y) pa ellipsen,
2
X 1
med0 <x<2.Ddary=14/1- i E\/4 — x?, sidorna &r 2x och 2y, och omkretsen ar

P(x)=22x+2y)=4x+2y/4-x2, 0<x<2

P ar kontinuerlig pa det slutna, begransade intervallet, s& ett stérsta varde finns. Andpunkterna
gerP(0)=4ochP(2)=8.For0 <x<2ar

: 2 16
P(x)=4- 4X ==0 = 2V4-x2=x &= 4(4-x)=x* = XZ:E
= %
dx > 0, alltsa 4 Daa ! 4 16 ! h
medx > 0, alltsd x = —.D&ary = —4/4— — = — oc
VR 5 V5

4. 16 4 20 _
PR~ E* B E P

Eftersom 4\/§ = /80 > 4/64 = 8 ar detta storre an bada andpunktsvardena, sa maximum

p 8
antas har. (Ocksd P (X) = ~—— = < 0.)

4-x2)%?

Rektangelns sidor ar 2x och 2y:

8 2
sidorna — och ——, P = 4v/5 le.

V5 V5
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4
VERRVEE

Hornen ligger alltsa i (+

Kontrollerat mot facit. Lararens [6sning anger “sidor” x =

(hérnets koordinater), och omkretsen 4\/5 stdmmer.
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