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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2024-08-21 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_240821.pdf, m0047m_240821sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt

* Uppgift 1: induktionsbevis for Y';_ k! -k = (n+1)! - 1
e Uppgift 2: tre gransvarden: ensidiga gransvarden av en rot, bestamning av en konstant
och absolutbelopp
e Uppgift 3: parabeln y = Cx? och ellipsen % +y? = 1 skar varandra under rat vinkel
e Uppgift 4: inverterbarhet, invers och inversens derivata for x> + 9x — 16
2x° — 6
x—2

e Uppgift 5: extremvarden, inflexionspunkter, asymptoter och vardemangd for

e Uppgift 6: storsta rektangeln inskriven i ellipsen % +y2 =1

¢) Sa anvinder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtradd 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. Induktionsbevis for en summa med fakulteter

Formeln

Yki-k=(m+1)!-1
k=1

galler for alla positiva heltal n. Bevisa detta, till exempel med induktion.

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

Ett bevis med matematisk induktion for en summa.

&) Ledtrad 2

Visa basfallet n = 1. Anta sedan att formeln géller fér n = p och dela upp summantillp + 1
som summan till p plus den sistatermen (p + 1)! - (p + 1).

¢) Ledtrad 3

Brytut(p+ 1)! ochanvand (p + 1)! - (p +2) = (p + 2).

2 Lésning
Basfalln = 1:

VL=1!-1=1, HL=2!-1=1

sa formeln galler.

Induktionssteg. Anta att formeln galler fér n = p (induktionsantagandet):

p
Ykl -k=@p+1!-1
k=1

Vi ska visa att den da galler forn = p + 1, alltsa att summan ar (p + 2)! — 1.
Med induktionsantagandet:

ptl p
YK k=X kl-k+(@+D)-p+D)=@+D!'-1+(P+D!-(p+1)
k=1 k=1
=p+DI-A+@p+)-1=pP+DI-Pp+t2)-1=(p+2)-1
Enligt induktionsprincipen galler formeln darfor forallan =1, 2, 3, ... [ |

Alternativt bevis (teleskopsumma). Eftersom k! - k = ((k + 1) — 1)k! = (k + 1)! — k! blir

Ykl -k=QI-1D)+@I-2)+ -+ (n+ D! -n) =+ -1l=@n+1)! -1
k=1
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Ykl-k=(m+1)!-1forallan>1
k=1

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida foljande (aven oegentliga) gransvarden existerar och om s, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a) Hoger- respektive vanstergransvardena

lim v/ x% —x, lim v x2 - x.

x—-0+ x—-0—
2p)

(b) Bestam konstanten a s att

X2_02
ez
(2p)
(©
-6| - |x+
i 1361 =[x+ 2|
x—1 x—1
2p)

Totalpoding: 6
&) Ledtrdd 1

Tre gransvarden: (a) handlar om var funktionen ar definierad (Kontinuitet), (b) och (c) ar av typen
% som ska forenklas.

&) Ledtrad 2

(a) Bestam tecknet pa x* — x = X(x — 1) néra 0 pa varje sida. (b) Faktorisera namnaren;
taljaren (x — a)(x + a) gar mot 0, s& ndmnaren maste ocksa innehalla faktorn x — a. (c) Skriv
beloppen utan beloppstecken for x nara 1.
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¢) Ledtrad 3

@x(x—1)<0for0<x< 1.(b)x2—8x+12=(x—2)(x—6),séa=2ellera=6;
préva bada. (c) Narax = 14r |3x— 6| =6 —3xoch |[x+ 2| =x+ 2.

2 Lésning

@x*—x=x(x—1).For0 <x<1larx>0ochx—1<0,sax?—x <0 och roten arinte
definierad direkt till h6ger om 0. Hogergransvardet existerar darfor inte.

Fér x < 0 &r bada faktorerna negativa, s x> — x > 0. Funktionen &r definierad och kontinuerlig
fran vansteri 0:

lim \/xz—x=\/02—0=0

x-0-

hogergransvardet existerar ej,  lim /x> —x=0

x—-0-

2—a’>=(x-a)x+a) - Onarx — a.Foratt gransvardet ska bli 3 B 0 maste

(b) Taljaren x
namnaren ocksa g& mot 0, dvs. innehalla faktorn x — a. Eftersom x> — 8x + 12 = (x — 2)(x — 6)

mastea = 2 ellera = 6.

_o. i (x—2)(x+2)_1_ x+2 4 _ 1

@72 N G-2)x-6) x2x-6 -4
x-6)x+6) . x+6 12

a==6: = = =3

im —————— = lim
x-6(x—2)(x—6) x-6x—2
(c) Typenar 2. |3x = 6] = 6 = 3xforx < 2och |x+2| = x + 2 forx > —2. Eftersom =2 < 1 <
2 géller bada narax = 1:

. (6-3x)-(x+2) . —4x-1) —
)lgq x—1 —)I(IEI% x—1 _

Kontrollerat mot facit.

3. Parabel och ellips som skdr varandra vinkelratt

Visa att parabeln
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och ellipsen

2
X 2
— + = 1
5 y
skar varandra under réta vinklar for alla varden pa parametern C € R.

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Tva kurvor skar varandra under rat vinkel om tangenterna i skarningspunkten ar vinkelrata.
Ellipsens lutning fas med implicit derivering.

¢) Ledtrad 2

Visa forst att skarningspunkter (a, b) finns. Berdkna sedan parabelns lutning k1 = 2Ca och
ellipsens lutning ky i (a, b), och visa att kjk, = —1. Behandla C = 0 separat.

¢) Ledtrad 3

: a
Implicit derivering ger x + 2yy = 0, alltsd k, = ET% Anvand b = Ca? i produkten.

/ Losning

a>
Fallet C & 0. Skdrningspunkter. En skarningspunkt (a, b) uppfyller > +b%>=1o0chb = Cd’.
Insattning ger en andragradsekvation i a°:

-1++/1+16C?
4C?

Cz(a2)2+%a2—1=0 = a =

Eftersom a® > 0 maste plustecknet gilla:

2o VIT16CT -1
4AC?

>0

Kurvorna skar alltsd varandra i exakt tva punkter (+a, Ca?), och dararb = Ca® & 0.

Lutningar. Parabelns tangent i (a, b) har lutningen
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_d 2 _
ki = E(Cx) _ =2Ca

X=a

Implicit derivering av ellipsens ekvation med y = y(x) ger

, , X

+2yy =0 < =——

X+tzyy y 2y

a
s& ellipsens tangent i (a, b) har lutningen ky = TS Produkten ar
a 2Ca® b
kik,=2Ca-(——)=- =——=-1

e %) =" b

eftersom b = Ca?. Tangenterna ar alltsa vinkelrata.

Fallet C = 0. Parabeln ar da linjen y = 0, som skar ellipsen i (i\/z 0). Dar har ellipsen lodrat
tangent (implicit derivering ger xdx + 2y dy = 0, dvs. dx = 0 nary = 0), medan linjeny = 0 ar
vagrat. Aven har ar vinkeln rat.

kik, = —1 i varje skarningspunkt da C & 0; vagrat mot lodrat tangent da C = 0

Kontrollerat mot facit.

4. Inversen till x> +9x - 16
Lat
fx)=x>+9x-16, x €R.

(a) Visa att funktionen ar inverterbar. (1p)

(b) Finn
f1(10).
(2p)
(c) Berakna
(Y (10).

(2p)

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

Inversa funktioner och inversens derivata.

&) Ledtrad 2

(a) En strangt vaxande funktion &r injektiv; undersok tecknet pé f (b) f_l(lO) =y &
' 1
f() =10.0 (f") (x) = 7 dary = f ' (%).
f )

¢) Ledtrad 3

(b) Ekvationen y3 + 9y — 26 = 0 har en heltalsrot som syns direkt. (c) Satt in den roten
if (y) =3y?>+9,intex = 10.

2 Lbésning

(@[ (x) =3x*>+9>9> 0férallax, sdf ar strangt vaxande pa R och darmed injektiv (1-1).

Alltsd ar f inverterbar.
(b)y = f7(10) = f(y) = 10:

y2+9y-16=10 < y*+9y-26=0

y = 2 aren losning: 8 + 18 — 26 = 0. Eftersom f ar injektiv finns ingen annan (polynomdivision
gerocksdy? +9y —26 = (y — 2)(y?> + 2y + 13) dary? + 2y + 13 = (y + 1) + 12 > 0).

f1(10)=2

(c) Implicit derivering av x = f(y) med avseende pax ger 1 = f (y)y, allts&

.. 11
(M W= r5 = 5775
Ix=10ary = 2
K B 1 _| 1
) A0 = =15 = | 71

Kontrollerat mot facit.
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2x% -6
5. Kurvan ——
xX—2
Betrakta funktionen
) = 2x2 -6
y=1x) = 3

Bestam lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentliga
teckenscheman. Ange funktionens vardemangd R(f). Skissera kurvan.

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning av en rationell funktion: extremvarden med forstaderivatan och konvexitet
med andraderivatan.

&) Ledtrad 2

Polynomdividera for att hitta den sneda asymptoten. Namnarens nollstélle ger en lodrat
asymptot. Derivera med kvotregeln och faktorisera.

¢) Ledtrad 3

2 2x-1(x-3)
x-22  (x-2)2

f(x)=2x+4+
_4
(x—-2)*

,vilket ger f (x) = 2 — ochf'(x) =

x—2

/ Losning
D(f) = R \ {2}. Nollstillen: 2x> —= 6 = 0 <= x = /3. Skirning med y-axeln: f(0) = 3.

Asymptoter. Polynomdivision:

2X(x—2)+4(x—-2)+2 2
_ 2 HAE-DH2

f(x) = P
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2
Eftersom — — Onarx — fooary = 2x + 4 en sned asymptot at bada hallen. Taljaren gar
X —

mot2-4—-6=2>0narx — 2,sa
lim f(x) = o0, lim f(x) = +o0

och x = 2 ar en lodrat asymptot. Vagrata asymptoter saknas.

Derivator.
o2 2(x=2)°-2 2X’-8x+6 _2(x-1)(x~3)
=2~ " w2r &2 &2
o 4
f(X)——(X_ AL

Kritiska punkter: x = 1 och x = 3. f har inga nollstallen.

x<1 1 1<x<2 2 2<x<3 3
2(x—1) = 0 + + + +
x—3 - - - - - 0
(x —2)? + + + 0 + +
f(x) 9+ 0 = odef. = 0
f(x) 2 lok. max N asymptot N lo}

x<2 2 x>2
f () - odef. +
f(x) konkav asymptot konvex

f(l)=¥=4, f(3):18—1_6=12

lok. max f(1) =4, lok. min f(3) =12, inga inflexionspunkter

asymptoter: x = 2 (lodrat) och y = 2x + 4 (sned, da x — +0)

Konvexiteten byter visserligen tecken vid x = 2, men dér ar f inte definierad, sa det &r
ingen inflexionspunkt.

vardemangd. Pa (—oo, 2) vaxer f fran —oo till 4 och avtar sedan mot —o, sd vardena ar (—oo, 4]. P&
(2, 00) avtar f fran +oo till 12 och vaxer sedan mot +oo, sa vardena ar [12, o).
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R(f) = (-0,4] U [12,0) =R \ (4, 12)

Kontroll: f(x) =y <= 2x> — yx + 2y — 6 = 0 har reell l6sning precis nar diskriminanten y? —
16y +48=(y—-4)(y—-12) > 0.

Skiss. Kurvan har tva grenar. Den vanstra ligger under den sneda asymptoten, gar upp till toppen
(1, 4) och stértar mot —oo vid X = 2. Den hogra ligger 6ver asymptoten, kommer ner fran +oo vid
x = 2 till botten (3, 12) och foljer sedan y = 2x + 4 uppat.

25
20
15

10

- 5 lok. mai(l)4—)' -~

Kontrollerat mot facit. Ldrarens [6sning skriver av misstag f(4) for minimivérdet, men riknar
f(3) = 12; vdrdet dr detsamma.

6. Storsta rektangeln i en ellips

En rektangel skall inskrivas i ellipsen

se nedanstaende figur.
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1
xy)
0,5
> 0
-0,5
-1
-2 -1 0 1 2

Figuren dr omritad efter originalet (hérnet hdr godtyckligt valt).

Hur skall rektangelns sidor valjas for att dess area ska maximeras? Vad ar den maximala arean av
denna inskrivna rektangel?

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

En optimeringsuppgift: storsta varde av en kontinuerlig funktion pa ett slutet intervall.

&) Ledtrad 2

Lat (x, y) vara hornet i forsta kvadranten. Da har rektangeln sidorna 2x och 2y, ochy =

v/ 1= x%/4. Maximera A(x) = 4xy/1 — x%/4 = 2x+/4 — x* p& [0, 2].

¢) Ledtrad 3

_2(4-2x%)

AW ===

, som ar noll for x> = 2. Andpunkterna gerA=0.
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¢ Lésning

Av symmetri ligger rektangelns horn i (£x, £y) dar (x, y) ar ett horn pa ellipsen i forsta
kvadranten. D3 &r

[}

“Ji-E=l/ame osxs<2
y = 75 X2, <x<

och rektangelns area ar

A(x) = 2x ' 2y = 2x\/ 4 — x?

A ar kontinuerlig pa det slutna intervallet [0, 2], s ett st6rsta varde finns. I dandpunkterna ar
A(0) = A(2) = 0, sd maximum antas i en inre punkt. For 0 < x < 2 ar

Y=o A e, T2 _2AG-X)-X) _ 2(4-2¢)
A(X)=2/4-x%+2x e N N

A'(X) =0 < x?=2 & x=+/2(den enda kritiska punkten i intervallet). Dar ar

1 1 ~ s
y=3VAI= 2 AWD=2VI-Vi-4

Rektangelns sidor ar 2x = 2\/5 (langs x-axeln) och 2y = \/E (langs y-axeln):

sidorna 2v/2 och \/i, Amax = 4 a.e.

Sidorna forhaller sig som halvaxlarna, 2 : 1. (Alternativt: med x = 2 cost, y = sintblirA =

8sintcost = 4sin 2t, som dr storst, 4, fort = Z.)

1

Kontrollerat mot facit. Lérarens [6sning anger “sidor X = V2, y= —2 ”; det dr koordinaterna for

hérnet i forsta kvadranten, alltsd halva sidldingderna. Rektangelns sidor dr 2\/§ och \/j [
6verensstimmelse med arean 4.

Se aven
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