MOO47M-2024-05-23

#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2024-05-23 Kalla: originaltentamen och lararens
l6sningar (m0047m_240523.pdf, m0047m_240523sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt

e Uppgift 1: konstanta termen i en binomialutveckling och en binomialsumma

e Uppgift 2: tre gransvarden: sammansatt exponentialfunktion, faktorisering och
dominerande term under en logaritm

e Uppgift 3: bevis av en logaritmolikhet med derivata och rationella granser fér In 2

e Uppgift 4: Lamberts W-funktion som invers till xe* och ekvationen e X = 6x

e Uppgift 5: (arcsin x)? + (arccos x)*: extremvarden, vardemangd och en ekvation

e Uppgift 6: maximal synvinkel mot en tavla pa en vagg

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtradd 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad

mot lararens facit.

1. Binomialutveckling
Betrakta binomialutvecklingen
3 5
3
X ——=) .
("~

(a) Bestam koefficienten for den konstanta termen i denna binomialutveckling. (4p)

(b) Berakna summan
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5
% (O3

k=0
(Ip)
Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

Binomialsatsen med binomialkoefficienter (Talféljder och summor).

¢) Ledtrad 2

(a+b)" = ZZ:O (Z)a”_kbk med a = x° och b = —3/x?. Skriv den allmanna termen som en

konstant ganger en potens av X.

¢) Ledtrad 3

Den allmanna termen &ar (i)(—B)kXIS_Sk. (a) Krav exponenten 0. (b) Valj ett x s att

potensen forsvinner.

¢ Lésning

(a) Binomialsatsen ger

5 k

S
-2 =2 0@ )
k=0 k=0

° 5 ° 5
— Z (k)(_B)kXIS—Bk—Zk — Z (k)(_3)kX15—5k
k=0

5
Termen ar konstant nar 15 — 5k = 0, dvs. k = 3. Med (g) =331 10 blir den

(2)(—3)3 =10 (-27) =|-270

(b) Satt x = 1 i utvecklingen ovan. Da ar varje potens 1155k =1 <3

5 5)
> (i)(—B)" =(1°- %) =(-2)° =|-32
k=0

Kontrollerat mot facit.
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2. Tre gransvarden

Avgor huruvida foljande (Aven oegentliga) gransvarden existerar och om sd, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(@)
lim e_xLz
x-0
(1p)
(b)
’ x*—8x*+16
B T2 —dx+4
(2p)
(©
. In(10¥+e?)
lim ———=
X~ 00 X
(2p)

Totalpoding: 5
¢) Ledtrad 1

(@) anvander att e' ar kontinuerlig och ett oegentligt gransvarde i exponenten; (b) ar ett
gransvarde av typen % som loses med faktorisering; (c) handlar om vilken term som dominerar.

&) Ledtrad 2

(a) Vad hander med —1/x? narx — 07 (b) Bade taljare och namnare &r kvadrater. (c) Bryt ut
den stérsta termen i logaritmens argument och anvand In(ab) = Ina + In b.

¢) Ledtrad 3

(b) x* —8x% + 16 = (x2 = 4)2. (©) 10 > €2, s& 10* dominerar: In (10* + ez") =
xIn 10 +1In (1 + (e?/10)Y).
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Z Lésning

) . 1 t . )
(@) Narx — Ogér—— — —,ocheftersome’ —» 0dat — —oo&r
X

. —- L
lime ¥ = @

x-0
(b) Taljaren ar x* — 8x? + 16 = (x> — 4)? = (x — 2)*(x + 2)? och namnaren ar (x — 2)*. Alltsa

(x=2)°(x +2)°

1 =] 2 =] 2 =]
iy OG5 i 27 =4
e? e? *
(c) Eftersome < 3are? <9< 10,530 < 10 <1och (1—0) - 0.Brytut 10*:
e? e? e? *
In(10*(1+(—=))) xIn10+In(1+(-—=)) In(1+(—=))
10 10 0 In1
= =n10+ ——— - In10+ —
X ){ 10X + 2X) X ©
n e
lim 2022
X— 00 X

Kontrollerat mot facit.

3. Rationella granser fo6r In(1 + Xx)

Det galler att

In(1 + x) < ;‘(2;21")
forx > 0.
(a) Visa denna olikhet. (4p)
(b) Man kan aven visa (behovs ej) att
In(1 +x) > s

for x > 0. Anvand denna olikhet tillsammans med olikheten i uppgift 3.(a) for att finna 6vre och nedre
rationella begransningar av vardet pa In 2. (1p)

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

Olikheter bevisas med derivata: en funktion med positiv derivata ar
vaxande (Medelvardessatsen).

¢) Ledtrad 2

X2 + 2x
2(x+1)

Bildag(x) =

¢) Ledtrad 3

2

X I():sattx=1
—_—. . Sa = Il
2(x +1)2

P& gemensam namnare blir g'(x) =

¢ Lésning

(a) Lat

x>+ 2x

2(x+1)

gx) = —In(x + 1), x20.

Olikheten betyder att g(x) > 0 for x > 0. Kvotregeln ger

1 x+)x+D-(x*+2x) 1 _x*+2x+2 2x+1) _ X

—1In(1 + x) for x > 0. Visa att g(0) = 0 och att g'(x) > 0 fér x > 0.

909 =3 X+ 1) Xx+1 2(x+12 2(x+12 2x+1)

Alltsa ar g (x) > 0 for x > 0, och g ar kontinuerlig p& [0, %). Darfor ar g strangt vaxande pa [0, o)

,och for x > 0 galler

0
9(>g(0)=5-In1=0
vilket ar olikheten. ®
(b) De tva olikheterna ger tillsammans
2 2+2
X )< =T xso.
X+2 2(x+1)

Medx = 1:
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z<ln2<§
3 4

2 8
(Som kontroll: In 2 = 0,693, 3 ~ (0,667 och 7 =0,75)

Den nedre olikheten visas p& samma satt: h(x) = In(1 + x) —
1 4 x?
x+1 (x+2)2 (x+1(x+2)?

2Xh h(0) =0 och h'(x) =
s arh(0) =0ochh(x) =

> 0forx > 0.

Kontrollerat mot facit.

4. Lamberts W-funktion
Lat
f(x) =xe*, -1<x<oo,
Man kan visa (behdvs ej) att denna funktion ar injektiv och darfér har invers. Vi kallar denna invers
Lamberts W-funktion W, dvs. W(x) = [ }(x), x € D(W) = [—%, 00).
(@) Forenkla
w(3)e"®.

Motivera! (1p)
) Ve, oo
(b) Forenkla W (7) Motivera! (1p)

(c) Motivera, med text och figur, varfér ekvationen
e =6x
har exakt en l6sning Xy som dessutom ar positiv. (1p)

(d) Finn l6sningen Xg till ekvationen i uppgift 4.(c) uttryckt i Lamberts W-funktion. Ledning: Kom ihdg
att W (t) dr invers till f(t) = te'. (2p)

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

En uppgift om invers funktion: W &r definierad som inversen till xe*, s& allt féljer av f(W (X)) = x
och W(f(x)) = x. (c) &r en ekvation dar man raknar skarningspunkter mellan tva kurvor.

¢) Ledtrad 2

Ve

(a) och (b): anvand f(W(x)) = x respektive leta efter ettt > —1 med te' = T (c) Jamfor

en strangt avtagande och en strangt vaxande funktion. (d) Skriv om ekvationen till formen
ue' = konstant.

¢) Ledtrad 3

Wl =

1
(b) Prévat = 5 (d) Multiplicera e ¥ = 6x med e* och dela med 3: 2x e?* =

2 Lbésning

(a) Eftersom W ar inversen till f(x) = xe* galler f(W (x)) = W (x)e"™ = xfor allax € D(W).
Medx = 3 € D(W):

w(R3)e"® =3

1 1 1
(b) > > —1 ligger i D(f) och f(i) = Eew = %. Eftersom W = fLar

(c) Lat h(x) = e ¥ och k(x) = 6x for x € R. Bada ar kontinuerliga. Bilda g(x) = 6x — e 2*. D3 ar

g(x)=6+2e >0, lim g(x) = —oo, lim g(x) = +o

s& g ar strangt vaxande och kontinuerlig med vardemingd R. Da har g(x) = 0, dvs. e"2* = 6x,
exakt en l6sning Xxy. Geometriskt: den strangt avtagande kurvan y = e > och den strangt vaxande
linjen y = 6x skar varandra i exakt en punkt. Eftersom e 2% > 0 for alla x maste 6xg = e 2% > 0,
alltsa|xg > 0|
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(d) Multiplicera med e och dela med 3:

1
e =6x &= 1=6xe* < 3" (2x) €™ = f(2x)

Eftersom xy > 0 &r 2xy > —1, och % € D(W). Att tillampa W pa bada led ger W (%) = 2Xo:

1 1
=-W(=)|~0,129
X0 5 (3)

Kontrollerat mot facit.

5. Funktionen (arcsinx)? + (arccos x)?
Betrakta funktionen
f(x) = (arcsinx)? + (arccos x)?, x € [-1,1].

(a) Berakna f'(x) och stall upp ordentligt teckenschema fér derivatan. Bestam lokala extremvarden och
skissera kurvan. Ledning: identiteten

arccos x + arcsinx =

NS

férx € [—1, 1] kan vara till hjélp. (3p)
(b) Ange funktionens vardemangd R(f). (1p)
(c) Finn om mojligt allax € [—1, 1] for vilka
(arcsin x) + (arccos x)* = 1.
Motivera! (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Extremvarden for en funktion byggd av arcusfunktioner, med deras derivator. GlOm
inte andpunkterna.
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¢) Ledtrad 2

T . - _ .

Satt in arccos x = 5 — arcsin x. D& blir f ett andragradsuttryck i U = arcsin x, och
1

1-x

— arcsinx = .
dx 2

¢) Ledtrad 3

, 4arcsinx — 1t B ) . T . L.
f (X) = ———=—, som &r noll dar arcsinx = 1 Jamfor f i den punkten med

Vv1-x2
f(£1).

2 Lésning

(a) Med arccos x = — — arcsin x blir

NS

s 2 m?
f(x) = (arcsinx)* + (E —arcsinx) = 2(arcsinx)? — warcsinx + T

Kedjeregeln ger, for -1 < x < 1,
, 4arcsinx — 7t
f) = ————
vV1-x

. - . . T
I andpunkterna x = +1 saknas derivata. Kritisk punkt: 4 arcsinx = m <= arcsinx = 2 =

. ) 2
. Eftersom arcsin &r strangt vaxande ar 4 arcsinx — 7 < 0 fér x < - och> 0 férx >

X [ —
2
V2
>
-1 —1<x<¥2 L2 2<x<1l 1
2 2 2
4arcsinx—m - = 0 + ¥
1-x2 0 + + + 0
f'(X) odef. - 0 + odef.
f(x) lok. max N lok. min 2 lok. max
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7T .
Vardena, direkt ur definitionen med arcsin(—1) = 5 arccos(—1) = m, arcsin

2
arccos72=g,arcsin1=goch arccos 1 = 0:

n? ., b5m° V2 om m? P m?
- =(—— + = —— _ )= — + — = — 1 = —
f(D=63) +@=", f(G)=g*E-5 D=7
V2. 2 5m? m?
lok. mi —)=—, lok. -1)=—ochf(1) = —
0 mmf(z) 3 ok. max f(—1) i och f(1) i

2

. B - . T T .. .
Kvadratkomplettering bekraftar minimum: f(x) = 2 (arcsin x — Z) + 7 Kurvan skar y-axeln i

2
f(0) = T och aldrig x-axeln.

2

2

(b) f ar kontinuerlig p& [—1, 1] med minsta varde ) och storsta varde 1 (det storsta av

andpunktsvardena), sa

2

_ . 5
R =[5 ]

T
(c) Eftersomm > 3 ar E > 5 > 1. Talet 1 ligger alltsd under funktionens minsta varde och tillhor

inte R(f):

Det finns inget x € [-1, 1] med (arcsin x)*> + (arccos x)> = 1.

Skiss.
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12 (-1, 5m?/4)

10

lok. min (V2/2, 12/8)

=il -0,5 0 0,5 1

Kontrollerat mot facit.

6. Maximal synvinkel mot en tavla

En stor tavla hanger pa en lodrat vagg. Pa vilket horisontellt avstand fran vaggen skall man sta for att
se tavlan under maximal synvinkel om tavlan ar 2 meter hog och tavlans nedre kant befinner sig 1
meter Gver 6gonnivan?

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

En optimeringsuppgift: stall upp synvinkeln som funktion av avstandet och sok dess storsta varde
med hjalp av arctan.
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¢) Ledtrad 2

3
Pa avstandet x ser 6gat tavlans éverkant (3 m upp) under vinkeln arctan — och underkanten
X

1
(2 m upp) under arctan —. Synvinkeln ar skillnaden.
X

¢) Ledtrad 3

2(3 - x?)

2+ D2+ 9)’ Kontrollera ocksa vad 6 gar mot narx — 0" ochx — oo,
X X

0'(x) =

¢ Lésning

Lat x > 0 vara avstandet till vaggen. Tavlans 6verkant ligger 3 m och underkanten 1 m 6ver
6gonhdjd, sa synvinkeln ar

3 1
6(x) = arctan — — arctan —, x> 0.
X X

Andbeteende:

lim 6(x) = = —

I =0, lim 6(x) = arctan 0 — arctan0 = 0

n
2

NS

sa maximum antas for nagot andligt x > 0. Derivatan:

3 1 23-x)
x*+9 x2+1 (xX+1)E*+9)

000 = — 5 (-3)-— 1 ()=~

X2 x2

Singulara punkter saknas. Den enda kritiska punkten med x > 0 arx = \/3; dar byter 0 tecken
fran + till —, sa det ar ett maximum:

1
0(+/3) = arctan v/3 - arctan — =

w
wld
[
Il
[

x=v3m=~1,73m, O

i
6

Kontrollerat mot facit.
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