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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2024-03-21 Kalla: originaltentamen och lararens

[6sningar (m0047m_240321.pdf, m0047m_240321sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M

med samma innehdll.

Oversikt

e Uppgift 1: induktionsbevis for formeln for n:te derivatan av cos x
o Uppgift 2: tre gransvarden: (3x)* dd x — 07, en skillnad av rationella uttryck och en kvot
av logaritmer

och funktionens konstanta varden

x+1
e Uppgift 3: derivatan av arctan x + arctan

e Uppgift 4: ett tredjegradspolynoms enda nollstalle: satsen om mellanliggande varden,
injektivitet och ett steg med Newton—Raphson

x> —5x+4

e Uppgift 6: relaterade hastigheter, skuggan av en mur fran en motorcykels stralkastare

e Uppgift 5: extremvarden, inflexionspunkter, asymptoter och vardemangd for

¢) Sa anvinder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. Derivatorna av cosx genom induktion

Visa att

n

@(cosx) = cos (x + n?n)

for varje heltaln = 1,2, 3, .... (5p)
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Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Ett bevis med induktion: basfall och induktionssteg, med hjalp av additionsformeln fér cosinus.

&) Ledtradd 2

Basfallet &r n = 1. Anta att formeln galler for n = p och derivera en gang till for att fa fallet
n=p+1.

¢) Ledtrad 3

i i n
Visa att —sinu = cos (u + E) for alla u, med cos 5 = 0 ochsin 5 =1.

Z Lésning
Hjalpformel. Additionsformeln ger for alla reella u
T T . . . g
cos (u + 5) = cosucosz —smusmz =cosu-*0—-sinu-1=-sinu

Basfall. Forn = 1 ar

d ) i3

—(cosx) = —sinx = cos(x + =)

dx 2

enligt hjalpformeln med u = x. Formeln galler alltsa forn = 1.

Induktionssteg. Anta att formeln galler for nagot heltal p > 1, dvs. att

—(cosx) = cos (x + (induktionsantagandet)

dP pn)
dxp 2

A . prt
Da ar, med kedjeregeln och hjalpformeln med u = x + 7

ar*t d  d _d pt. . pr
In (@(cosx)) = cos (x + 7) = —sin(x + ?)
(p+ Dn

> )

(+pn+n) (x+
=cos(x+ — + =) =cos(x
2 2
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vilket ar formeln forn = p + 1.

Enligt induktionsprincipen galler

n
@(COS X) = cos (x + n?n) for alla heltal n > 1

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida féljande (aven oegentliga) gransvarden existerar och om sa, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a)
fi e
(1p)
(b)
x2 X2
lim(—— - —
x1~H°1° (x +1 x- 1)
2p)
(©
. In(2¥+x?)
lim ——~
x—oo In (3% + x3)
2p)

Totalpoding: 5

¢) Ledtrdd 1

Gransvarden och Oegentliga gransvarden med standardgransvarden; skriv potenser
med exponentialfunktionen.
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¢) Ledtrad 2

(@) (3x)* = 3~ eXI"X _(b) Satt pa gemensamt brékstreck. (c) Bryt ut den dominerande
termen 2X respektive 3* inuti logaritmerna.

¢) Ledtrdd 3

2
@xInx — 0d&x — 0°. (b) Taljaren blir—2x2. (©) In (2¥ + x2) = xIn2 + In (1 + %)
b

X
och— - 0daa>1.
aX

J Lésning

() Forx > 0 ar (3x)¥ = 3¥ - x¥ = 3¥ - &¥"X Har gar 3 — 3% = 1, och standardgransvardet

xInx — 0dax — 0" gertillsammans med kontinuiteten hos e’ att eX"* — 0 = 1. Allts&

lim (3x)* =1
x-0*
(b) Gemensamt brakstreck:
XX Xx-D)-X(x+1) -2 2
x+1 x-1 (x+1D(x-1) x2-1 1_1
X2
Ddx — cogdr— — 0,s8
X
2 2
lim (—— - =)= -2
x-o - x+1 x-1
(c) Bryt ut den dominerande termen:
x? x?
X -~ + -
@ +x) In(2*(1+ 2X)) ) xIn2+In(1+ 2X)
In(3*+x3) 3 x3
In(3¥(1+ §)) xIn3+In(1+ §)
xP xP
Féra>Tlochb > 0é&r — = —— — 0 (standardgransvarde: exponentialfunktionen véxer
a e

snabbare an varje potens). Alltsd gar bada logaritmernaln(1 +...) — In1 = 0. Dela téljare och
namnare med X:
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1 2
In2+=In(l+ %)
X P2 In2+0
. In3+0

n3+ @+ X)
X X

In(2*+x*) 1In2
im =
x=on(3*+x3) In3

Kontrollerat mot facit.

3. En arcustangensidentitet via derivatan

Definiera funktionen

x+1
f(x) = arctan x + arctan , xEFL

(a) Vad ar f (x)? Forenkla uttrycket sa langt som mojligt. (2p)

(b) Visa att

T
f(x) = _Z
forx < 1. (1p)

(c) Funktionen f har aven ett konstant varde for x > 1. Bestam detta varde! Ledning: undersék vad som
hénder nérx — o, (2p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Derivering av Arcusfunktioner med kedjeregeln (Deriveringsregler), och sedan att en funktion
med derivatan noll pa ett intervall &r konstant dar (Medelvardessatsen).

¢) Ledtrad 2

— arctanu = )
dx 1+u?

konstant, men konstanterna kan vara olika.

Definitionsméngden bestar av tva intervall; pa vart och ett ar f
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¢) Ledtrad 3

+1
(x —1)? + (x + 1)® = 2(x* + 1). (b) Berikna f(0). (c) arctanx — g och = - 1.
S
/ Lésning
(a) Med kvotregeln ar
dx+1 (x-1)-(x+1) 2
dxx-1 (x—1)° (x — 1)?
sa kedjeregeln ger
, 1 1 21 2
f(x):1+2+ 2 x—12 3 =P 2
X x+1 x—-1 1+x2 (x—-1)2+(x+1)
1+( 1)
X—

Namnarenarx?> —2x+ 1+ x> +2x+ 1 =2(x*> + 1), s&

: 1 2
f(X):1+X2—2(X2+1)=@, xEF1

(b) Intervallet (-0, 1) ingar i definitionsmangden och f = 0 dar, s& enligt medelvardessatsen ar f
konstant pd intervallet, f(xX) = C;. Med x = 0:

C; = f(0) = arctan 0 + arctan(-1) = 0 — % = _%

Alltsa &r | f(x) = ‘% forx < 1|

(c) Pa (1, ) arocksaf =0,saf(x) = Cy dar. Konstanten ar lika med gransvardet i oandligheten.
x+1 1+1/k

Eftersom = — 1 och arctan &r kontinuerlig:
x—1 1-1/x
C> = lim (arctan x + arct X+1) T tan 1 Tz 3
= lim (arctanx + arctan ——) = — tarctan1 = - + — = —
e X 2 2 4 4

f(x) = ??Tnfbrx> 1

3
Anmdrkning: med x = 2 foljer identiteten arctan 2 + arctan 3 = T

Kontrollerat mot facit.
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4. Ett tredjegradspolynoms nollstdlle
Lat
y=px) =x>-6x*+15x—-12, x €ER.

Anvand verktyg och begrepp som gransvarde, injektiv funktion, derivata och satsen om mellanliggande
varden for att motivera svaren till nedanstaende uppgifter.

(a) Polynomet p har enbart ett reellt nollstalle. Forklara varfor! (2p)

(b) Lokalisera nollstallet i uppgift 4.(a) genom att ange i vilket intervall (n, n + 1) (dar n ar heltal)
nollstallet ligger. Motivera! (1p)

(c) Finn en approximation X7 till detta nollstalle genom att géra en iteration med Newton-
Raphsons metod

f(xn)
f'(xn)‘

Anvand nagon av intervallgranserna du funnit i uppgift 4.(b) som startvarde xy. (2p)

Xn+1 = Xn —

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Ekvationslosning med derivata: existens via satsen om mellanliggande varden (Kontinuitet),
entydighet via monotonitet (injektivitet).

¢) Ledtrad 2

(a) Undersok p(x) da x — +oo och tecknet pa p'(x). (b) Berdkna p i ndgra heltal och leta
efter ett teckenbyte. (c) Satt in X i Newtons formel med f = p.

¢) Ledtrad 3

Kvadratkomplettera: p'(x) = 3 ((x — 2)? + 1). Jamfér p(1) och p(2).
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¢ Lésning

(@) Existens. p ar ett polynom och darfér kontinuerligt pa hela R. Vidare ar

6 15 12

= 3 —_ = _
P =X (-S4 5=

dar parentesen garmot 1, sd p(x) — —00dadx — —ooochp(x) — o dax — oo.Det finns alltsa
amed p(a) < 0 och b med p(b) > 0, och satsen om mellanliggande varden ger ett nollstalle
mellan dem.

Entydighet.
P(x)=3x°—-12x+15=3(* - 4x+5)=3(x-2)*+1)>3>0

sa p ar strangt vaxande och darmed injektiv pa R. Vardet 0 antas alltsa hogst en
gang. Tillsammans:

p har exakt ett reellt nollstalle

(b) Nagra funktionsvarden:
p(0)=-12, p(1)=1-6+15-12=-2<0, pR)=8-24+30-12=2>0

Teckenbytet mellan 1 och 2 ger enligt satsen om mellanliggande varden ett nollstélle dar, och
enligt (a) ar det det enda:

nollstallet ligger i (1, 2)

(Med p(3) = 2 > O ligger det till och med i (1, 3).)

(c)Med p(1) = -2 ochp'(1) =3 — 12 + 15 = 6 ger startvardet xy = 1

164
Anmdrkning: ytterligare en iteration ger x, = 117 ~ 1,402. Det exakta nollstallet ar 2 +

v/ V2-1- \3/ V2+1= 1,404 (substitutionen x = t + 2 ger 2 + 3t + 2 = 0, som léses med

Cardanos formel).
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Kontrollerat mot facit.

x> -5x+4

5. Kurvan
x> +4

Betrakta funktionen

x> —5x+4
x> +4

y=f)=

Bestam lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentliga
teckenscheman. Ange funktionens vardemangd R(f). Skissera kurvan. (5p)

Totalpoding: 5
&) Ledtrad 1

Kurvundersokning: asymptoter, teckenschema for derivatan och andraderivatan

for inflexionspunkter.

¢) Ledtrad 2

Skrivom f(x) =1 - 5 _):4; det forenklar bade gransvardena och deriveringen. Namnaren
X
ar aldrig noll.
¢) Ledtrad 3
, 5(x - 2)(x +2) , —-10x (x> — 12)
f(x) = o ochf ()= ———=—
(x> +4) (x=+4)
/ Lésning
Omskrivni G It Eft 1 4r udda ar graf
mskrivning. f(x) = —Z+a o S f(x) — 1 ar udda &r grafen

symmetrisk kring punkten (0, 1). Taljaren ar (x — 1)(x — 4), sa kurvan skar x-axeln i x = 1 och
x =4, ochy-axelnif(0) = 1.
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Asymptoter. NAmnaren X*+4>4>0,s4 f ar definierad och kontinuerlig pa hela R: ingen lodrat
asymptot. Vidare ar

5/x

a2 !

lirP fx) = lir+n (1-

say = 1 arvagrat asymptot at bada hallen, och darmed finns ingen sned asymptot:

vagrat asymptot y = 1 dax — +oo

Derivata.

 5(x*+4)=5x+2x _ 5x* =20 _ 5(x—2)(x+2)

Fe = 02 + 4)? 2+47 T (2ray
Kritiska punkter: x = +2.
x<-2 -2 —2<x<2 2 x>2
x+2 - 0 + + +
x—2 - - - 0 +
f(x) + 0 - 0 +
f(x) 2 lok. max N lok. min 2
4+10+4 9 4-10+4 1
— = —_—= )= — = ——_
f(-=2) 5 @ 3 I
9 . 1
lok. max f(-2) = 7 lok. min f(2) = 1
. L 52 =20 ) )
Andraderivata. Derivera f (x) = ———— med kvotregeln och férkorta med x + 4:
(X2 + 4)2
£ 00 = 10x(x* +4) = (5% = 20) - 4x _ —-10x> +120x _ —10x(x = 2¢/3) (x + 2+/3)
(XZ + 4)3 (X2 + 4)3 (X2 + 4)3
-24/3 < 0<x<
x<-24/3 -24/3 0 24
x<0 243
-10x + + + 0 - -
x+23 - 0 + + + +
x-24/3 - - - - - 0
f'(x + 0 - 0 + 0
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-24/3 < 0<x<
x<-2v/3  -2V3 0 24
x<0 2v/3
f(x) konvex infl. konkav infl. konvex inf

- 5x
[ byter teckenialla tre punkterna. Med f(x) = 1 - — 4 ochx? +4=16ix = +2/3:
X

inflexionspunkter (0, 1), (- —2v/3, 1+ —= \/§ (2V3, 1- i)

9 9 1
Viardemangd. P& (—oo, —2] véxer f fran gransvardet 1 till i pa [—2, 2] avtar f fran % till 7 och

1
pa [2, o) vaxer f fran _4_1 mot 1. De lokala extremvérdena &r alltsd globala, och eftersom f ar

kontinuerlig antas alla varden daremellan:

1 9
R(f) = [_4_1’ Z]

Skiss. Kurvan kommer in ovanfér asymptoten y = 1 fran vanster, nar maximum (=2, %), sjunker
genom (0, 1) och nollstallet x = 1 ned till minimum (2, —}1), passerar nollstallet x = 4 och
narmar sigy = 1 underifrdn dax — oo.

lok. max (-2, 9/4)

infl. (0, 1) y=1

lok. min (2, -1/4)

-0,5

-10 == 0 5 10
X

Kontrollerat mot facit. Ldrarens l6sning anger inflexionspunkternas X-vdrden men inte deras y-
vdrden; de dr tillagda hdr.
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6. Skuggan av en mur

En 3 m hég mur star 2 m fran ett hogt hus. En motorcykel med stralkastaren pa kor i morkret mot
muren och pa husvaggen ses da skuggan av muren. Motorcykeln kor vinkelratt mot muren/huset och
har sin stralkastare 1 m éver marken. Muren kan anses ha férsumbar tjocklek.

(a) Harled ett samband mellan skuggans hojd y éver marken pa vaggen och motorcykelns avstand x

fran muren. Rita figur! (2p)

(b) Med vilken hastighet ror sig motorcykeln mot muren vid det tillfalle nar skuggans éverkant ar 6 m
over marken och ror sig uppat med en hastighet av 10 m/s? (3p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Likformiga trianglar och relaterade hastigheter: Implicit derivering av sambandet med avseende
pa tiden.

¢) Ledtrad 2

Ljusstralen fran stralkastaren (h6jd 1) 6ver murens kron (hojd 3) traffar husvaggen i

skuggans 6verkant. Stralens lutning ar densamma fram till muren och fram till vaggen.

¢) Ledtrad 3

3-1 -1 4
= >’ vilket ger y = 3 + —. Derivera med avseende pa t och bestam xury =
X X
6.
2 Lésning

(a) Lagg stralkastaren i hojden 1 pa avstandet x fran muren. Muren star pa avstandet x och huset
pa avstandet x + 2. Ljusstralen som precis passerar murens kron (hojd 3) bestammer skuggans
overkant y pa vaggen. Stralen stiger 3 — 1 = 2 m pa strackan x och y — 1 m pa strackan x + 2, sa
likformighet (samma lutning tan a) ger

2 y-1 N 2(x +2)

tana = — = = y=1
X x+2 X
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4
y=3+—-, x>0
X

(b) Nu &r x = x(t) och y = y(t). Derivering med avseende pa t ger

x(02y (t)
4

4x (1)

FoT Gl

y(@©=-

4 4 :
Vid tidpunkten to ar y(ty) = 6,546 =3 + Tt) ger x(tp) = 3 m. Med y (ty) = 10 m/s:
0

2
, (3) - 10 16 10 40
x(to):—BT:—g-Z:—?m/S

I~

Minustecknet betyder att avstandet till muren minskar:

4
motorcykeln narmar sig muren med ) m/s = 16 km/h

Kontrollerat mot facit.
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