MOO47M-2023-12-21

#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2023-12-21 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_231221.pdf, m0047m_231221sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt
. . . . n k-1 nl-1
e Uppgift 1: induktionsbevis fér summaformeln ', _; e = '
! n!
3x
e Uppgift 2: tre gransvarden, 3= i oandligheten, en trigonometrisk kvot och xXV¥dax - 0F

e Uppgift 3: tangent och stérsta/minsta y-varde for Bernoullis lemniskata (x> + y?)? =
32(x* — y?) via implicit derivering

e Uppgift 4: normallinjen tilly = x* och dess lagsta skarningspunkt med y-axeln
ex/2

e Uppgift 5: extremvarden, asymptoter och teckenschema for i x_ 2 samt
X2 +x-

MATLAB-plottning
o Uppgift 6: Taylorpolynom for arctan x och en rationell approximation av 11

¢) Sa anvinder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrdd 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. En summaformel med fakulteter
Formeln

k-1 n'-1
k! n!

k=1
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galler for alla positiva heltal n. Bevisa detta, till exempel med induktion. (5p)

Totalpoding: 5
&) Ledtrad 1

Ett bevis med induktion aven summaformel.

¢) Ledtrad 2

1
Skriv hégerledet som 1 — - Visa basfallet n = 1, anta formeln fér n = p och visa den fér

n = p+ 1genom att lagga till termen k = p+1.

¢) Ledtrad 3

p 1 p+1
—,OCh——
e+t p! (+D!

Den nya termen ar

Z Lésning

n'-1 |
=1 - —, savivisar att
n! n!

Hogerledet kan skrivas

n
k-1 1
2o T
o K n!

Basfall. For n = 1 ar vansterledet

Induktionssteg. Anta att formeln géller for nagot heltaln = p > 1, dvs. att

c k-1 1
Y = 1- ol (induktionsantagandet)
k=1 '

Daar,med(p+ 1! =(p+1)-pl,
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p+1 p

k-1 k-1 1
e i Tt iR
it k! ot k! (p+1)! p! (p+1)!

p+1 p 1

B R R R TR e VT

vilket ar formeln forn = p + 1.

Enligt induktionsprincipen galler

n _ 1

> ko1 _m-1 for alla heltal n > 1
k! n!

k=1

Alternativt bevis (teleskopsumma). For k > 1 ar

k-1 _k 1 1 1

k' kK (k-D! k!

sa i summan tar termerna ut varandra parvis:

1
(k- 1)!

2 (

k=1

_1 _1_1_ _1
oo m T

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida foljande (aven oegentliga) gransvarden existerar och om s, bestam dem (utan hjalp av

'Hopitals regler):

(a)
' 23x
3
(1p)
(b)
. cos’x—-3cosx+?2
lim
x=0 1-cosx
(2p)
(©)
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lim x'V¥
x—-0"

(2p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Gransvarden och Oegentliga gransvarden: omskrivning med potenslagar, faktorisering och den
anvandbara identiteten f = elnf (Exponentialfunktioner och logaritmer).

¢) Ledtrad 2

(a) Skriv kvoten som en enda potens g*. (b) Taljaren ar ett andragradspolynom i cos x. (c)
Skriv x//VX = ¥ VX och anvand att e! &r kontinuerlig.

¢) Ledtrad 3

3x 8 X
€)) 3= = (§) .(b) cos? x —3cosx + 2 = (cosx — 1)(cosx — 2). () Inx » —oooch

— — +00,
Jx

2 Lésning

(a) Med potenslagarna ar

23X 23x 8X
_ @) _ )

32)( - (32))( - (§

8 .
Eftersom 0 < ) < 1 gar detta mot noll:

23x

im0

(b) Taljaren ar t> — 3t + 2 = (t — 1)(t — 2) med t = cos x. Fér X nara men skilt fran 0 ar cos x & 1,

sa vi kan forkorta:

-1 -2
(COSX )(COSX ) — —(COSX — 2) =2 —-CoSX
1 - cosx
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Detta ar kontinuerligt, sa

cos?x—3cosx + 2

lim 2-cos0=1

x—0 1-cosx

(c) Férx > 0 ar

1y/x Inx

In x
Ddx — 0" garlnx » —o0och — — +0, s& produkten — — —oo. (Har behdvs inget
VX VX

standardgransvarde; det ar ingen obestamd form.) Eftersom ' — Qnart — —oo:

lim x/v*¥ =0
x—-0"

Kontrollerat mot facit.

3. Bernoullis lemniskata
Ekvationen
(34D =32(¢ - y?)
definierar en sluten slat kurva i planet (Bernoullis lemniskata), se nedanstaende figur.
(a) Finn tangenten till kurvan i punkten (\/g, \/5) (3p)
(b) Hitta storsta och minsta vardet pa y for alla punkter (X, y) pa kurvan. (2p)

Totalpoding: 5
¢) Ledtrad 1

Implicit derivering: betrakta y som en funktion av x och derivera bada leden. I (b) soker du
Extremvarden for y langs kurvan.

&) Ledtrad 2

d , ,
Kedjeregeln ger a(x2 +y2)? = 2(x* + y?)(2x + 2yy'). Lés ut y'. Tangenten fas sedan ur

enpunktsformeln. I (b) ar tangenten végrét,y' = 0, dary ar storst eller minst.
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¢) Ledtrad 3

_x(16- (¢ +y?)

YT yAe+ (2R
kurvans ekvation.

I (b): x = 0 ger bara origo, sa X +y2 = 16; sattin det i

¢ Lésning
(a) Punkten ligger pa kurvan:x(z) +y(2) =5+3=8och X% —yé =2,5482=64=32"2.

Implicit derivering med avseende pa x ger
2(* +y*)(2x + 2yy) = 32(2x = 2yy) = (& +y*)(x +yy) = 16x - 16yy
Samla termerna med y':

. x(16 - +y?)
Cy(16 + (2 +y2)’

yy (16+ X +y*) =x(16 - (x* +y*) <y yEO

1(v/5,v/3)arx? + y? = 8, s lutningen &r

. V5(16-8) _ V5
V3(16+8) 33

Enpunktsformeln ger

_Am_ N5 — _V/5x-5+9
y \/§_3\/§(X \/g) y = 3\/§

3 V5x+4
3v/3

(b) Kurvan ar sluten och begransad, s y antar ett stérsta och ett minsta varde pa den. De punkter
pa kurvan dary = 0 arx* = 32x?, dvs. x = 0 och x = +4+/2; dar ary = 0 varken stérst eller
minst (kurvan har punkter med bade y > 0 ochy < 0, t.ex. (v/5, £v/3)). Allts& antas
extremvardena dar y B 0 och tangenten ar vagrat, y = 0:

y

x(16-(x*+y?)) =0 & x=0 eller x> +y>*=16

Med x = 0 blir kurvans ekvation y* = =32y?, dvs. y?(y?> + 32) = 0, say = 0, vilket ar uteslutet.
Alltsa ar x> + y? = 16. Insatt i kurvans ekvation, med x*> = 16 — y:

16° =32(16 - 2y°) e 8=16-2y° < y* =4

Daarx? =16 —4 = 12, dvs. x = +24/3.
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Ymax = 21 (£2v/3,2), Ymin = —21 (£2v/3,-2)

Kontroll med poldra koordinater: x = r cos 0, y = r sin 0 ger r? =32 cos 20, sa"ly2 =

1 1
32 cos 20 sin® @ = 32(1 — 2s)s med s = sin® 0. Det &r stérst for s = i och gery? =32 - 5

1
=4
4

Kontrollerat mot facit.

4. Normallinjer till y = x*
Lat
y=f()=x"
(@) Lat P = (a, f(a)), a E 0, vara en punkt pa kurvan. Finn ekvationen fér normallinjen genom P. (3p)

(b) Normallinjen ovan skar y-axeln i punkten Q = (0, b). Bestam det minsta méjliga vardet pa b och

ange vilken punkt P pa kurvan det motsvarar. Ledning: Finn forst ett uttryck for b i variabeln a. (2p)

Totalpodng: 5
¢ Ledtrad 1
Tangent och normal via derivatan, och sedan en optimering av en funktion av en variabel.

¢) Ledtrad 2

1
Normalen &r vinkelrat mot tangenten, sa dess lutning ar k,, = —m. Satt x = 0 i normalens
a

ekvation for att fa b(a) och minimera sedan b(a).
&) Ledtrdd 3

1 ,
b(a) = i a®, som gar mot +oo bdde dda — Oocha — #o.Lés b (a) = 0.

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2023-12-21 - 2026-10-19 7113


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Derivata
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Extremv%C3%A4rden

MOO065M - M0047M-2023-12-21

¢ Lésning

(@ P = (a,a*) och f (x) = 4x°, s& tangentens lutning &r 4a> & 0 och normalens lutning

_ 1
" 4a3
Enpunktsformeln ger
4 _ a8 1 4
-—a=———kx-a) = =———+—+a
Y 4a3( ) YT T4 T a2

(b) Med x = O far vi
— 1 4
b(a)—4—az+a, a¥o0

Funktionen &r jamn, s& det racker att studera a > 0. Dar ar b deriverbar och

lim b(a) = +oo, lim b(a) = +oo
a-0* a-o

s& minimum antas i en inre punkt dér b (a) = 0:

= a’=

|-
N~
SIS
No

; 1
b(@)=-— +4a>=0 < a° =
2a3

. 3 1
Det &r den enda kritiska punkten féra > 0 (och b (a) = v +12a* > 0). Med @* = 5 och a* =
a
1

7
b( 1)_ 1 +1_1+1_3
V2© 4-1 4 2 4 4
3 1 1
bunin = = for P = (+—, =
min 4 ( \/i 4)
Kontrollerat mot facit.
ex/Z
5. Kurvan ————
xX2+x—2
Definiera funktionen
x/2
= X = _
Y= =575
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(a) Bestam lokala extremvarden och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentligt teckenschema for
derivatan. Konvexitet behdver ej beaktas. Skissera kurvan. (4p)

(b) Beskriv med kod/kommandon hur grafen till denna funktion skulle kunna plottas i MATLAB pa ett
sadant satt att de intressanta delarna av grafen framtrader. (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning: namnarens nollstallen, gransvarden i +oo och ett teckenschema
for derivatan.

&) Ledtrad 2

Faktorisera namnaren: x>

+x—2=(x—1)(x + 2). Undersok ensidiga gransvarden vid
X =1ochx =-2,samtx — oo (exponentialfunktionen dominerar potenser). Derivera

med kvotregeln.

¢) Ledtrad 3

L (xFD)(x—4)e?
P = 12+ 22
bestams av (x + 1)(x — 4).

. Namnaren ar positiv dar den inte ar noll, s& tecknet

/ Losning

(@) Namnarenarx? +x—2 = (x — 1)(x + 2), s& Dy =R \ {-2,1}. Taljaren &r alltid positiv, s&

kurvan skar aldrig x-axeln; y-axeln skars i f(0) = ~5

Asymptoter. Vid too;

X/2 X/2

e e

lim 0, lim 00

x>—o0 X2 +x—2 x—0o X2 +x—2

Det forsta eftersom taljaren gar mot 0 och namnaren mot oo; det andra eftersom
exponentialfunktionen dominerar potensfunktioner. Allts& ar y = 0 vagrat asymptot at vanster. At
héger finns ingen sned asymptot, ty av samma skal ar
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X ex/2
lim e lim ———— =
x>0 X x—o00 X3 + x2 — 2x

1
Vid namnarens nollstallen gar taljaren mot /e respektive —, bada positiva:
e

ex/ 2 ex/ 2

lim ———— =100,  lim ————— = Foo
x=15 (x = 1)(x + 2) x==2t (x — 1)(x + 2)

(vidx=1arx+2 - 3>0;vidx=-2arx—1 - —3 <0). Sammanfattat:

lodrata asymptoter x = -2 och x = 1;  vagrat asymptot y =0 dax — —oo

Derivata. Kvotregeln ger

e +x-2)—e?(2x+1) (¥ -3x-4)e?  (x+1)(x—4)e”?

feo= o x 27 T 2(x- DP(x+2  20x- 12(x+ 2

Kritiska punkter x = —1 och x = 4; derivatan ar odefinieradix = =2 ochx = 1.

x< -2 -2 -2<x<-1 -1 -1<x<1 1
x+1 - - - 0 + +
x-4 - - E - - -
2(x —
+ 0 + + + 0
1%(x +2)°
e + + + + + +
f (%) + odef. + 0 - od
f(x) 2 asympt. 7 lok. max N as
e—l/Z 1 62
lok. max f(-1) = = - ~ —0,303, lok. min f(4) = — ~ 0,411
1-1-2 2\/e 18

Globala extremvarden saknas, eftersom f ar obegransad bade uppat och nedat.

Skiss. Fran vanster startar kurvan strax under x-axeln (asymptoten y = 0), vaxer och gar mot +oo

1
vid x = —27. Mellan asymptoterna kommer den fran —oo, nar lokalt maximum (—1, —7) och
e

gar mot —oovid x = 17. Tillhéger om x = 1 kommer den fran +oo, sjunker till lokalt minimum
2

e
(4, E) och vaxer sedan obegransat.
(b) Exempelvis (lararens kod):
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X = -6:0.01:12; % f& med det intressanta intervallet
f = @(x) exp(x/2)./(x.A2+x-2); 9% 0BS: punktvis potens och kvot
y = £(x);

plOt(lel-llf(_l)lII*II4If(4)lIb*ll[-zl-zjl[_3l3jlIk_-ll[lll:ll[_3l3:|lIk-_l);
axis([-6,12,-3,3]) % begransa y-led, annars dominerar asymptoterna

set(gca, 'XAxisLocation', 'origin', 'YAxisLocation', 'origin')

Det viktiga ar punktvisa operationer ( ./, .~), ett x-intervall som innehaller =2, —1, 1 och 4, och

ett begransat y-intervall med axis sa att extrempunkterna syns trots de lodrata asymptoterna.

|
|
|
|
|
|
|
| lok. min (4, e2/18)
|

1
y=0déx—>—00/
> 0

|
|
|
|
|
|
lok. ma¥ (-1, -TR2Ve))
|
|
I

Kontrollerat mot facit. Ldrarens figurtext skriver e¥/4, ett skrivfel; rikningen och koden anvénder

ex/ 2

6. Taylorpolynom f£6r arctanx och en approximation av 71
Satt
f(x) = arctan x.
(a) Finn tredje ordningens taylorpolynom P3(x) till f(X) kring punkten 0. Lagranges restterm behover ej

beraknas. (3p)
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(b) Man kan visa att
1 1
m = 4 (arctan 5 + arctan 5) .

Anvand taylorpolynomet P3 du funnit ovan for att finna en rationell approximation av 7. (2p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Taylors formel for en arcusfunktion.

&) Ledtrad 2

f()2+f(0) ;s

P3(x) = f(0) + f (0)x + 3l df(X)_
¢) Ledtrad 3
f'(x)= —( 2 )2 ochf (x) = fz—;;.l(b): berdkna P53 (%)och Py (%)

J Lésning

(a) Derivatorna:
i 2x
W= 0= gy
0 = 2(1+x°) +2x-2(1+x%) - 2x _ 2(1+x°) +8x° _ 6x* -2
(1+x2)* (1+x2)° (1+x%)°

Ix=0:f(0)=0,f(0)=1,f (0)=0o0chf (0)=—2.Allts&

2
P3(X)=O+x+0-x2—§x3 = P3(X):x—%

(b) For sma x ar arctan x & P3(x):

1 1 1 11 1 1 1 26
arctan - ® — - —— = —, arctan - 8 — - ———
2 2 3-8 24 373 3-27 81
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Med gemensam namnare 3 * 8 * 27 = 648:

297 +208 _ 505
24 81 648 162

TN 205 ~ 3,117
162

Felet ar ungefar 0,024.
o . s " utv
Anmdrkning: Identiteten foljer av additionsformeln arctan u + arctan v = arctan 1 (for
1, uv
5 T % s
uv < lochu,v>0):2—> =1,ocharctanl = "
6

Kontrollerat mot facit.
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