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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2023-10-26 Kalla: originaltentamen och lararens

[6sningar (m0047m_231026.pdf, m0047m_231026sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M

med samma innehdll.

Oversikt

9
2
e Uppgift 1: koefficienten for X3 (X2 - —3) och antalet handskakningar mellan nio personer
X

sin 4x
e Uppgift 2: tre gransvarden: " , ett rotuttryck och arcustangens av en kvot
an x

i oandligheten
e Uppgift 3: alla normallinjer till y = x*> — 2x genom punkten (1, )
e Uppgift 4: injektivitet, vardemangd och invers for v/3x + 13 — +/3x — 3

x2—-5x+4

x2+4x+4
o Uppgift 6: relaterade hastigheter, hdjden hos en brandman pa en stege som reses

e Uppgift 5: extremvarden, inflexionspunkter, asymptoter och vardemangd for

och forlangs

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtradd 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad

mot lararens facit.

1. Binomialsatsen och handskakningar

(a) Bestam koefficienten for x8-termen i binomialutvecklingen av

2 9

2—_
"~

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2023-10-26 - 2026-10-19

1/13


file:///opt/buildhome/repo/public/tags/tenta
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/matematik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/envariabelanalys
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/kurser/M0065M

MOO065M - M0047M-2023-10-26

(3p)

(b) Vid ett méote deltog nio personer. Innan motet skakade alla personer hand med varandra en gang.
Hur manga handskakningar utférdes totalt innan métet? (2p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrad 1

(a) ar binomialsatsen med binomialkoefficienter; (b) ar en rakneuppgift som kan l6sas med en
aritmetisk summa eller en binomialkoefficient.

¢) Ledtrad 2

n 2
@ (a+b)y"=Yy;, (k)a”_kbk meda = x?ochb = v Skriv den allmanna termen som en

konstant ganger en potens av x. (b) Varje handskakning ar ett par av personer.

&) Ledtrad 3

(a) Den allminna termen innehéaller x'879K; valj k sa att exponenten blir 8. (b) Antalet

. 03
par bland nio personer ar (2).

¢ Lésning

(a) Binomialsatsen ger

29 99 g 2Kk 99 ° 9
2_ 4N 2 _cN = 1k 18-2k-3k — _ 91k, 18-5k
0= = LG (5 = L QI 2 ()2

Exponenten ar 8 nar 18 — 5k = 8, dvs. k = 2. Den termen ar

9 9-8
(2K = —= - 4x’ =36+ 4x" = 144x°

koefficienten ar 144
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(b) Kalla personerna p1, po, ..., Pg. Person p; skakar hand med 8 personer, p, med 7
nya (handslaget med p; ar redan réknat), p3 med 6 nya och sa vidare. Totalt blir det den
aritmetiska summan

® 8.9
8+7++2+1= Zk:_:
k=1

9
Alternativt: varje handslag motsvarar ett val av tva personer bland nio, vilket kan géras pa (2) =

98 _ g
— = satrt.
2

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida féljande (aven oegentliga) gransvarden existerar och om sa, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a)
. sin4x
lim .
x—0 tanx
(1p)
(b)
x=3 /X +6-3
(2p)
()
) v/ 4x8 + 9x8 — 6x3 sin x
lim arctan ( — ).
X— 00 5x7e™X — 2x4
2p)

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

Gransvarden av typen [8] och ett gransvarde i oandligheten, som l6ses med

standardgransvarden, forlangning med konjugat och utbrytning av den dominerande termen.

¢) Ledtrad 2

sin x sint

och anvand - — 1. (b) Férlang med v/x + 6 + 3. (c) arctan ar
X
kontinuerlig, sa gransvardet kan flyttas in i argumentet; bryt ut x* i taljare och namnare.

(a) Skrivtan x =

¢) Ledtrad 3

sin 4x sindx  x
(@ =cosx'4- * ——. (b) Namnaren blir (x + 6) =9 = x — 3. (c)
~ tanx . 4x  sinx
sin x X .
—— - Qoch — - Onéarx — oo,
X ex
Z Lésning

e 0 sin x i .o, sint .
(a) Gransvardet ar av typen [6]' Med tan x = och standardgransvardet T - ldat -

COS X
0:
sindx sindx 1 3
X1£% pr—— —)l(l{r(l)COSX 4 i SIx =1-4-1 1—

X
(b) Ocksé typen [%]. Forlangning med namnarens konjugat:

x-3  (x=3)(vx+6+3)
ViT6-3 (eg-9  VXTOTH XES

. R= 8
lim

Iy g = V8 +3=[6l

(c) Eftersom arctan ar kontinuerlig racker det att bestamma gransvardet av argumentet. For x > 0

. 3 6 4 9 4 . 3 7 —x 4 X3
arv4x° +9x% = x"4/ 4 + — och X™ dominerar i namnaren eftersomx’e * = x
X

ex’
Utbrytning av x4 ger
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9 sin x
VAEToE -edsinx _ V4T 0 T 2-6-0_
5x7e™X — 2x* - x3 T 5.0-2
5;‘2
3

sin x . X .
Har gar —— — Oeftersom | sinx| < 1,0ch — — 0 ar ett standardgransvarde. Alltsa &r
X e

. V4x8 + 9x6 — 6x3 sin x
lim arctan (

X 00 S5x’e™* — 2x4

T
= arctan(—-1) = |——
) (D=3

Kontrollerat mot facit.

3. Normallinjer genom en punkt

Finn alla normallinjer till kurvan

y =) = - 2x
som gar genom punkten Q = (1, %) (5p)

Totalpodng: 5
¢ Ledtrad 1

Tangent och normal till en kurva, se Derivata: normalen i en punkt star vinkelratt mot

tangenten dar.

¢) Ledtrad 2

L&t P = (a, a® — 2a) vara en godtycklig punkt pa kurvan. Om f (a) & 0 har normalen

lutningen —ﬁ; satt in Q i normalens ekvation och [8s ut a. Glém inte fallet f (a) = 0, dar
a

normalen ar lodrat.

¢) Ledtrad 3

Villkoret blira®> — 2a — 3 = 0.1a = 1 4r tangenten vagriat, och normalen x = 1 gar

genom Q.
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¢ Lésning

Forst: f(1)=1-2=-1F % s& Q ligger inte p& kurvan. L&t P = (a, a* — 2a) vara en punkt pa
kurvan. Derivatan ar f (x) = 2x — 2, s& tangenten i P har lutningen 2a — 2.

och ekvationen

Fallet a & 1. Normalen har lutningen "5
a—

X—a
2(a@-1)

+a’-2a

y=-

Den gar genom Q = (1, %) om

T2 178 2 pa=ti-20 = @-2a-3=0 = @@-17=4
5 2@-1) a a—2 a a a a = (a =

dvs.a = 3ellera = —1.

x—3 15—x
+3= :

1
-a=3:P1=(3,3),lutning—‘—l,ochy=— 2 3= 2
a=-1:P, = (-1,3), lutning =, ochy = *+ = + 3= 13+ X
- P, »3), lutning 7, ochy 7 1

Falleta = 1.Da arf (1) = 0, tangenten i P; = (1, —1) ar vagrat och normalen &r den lodrata
linjen x = 1. Den gar genom Q, eftersom Q har x-koordinaten 1.

Det finns alltsa tre normallinjer genom Q:

_15-x _ 13 +x
s YT

y

15-1 13+1 7 . 2
= ) = 5 Linjen x = 1 &r kurvans symmetrilinje, eftersom x° — 2x = (x -

1)? — 1, sa de tva sneda normalerna ar varandras spegelbilder i den.

Kontroll:

Kontrollerat mot facit. I figuren i ldrarens [6sning stdr den andra normalen somy = (x — 13)/4 i
13 +x

teckenférklaringen, men texten och utrdkningen gery = , som dr rdtt (den gar genom Q).

4. Injektivitet, vardemangd och invers

Lat

f(x) =+/3x+13-+/3x-3, x € [1,).
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(a) Visa att f ar injektiv (dvs. ett-till-ett). (2p)
(b) Finn vardeméangden R(f) for f. (1p)
(c) Finn inversa funktionen f 1 till f. (2p)

Totalpoding: 5
&) Ledtrad 1

Funktioner och invers: en strangt monoton funktion &r injektiv, och inversen fas genom att l6sa

x = f(y)fory.

¢) Ledtrad 2

(a) Derivera och visa att f'(x) < 0f6rx > 1. (b) Vardemangden gar fran limy - o f(X) till f(1).
(c) Forlang med rotkonjugatet: (1/3y + 13 — /3y —3) (+/3y + 13 + /3y — 3) = 16.

¢) Ledtrad 3

16 16
b) f(x) = .(c) D& galler /3y ¥ 13+ /3y —3 = —;
(b) f(x) TSR (c) D3 galler /3y V/3y "

subtrahera ekvationen 4/3y + 13 = 4/3y = 3 = x.

2 Losning

(@ Forx > 1ar

3 3

(%) =
F &) 2v/3x+13 24/3x-3

Férlangning med /3x — 3 + 4/3x + 13 ger taljaren (3x — 3) — (3x + 13) = —16:

/3x-3-4/3x+13
V3x+134/3x-3

3
2

-24
<0
(v3x =3 ++/3x+13)/(3x + 13)(3x - 3)

fx) =

eftersom alla faktorer i nAmnaren &r positiva. f ar kontinuerlig pa [1, ) och har negativ derivata
pa (1, 00), sa f ar strangt avtagande pa [1, o). En stréangt avtagande funktion antar varje varde

hogst en gang:

f ar injektiv
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Alternativt: anta f(a) = f(b), flytta om till +/3a + 13 + /3b — 3 = v/3b + 13 + 1/3a — 3 och
kvadrera tva ganger; det ger 48b = 48a, dvs.a = b.

(b) f(1) = v/16 — +/0 = 4. Med rotkonjugatet &r

(3x+13)-(3x-3) _ 16

S PN e AN TR TN

0, x— oo

Funktionen &r kontinuerlig och strangt avtagande, antar vardet 4 i x = 1 och narmar sig 0 utan att
na dit (den ar positiv). Alltsa

R(f) = (0,4]

(c) Inversen y = f~!(x) ar definierad fér x € R(f) = (0, 4] och uppfyller
x=4/3y+13-4/3y-3
Multiplikation med rotkonjugatet ger x (1/3y + 13 + /3y — 3) = 16, sa vi har systemet

{\/3y+13—\/3y—3=x

16
V3y+13+,/3y-3=—
X

Den forsta ekvationen subtraherad fran den andra ger

16 — x?
2X

16
24/3y—-3=——-x <& 4/3y—-3=
X

Hogerledet ar > 0 for 0 < x < 4, sa kvadrering ar en ekvivalens har:

2

16 - x° (16 —x*)*  12x* +256 — 32x* + x*
3y-1)= = y=1+ =
O=D=(=5") Y 122 122
4 2
_ - 20x° + 256
fl(x)ZX 1;2 , 0<x<4
X

256 — 320 + 256
192

Kontroll: f1(4) = = 1, som det ska eftersom f(1) = 4.

Kontrollerat mot facit.

x> -5x+4

5. Kurvan =
x-+4x+4

Betrakta funktionen
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x> —5x+4
x2+4x+4

y=fx=

Bestam lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentliga
teckenscheman. Ange funktionens vardemangd R(f). Skissera kurvan. (5p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning av en rationell funktion: asymptoter, teckenschema for derivatan
och andraderivatan.

&) Ledtrad 2

x-Dx-4)

Faktorisera: f(x) = T Namnarens nollstélle ger en lodrat asymptot, och
X

gransvardet da x — 00 en vagrat. Derivera med kvotregeln och forkorta med x + 2.

¢) Ledtrad 3

9(x—2)

22 e ) = - 18(x — 4)

00 w

2 Lbésning

x-D(x-4)

Nollstéllen. f(x) = G+ sé& kurvan skar x-axeln i x = 1 och x = 4, och y-axelni f(0) =
X

1. Definitionsmangden ar x & —2.

Asymptoter.
-5, 4
lim f(x) = lim —X—X =1
X £00 xox0 4 4
1+ -+ —
X x2

say = 1 arvagrat asymptot at bada hallen (och da finns ingen sned). Nar x — —2 gar taljaren
mot (—3)(—6) = 18 > 0 och namnaren (x + 2)> — 0" fran bada sidor, s&

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2023-10-26 - 2026-10-19 9/13


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Grafritning-och-asymptoter
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Extremv%C3%A4rden
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Andraderivata-och-konvexitet

MOO065M - M0047M-2023-10-26

lim f(x) = +oo

x—- -2t

asymptoter: y = 1 (vagrat, x — +o0) och x = —2 (lodrat)

Derivata. Med f(x) = m
(x+2)°
, x-5)(x+2) - (x*-5x+4)-2(x+2) (2x*-x-10)—(2x*-10x+8) 9(x-
Fe9= (x +2)* ) (x+2)3 ) (x+
x <=2 -2 —2<x<2 2 x>2
9(x-2) - - - 0 +
(x+2)° - 0 + + +
f () + odef. - 0 +
f(x) 2 asymptot N lok. min 2
lok. min f(2) = %(G)Hl o

Andraderivata.

9(x+2) -9(x—2)-3(x+2)* 9(x+2)-27(x-2) _ 18(x—4)

6= vy (v oy (v oy
x<-2 =) -2<x<4 4 x>4
-18(x — 4) + + + 0 -
(x+2)* + 0 + + +
f'(x) T odef. T 0 =
fx) konvex asymptot konvex infl. konkav
Teckenbytetix = 4 ger, med f(4) = 0,
inflexionspunkt (4, 0)

1
Vardemangd. Pa (=2, 2] ar f kontinuerlig och avtagande fran +oo (vid x — —2) till —g, sd alla

1
varden i [_é’ ) antas redan dar. Forx < —2arf(x) -1 = -

X
(x +2)?

> 0, och for x > 2 vaxer f

1 1
fran —§ mot 1; inga varden under _§ antas nagonstans. Alltsa ar minimet globalt, det finns inget

storsta varde och
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R() = [-5,%)

Skiss. Till vanster om x = —2 vaxer kurvan fran asymptoten y = 1 (ovanfér den) upp mot +oo. Till
1
héger om x = —2 faller den frén +00, skdr y-axeln i 1 och x-axeln i 1, ndr minimet (2, _5) stiger

genom inflexionspunkten (4, 0) och narmar sig y = 1 underifran.

-10 =3 0 5 10

Kontrollerat mot facit.

6. Brandmannen pa stegen

Nederdelen av en stege pa en brandbil ar fast pa ovansidan av bilen pa en hojd 3 meter éver marken.
Stegen reses genom att 6ka vinkeln 8 samtidigt som man férlanger stegens langd fran 6 m med [, se
nedanstaende figur.

Figuren i tentan: stegen ar fast i punkten O pa brandbilens tak och bildar vinkeln 8 med
horisontalplanet. Den fasta delen &r 6 m l&ng och den utskjutna delen [; brandmannen sitter i stegens
ande A.

Langst ut pa stegen sitter en brandman. Hur fort 6kar brandmannens héjd y éver marken vid den

tidpunkt nar stegen férlangts med I = 2 m och langden 6kar med en hastighet av % m/s samtidigt som
b

g och 6kar med vinkelhastigheten

vinkeln ar @ =
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1
= — rad/s?
14

(5p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrad 1

Relaterade hastigheter: stall upp ett samband och derivera med avseende pa tiden med produkt-

och kedjeregeln (jamfor Implicit derivering).

¢) Ledtrad 2

Stegen har langden 6 + [ och lutar vinkeln 0, sa brandmannen &r (6 + ) sin 0 6ver
fastpunkten:y = 3+ (6 + [) sin 6, dar bade [ och 6 beror av t.

¢) Ledtrad 3

d—);:%sin9+(6+l)cost9-%.Séttinl=2,%=%,9=

2%
=~

IR
o
(@]
0

2 Lbésning
Brandmannens hojd éver marken ar
y(6) = 3+ (6 + () sin 6(0)

Derivering med produkt- och kedjeregeln:

dy di do

— = —sin@+(6+1 0 —
It dtsm ( ) cos 00
o . d 1 m do 1 .om 1
Vid tidpunktentyarl =2m, — = = m/s, 0 = — och — = @ = — rad/s. Med sin — = = och
dt 5 6 dt 14 6 2
cosn—\/g'
6 2
d 1 1 3 1 1 2v3
< :—'—+8'£'—= —+—\/—N0,59m/s
dt 5 2 2 14 10
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2
24/3 12 12

1 ,2V/3 1
Uppskattning utan rdknare: (——) = — ~% — = —,sa ~ — och — ~ 0,6 m/s.
L2 = () =87 73 /
Kontrollerat mot facit.
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