MOO47M-2023-08-16

#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2023-08-16 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_230816.pdf, m0047m_230816sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt

e Uppgift 1: aritmetisk summa, husnumren pa Pells gata och Ramanujans hus
0
e Uppgift 2: tre gransvarden av typen 6 utan UHopital: trigonometriskt, med rotuttryck och

med exponentialfunktioner
e Uppgift 3: bestam k sa att /4 och k+/x tangerar varandra, och den
gemensamma tangenten
e Uppgift 4: inverterbarhet och invers till v/X2 + 6x, samt g ur g(f(x)) = (x + 3)?
e Uppgift 5: extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter for (x*> — 5x + 4)e¥/?
e Uppgift 6: maximal area av triangeln mellan koordinataxlarna och en tangent till 1 — Inx

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtradd 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad

mot lararens facit.

1. Husnumren pa Pells gata
Husen langs Pells gata ar numrerade i ordning 1, 2, 3, ... anda upp till 49.
(a) Vad ar summan av alla husnumren pa Pells gata? (2p)

(b) Ramanujan bor langs denna gata i hus nummer m. En dag observerar han att summan av numren
pa husen till vanster om hans hus ar samma som summan av numren pa husen till h6ger om hans hus.
Vad ar m? (3p)
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Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

En aritmetisk summa.

&) Ledtradd 2

n(n+1) . . .
1+2+:++n=——=_1(b)arsumman till vinsterom hus mlikamed 1+ 2 + =+ +

2
(m-1).

¢) Ledtrad 3

Hela summan &r vanstersumman plus m plus hégersumman, och de tva sidosummorna

-1
érlika:S49=2' u+m

¢ Lésning

(a) Summan av de n foérsta positiva heltalen ar den aritmetiska summan

n
Sp=1+2+--+n=Y k=
k=1

nn+1)
2

49 - 50
Sag = 5 =49-25="7%-5%=35%=[1225

(b) Numrera husen 1, 2, ..., 49 fran vanster till hger. Summan av husnumren till vanster om hus
m ar

(m-1)m

Sma =142+t (m=1) = —

och enligt villkoret &r summan till hoger lika stor. Hela summan ar darfor

2 2

So= Gl ELd G =90 D B o=
49 — m-1 \Tn/ \m/—/l - ) m=m mr—m=m

hus 1,...,m—-1  NUSM by m+1, . 49

Med (a) blir m? = 352, och eftersom m > 0:
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m =35

3435

Kontroll: 1 + ++- + 34 = =5950ch 36 + -+ +49 = 1225 - 595 - 35 = 595.

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden av typen 0/0

Avgor huruvida foljande (aven oegentliga) gransvarden existerar och om s, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a)
. sin® x
lim —
x—0 sin x2
(1p)
(b)
I V1+4x-1
im-————
0 \JArx-2
(2p)
()
o4 -1
lim
x—0 4X — )X
(2p)

Totalpoding: 5

¢) Ledtrad 1

0
Alla tre ar Gransvarden av typen 6 som ska hyfsas algebraiskt eller foras tillbaka

pa standardgransvarden.
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¢) Ledtrad 2

sint
(a) Dela taljare och namnare med x% och anvand T — 1. (b) Férlang med rotkonjugaten

till bade taljaren och namnaren. (c) Skriv 4* = (2)‘)2 och faktorisera.

¢) Ledtrad 3

b)(v/1+4x—-1)(v/1+4x+1)=4xoch(v/4+x-2)(vV4+x+2)=x.(c)4 -
1=02-1D2*+ 1)ochd*—2¥=2¥2* - 1).

¢ Lésning

(a) Dela taljare och ndmnare med x2:

)
sin x
) I 3)
.oosin“x . X 1
lim — =lim —— =—=
x—-0 Sin x x—0 sinx 1

X2

sint
dar bada kvoterna gar mot 1 enligt standardgransvardet e - 1dat - O(medt=x

respektive t = x?).

(b) Forlang med bada rotkonjugaten:

VItax-1  (VT+ax—-1)(VT1+ax+1)(/4+x+2)
4+x-2  (VATx-2(WA+x+2(/1+4ax+1)
:4X(M+2):4. Va+x+2
x(v/1I+4x+1) Vitax+1’

xEO

Det sista uttrycket ar kontinuerligt i x = 0, sa

1+4x-1 2+2
i YO, 242
=0 \/4+x-2 1+1

(c) Med 4% = (2%)? blir

#-1 _ @-DER+1) _ 2¥+1

, XEO

M-k X -1) 2

sd
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Kontrollerat mot facit.

3. Nir tangerar ¢’* och k./x varandra?
Lat x > 0 och definiera
fe=e", g =kvkx.
(a) Finn det k > 0 som gor att funktionerna f och g tangerar varandra i en punkt. (4p)
(b) Bestam funktionernas gemensamma tangent for detta varde p& k. (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Tva kurvor tangerar varandra i X = a om de har samma funktionsvarde och samma derivata dar,
dvs. samma tangent.

&) Ledtrad 2

Stall upp ekvationssystemet f(a) = g(a), f (a) = g'(a) med de tva obekanta a och k.
Tangenten fas sedan med enpunktsformeln.

¢) Ledtrad 3

: e : k u 4k
a) = — och g (@) = ——=. Ersatt e~ i den forsta ekvationen med
f@==ong@= 5= NG

andra; det ger k(a — 2) = 0.

fran den

2 Lbésning

(a) Derivatorna ar
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, e¥4 , k
X = —, X = —_——
f0=7 Jw=5%
Kurvorna tangerar varandraix = a om

['ea/4 = ky/a,

ea/4 k

4 2va

2k
a4 = Z_ 1Insattiden forsta:

a
2k

k\/c_1=% e ka=2k < k(@-2)=0

Eftersom k > 0 &r a = 2. Den forsta ekvationen ger da

Den andra ekvationen ger e

4 =kv2 = \Je=ky2 = |k

NI ®

och tangeringspunkten ar (2, \/E)

14
Varfér bara ett k? f ar vaxande och konvex (f" = 1_6 > 0) medan g &r vaxande och konkav (g” =

—m < 0). Fér mindre k ligger g hela tiden under f, och fér storre k skar kurvorna varandra i tva
X
x/4

punkter med olika tangenter. Ekvivalent: k\/)_< = = k= 7 och hogerledet har sitt
X

minsta varde /e/2 justix = 2.

, e
(b) Tangenten genom (2, 1/€) har lutningen [ (2) = \/T_ Enpunktsformeln ger

Ve

4

y-ve= Y2 = |y= Y

Kontrollerat mot facit.

4. Inversen till +/x? + 6x

Definiera

9= v/ 7 o

forx > 0.
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(a) Visa att f ar inverterbar. (1p)
(b) Finn inversen {1 till f. (3p)
(c) Bestam funktionen g om
g(F() = (x + 3)2.
(1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Funktioner och invers: en strangt vaxande funktion &r injektiv och alltsa inverterbar.

¢) Ledtrad 2

(a) Visa att f > (. (b) Bestam vardemangden (den blir inversens definitionsméangd) och l6s
x = f(y) féry. (©) Skriv (x + 3)> med hjalp av f(x).

&) Ledtrad 3

Kvadratkomplettera: y? + 6y = (y + 3)? — 9. Valj det tecken framfér roten som ger
y > 0.1(c)ar(x+3)* =x*+6x+09.

J Lésning

(@) Forx > 0 ar

; 2X+6 x+3
f(x)= > = = >
2/x2+6x /X2 +6x

sa f ar strangt vaxande pa (0, ), alltsa injektiv (1-1) och darmed inverterbar. ®

Alternativt: om f(x1) = f(xp) s& &r x3 + 6x; = X3 + 6x, dvs. (X; = X2)(X; + X, + 6) = 0. Eftersom

X1 +x2 + 6> 6foljer x; = xo.

(b) f ar kontinuerlig och strangt vaxande med
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lim f() =0,  limf() = limxy/1+ 5 _
x-0" X—00 X— 00 X

s8 Ry = (0, o), och det &r definitionsmangden fér f 1. Satty = f~!(x), dvs.x = f(y) med x,y >
0:

X=1/y2+6y=x"=y’+6y & x*+9=(y+3)? & y=-3++/x2+9
Minustecknet ger y < 0, men f~! ska anta varden i Dy = (0, o). Alltsd
fle=vx2+9-3, x>0
Kontroll: f (Vx2 +9-3) = 1/(y +3)2-9=vx2+9-9 = xférx>0.

(c) Eftersom
(x+37 =2 +6x+9= (VT 60) +9=f(x)2+9
arg(f(x) = f(x)* +9, s

gex) =x* +9

(P& Rf = (0, )). Samma svar fdss med t = f(x) <= x = fO: g = (1) + 3)2 =

(V2 + 9)2 = +09.

Kontrollerat mot facit. Lirarens [6sning skriver i (a) némnaren som / x% + 2x, ett tryckfel for
VX2 + 6x; slutsatsen f > 0 pdverkas inte.

5. Kurvan (x* — 5x + 4)e¥?
Definiera funktionen
y = f(x) = (x* — 5x + 4) €.

Bestam lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentligt
teckenschema 6ver derivatan. Skissera kurvan. (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning: gransvarden i £oo, teckenschema for derivatan och andraderivatan

for inflexionspunkter.
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&) Ledtrad 2

Anvind att exponentialfunktionen dominerar potensfunktioner: X"e¥? — 0dax — —oo.
Undersok f(x)/x dd x — oo, Derivera med produktregeln och bryt ut e¥2.

¢) Ledtrad 3

(X2 =3) o g X2 +3x - 8 2

ochf (x) =

f) == ;

2 Lésning

Nollstillen. f(x) = (x — 1)(x — 4)e¥’?, s& kurvan skar x-axeln i x = 1 och x = 4, och y-axeln i

f(0) = 4.

Asymptoter. f ar definierad och kontinuerlig pa hela R, sa det finns inga lodrata asymptoter.
Eftersom en exponentialfunktion dominerar en potensfunktion ar

lim f(x) = lim (x*e¥? - 5xe"* + 4¢¥°)=0-0+0=0

sdy = 0 ar vagrat asymptot dd x — —oo, At hoger ar

f()

4
lim f(x) = oo, lrn =lim(x-5+ ;)ex/zzoo

sa dar finns ingen sned asymptot.

enda asymptotenary = 0dax — —oo

Derivata.

X/2

ex/2

xz—x—6€X/2 _ (x+2)(x-3)

f() = (2x=5)e" + (& ~5x+4) ; ;

Kritiska punkter: x = =2 och x = 3.

x<-2 =) -2<x<3 3 x>3
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x<-2 -2 -2<x<3 3 x>3
x-3 - - - 0 +
)
e + + + + +
2
f (%) + 0 - 0 +
fx) 2 lok. max N lok. min 2

f(-2)=(4+10+4)e ! = 1?8, f(3) = (9 — 15 + 4)e>? = —2¢3”

18
lok. max f(-2) = — #~ 6,62, lok. min f(3) = —2¢** ~ 8,96
e

Minimet &r ocksa globalt (forx < =2 arf > 0ochf — 0), men globalt maximum saknas.

Andraderivata.

— —l_:—e

F=——e 2 2 4

Nollstallena ar

3 9 -3+ v41
r1,2:—§i\/z+8:T, r~-470, r,=~1,70

Bada ar enkla nollstallen, s& f byter tecken: f > (0 (konvex) forx < rjochx > ry, f <0
(konkav) for r1 < x < ry. Eftersom x*> = 8 — 3x i dessa punkter ar f(ry=(012- 8r)er/2, sd

-3+ v41
2

inflexionspunkter i x = | f(r1) = 4,73, f(r2)~-3,78

5<V41<7ger-5<r; <-4ochl<r,<2)

Skiss. Kurvan kommer in langs x-axeln fran vanster (ovanfér den), ar konvex fram till
inflexionspunkten vid x & —4,7, nar maximum (—2, 18/e), sjunker genom (0, 4) och nollstallet
x = 1, passerar inflexionspunkten vid x ~ 1,7, nar minimum (3, —2e%?) och vaxer sedan snabbt
genom x = 4 mot oo,
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lok. max (-2, 18/e)

-10 min (3, —2e”(3/2))
=0 =3 0

Kontrollerat mot facit. Ldrarens l6sning anger inte inflexionspunkternas y-vérden; de dr
tillagda har.

6. Stérsta triangeln under en tangent till 1 —Inx
Betrakta funktionen
y=f(x)=1-Inx, 0<x<e.

(@) Lat P = (a, f(a)) vara en punkt p& kurvan ovan. Stall upp ett uttryck fér arean A av triangeln som
begransas av koordinataxlarna och tangenten till kurvan f genom punkten P. (2p)

(I tentan visas en figur med kurvany = 1 — In x, punkten P och tangenten genom P, som tillsammans
med koordinataxlarna begrdnsar triangeln A.)

(b) Finn det varde a € (0, e] for vilket arean av triangeln ovan ar maximal. (3p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Ett optimeringsproblem pa ett halvéppet intervall; forst behovs tangentens ekvation (Derivata).
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¢) Ledtrad 2

Tangenten &ry = f(a) + f (a)(x — a). Triangelns kateter &r tangentens skarningar med
axlarna. Jamfoér sedan A i kritiska punkter med vardet i a = e och gransvardetdda — 07.

¢) Ledtrdd 3

a2 — Ina)?

Tangenten bliry =2 —Ina - X ochA(a) = ,med A'(a) =
a

_(2-Ina)lna
— 5

Z Lésning

, 1 1
@fKx= Y sa tangenteni(a, 1 — In a) har lutningen e

1 X
y—(l—lna)=—a(x—a) = y=2—lna—a

Den skar y-axeln (x = 0)iyg = 2 — Ina och x-axeln (y = 0) i Xy = a(2 — In a). Bada &r positiva
for 0 < a < e. Triangeln &r ratvinklig med kateterna xo och yo:

Xoyo _ a2 —In a)

A(a) = 5 >

(b) Derivera:

2_21na(2—lna—2) _ _(2—1n2a)1na

Ala) = %(2 ~Ina)® + g .22 -Ina) - (—%) —

A =0férlna = Oellerlna = 2,dvs.a = 1ellera = e; baraa = 1 liggeri (0, e]. P& intervallet
ar2-Ina>0,sa

0<a<1 1 1<a<e
—Ina + 0 -
2-Ina + + +
A(a) + 0 =
A(a) 2 max N

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2023-08-16 - 2026-10-19 12713



MOO065M - M0047M-2023-08-16

Jamfor med intervallets andar:

22 e2-1)? e , 1.
=2, Ale) = ———— = 5 <2, lim A(a) = 5 llr{)l+ (4a —4alna + (-
a—

1
A(l) =
() 2 a-0"

diralna — Ooch+/alna — 0 &rstandardgransvérden. Arean &r allts& storst for

a=1, Apy=2

. y 1-1 p
(RvenA'(@) = - — 9 ger A"(1) = -1 < 0))
Kontrollerat mot facit.
Se aven
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