MOO47M-2023-05-25

#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2023-05-25 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_230525gen.pdf, m0047m_230525sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till
M0065M med samma innehdll.

Oversikt

3a, +2
a, +2

e Uppgift 1: induktionsbevis for en sluten formel for den rekursiva talféljden ap+1 =

och féljdens gransvarde
4x

e Uppgift 2: tre gransvarden: In sinx — In x, och en rationell funktion av typen [%]

e Uppgift 3: tangenten till Descartes folium 2(x3 +y3) = 9xy i punkten (1, 2)

e Uppgift 4: gemensamma tangenter till kurvornay = x? ochy = x4

e Uppgift 5: extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter for Xt - 2—38x3 + 20x2
e Uppgift 6: optimering, den kortaste stegen éver en mur

¢) Sa anvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad

mot lararens facit.

1. En rekursiv talféljd och induktion
Lat

3x+2

, x>-1
xX+2

f(x) =

Definiera talfljden {a,} rekursivt genom
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{ao =1,
3a, + 2
At = f(an) = ann+ 2

(a) Visa med induktion att

44—

an—m, n:0,1,2,....

(4p)

(b) (MO047M) Man kan visa (behdvs ej) att talfljden {a,, } konvergerar mot ett gransvarde a narn —

00, Ge forslag pa MATLAB-kod/kommandon som kan visa vad detta gransvarde ar. (1p)

(b) (M0029M/M0057M) Man kan visa (behdvs e)) att talféljden {a, } konvergerar mot ett gransvarde a

narn — oo, Bestam a. (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Ett bevis med induktion for en rekursivt definierad talféljd, och sedan ett gransvarde av
en talfoljd.

¢) Ledtrad 2

3ap+2

och visa att
a, + 2

Basfallet ar n = 0. Anta att formeln galler for n = p, sattindeniap+1 =

resultatet ar formeln med p + 1 i stallet for p.

¢) Ledtrad 3

Forlang bréket med 2 * 4P + 1. Taljaren blir 16 * 47 — 1 och namnaren 8 - 4”7 + 1, och
16 - 4P = 4 - 4P*1 For gransvardet: dela taljare och namnare med 4.

J Lbésning

(a) Basfall. For n = 0 ger formeln

4-4°-1_4-1_3
2:49+1 2+1 3

:1:(10
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Induktionssteg. Anta att formeln géller for ndgot n = p > 0, dvs. att

4-4° -1
-

S (induktionsantagandet)

Ddara, > 0,sd a, + 2 F 0. Insattning i rekursionen och férlangning med 2 - 47 + 1 ger

4-4 -1
3a,+2 S o mi1 T2 344 -1)+22 -4 +1)
ap+2 A4 ¥-1 O @e-1+2Q2-4+1)

240 +1
124 -3+4-4+2 164 -1 4-41-1

4-4p—1+4-4p+2  8-4+1  2-41+1

ap+1 =
2

vilket ar formeln fér n = p + 1. Enligt induktionsprincipen galler

4-4"-1
a,= ——— forallan=0,1,2,...
2:-4"+1
. 5 21 85 .
(Kontroll: rekursionen ger a; = 5 a = E as = E och formeln ger samma varden.)

(b) (M0047M) Exempelvis berdknas och plottas foljdens forsta termer med formeln fran (a):

nmax = 10;

n = 0:nmax;

an = (4%x4.Mn - 1)./(2%4."n + 1); % OBS: punktvisa operationer

plot(n, an, 'x') % termerna planar ut mot gransvardet

an(end) % skriver ut 2.0000

Man ser att termerna narmar sig . (Lararens kod ritar dessutom ut den vagrata linjeny =
ay och skriver vardet i en legend.)

1
(b) (M0029M/M0057M) Dela téljare och namnare med 4"; eftersom E — 0 blir

4__
4-4"-1 gn 4
:1. —:1. :_:2
@l T T T 7

) . . e 3a 2
Alternativt: f &r kontinuerlig, sa gransvardet uppfyllera = > dvs.a—a—-2=(a+1)(a-
a

2)=0.Alaa, >0,saa = 2.
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Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida foljande (Aven oegentliga) gransvarden existerar och om sd, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

@
Xlirg (Insinx — Inx).
(1p)
(b)
1me4x_1
x-0 eX—1"
(2p)
(c)
lim X Bx+ 8 .
x=2x3—2x>+4x -8
(2p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Gransvarden med standardgransvarden, logaritm- och potenslagar och faktorisering.

¢) Ledtrad 2

(a) Sl& ihop logaritmerna och anvand att In ar kontinuerlig. (b) Skriv e® = (&¥)* och
faktorisera med konjugatregeln. (c) x = 2 ar nollstalle till bade taljare och ndmnare, sa bada
innehaller faktorn x — 2 (faktorsatsen).
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¢) Ledtrad 3

(@) Insinx - Inx = In 22X (b) (@) = 1 = (€2 + 1)(e* + 1)(e* - 1). (c) x® — 8x +
X
8=(x-2)x*+2x—-4)ochx®—2x*> +4x— 8 = (x — 2)(x* + 4).

J Lésning

. . ) . sin x .
(@) Forsma x > 0 arsinx > 0, sa logaritmlagen ger Insinx — In x = In ——. Eftersom In ar
X

) _ sin x .
kontinuerlig och —— — 1 (standardgransvarde):
X

sin x
lim(Insinx —Inx) = In(lim —)=1In1=
Xirg(nsmx nx) ln(xilg X) n @

(b) Gransvardet ar av typen [(9)]. Med e** = (€¥)* och konjugatregeln tva ganger:

e =1 (@Y +D((e)’-1) (eX+1)(e+1)(e-1) _
e —1 ex—-1 - ex—-1 -

(™ +1)(e* +1)

for x E 0. Alltsa

e -1
li =1+Da+1)=\|4
i S -
. . ex)4_1 2 3
Alternativt: geometrisk summa, — 1 =1l+eX+e*+e - 4
ox —

(c) Bade téljare och namnare ar0ix =28 -16+8=00ch8-8+8 -8 = 0).
Polynomdivision ger taljaren

X -8x+8=(x-2)(x*+2x—4)
och namnaren faktoriseras genom gruppering:
X =2 +4x—8=x*(x-2)+4(x - 2) = (x - 2)(x* + 4)
Efter forkortning med x — 2:

o xX2+2x-4 4+4-4 |1
hm = =
x-2 X2 +4 4+4 2

Kontrollerat mot facit.
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3. Tangent till Descartes folium
Bestam tangenten till Descartes folium

2(x* +y*) = 9xy
i punkten (1, 2). (5p)
Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

En tangent till en kurva som ges av en ekvation i x och y: Implicit derivering.

¢) Ledtrad 2

Kontrollera att punkten ligger pa kurvan. Betrakta y = y(x) och derivera bada
leden med avseende pa x (kedjeregeln ft')ry3, produktregeln for xy). Los uty' och

anvand enpunktsformeln.

¢) Ledtrad 3

3y — 2x>

Deriveringen ger 6x° + 6y?y’ = 9y + 9xy, alltsd y’ = 2y7 = 3x’

¢ Lésning
Punkten ligger pa kurvan: 2(13 +23) =18 =91+ 2.
Laty = y(x) och derivera implicit med avseende pa x:

d d , ,
p QK +y*) = (%) = 6x° +6y°y =9y + 9xy

Samlay':

3y — 2x°

o D _ 2 .
y (6y° — 9x) = 9y — 6x 4=»y—m

I punkten (1, 2) ar lutningen
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3:2-2-12 _6-2
2:22-3-1 8-3

k

=
5
Enpunktsformeln ger
4
y—-2= g(x—l) < 5y—-10=4x-4

4x +6
y=— (dvs. 5y —4x = 6)

Kontrollerat mot facit.

4. Gemensamma tangenter till x> och x*

Kurvorna

y=fx)=x,
y =g =x%,

har en uppsattning tangentlinjer som ar gemensamma for bagge kurvorna. Finn samtliga
sadana tangentlinjer.

(I tentan visas en figur med de tvd kurvornay = x> ochy = x* fér —1,5 < x < 1,5; de skdr varandra i
x=-1,00ch 1)

Ledning: antag att y = f(x) tangeras i punkten (a, f(a)) och att y = g(x) tangeras i (b, g(b)) av den
gemensamma tangenten. Vilka samband maste da galla mellan a och b? (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Tangentens ekvation via derivatan: tva rata linjer & samma linje om de har samma lutning och
samma m-varde.

¢) Ledtrdd 2

Tangenten tilly = x? ix = aary = 2ax — a?, och tangenten tilly = x*ix = bary =
4b3x — 3b*. Jamfor koefficienterna.
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¢) Ledtrad 3

Systemet 2a = 4b>, a®> = 3b*. Sattin a = 2b> i den andra ekvationen: b*(4b* — 3) =

0.

¢ Lésning

Tangenten till y = x? i punkten (a, a®) ar
y—a*=2a(x—a) < y=2ax-a’
och tangenten till y = x* i punkten (b, b*) ar

y—b* =4b3(x - b) = y=4b’x-3b*

Tva icke-lodrata linjer y = kyx + my ochy = kyx + m, ar samma linje om och endast om k; = ky

ochmi = my:

2a = 4b3,

{02 = 3b*.

Forsta ekvationen ger a = 2b?, alltsd a® = 4b°. Insatt i den andra:

4b% - 3b* =b*(4b* -3)=0 < b=0ellerb=+

e b=0gera = 0ochtangenteny = 0 genom origo.

3 3
.b:ﬁgera:2b3:2-£:£
\/_2 \/8_ 4
3v3 27, . _ 39, ., _ 4
(T’l_G)pay X OCh(T,l—G)pay X",
o V3 g 3Y3 027
> ger symmetris 1 6

De gemensamma tangenterna ar alltsa

27
ocha® = 1_6 Tangeringspunkterna ar

™[ S

3 3
Kontroll: 4b3 = 4 - ﬁ = _\/§ =2aqoch3b* =3 - i _ z — 2
8 2 16 16

Kontrollerat mot facit.
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5. Kurvan x* — %X3 + 20x?

Definiera funktionen
28
y=f(x)=x"- ?x?’ +20x°.
Bestam lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentligt
teckenschema 6ver derivatan. Skissera kurvan. (5p)

Totalpoding: 5
&) Ledtrad 1

Kurvundersoékning av ett polynom: teckenschema for derivatan och andraderivatan

for inflexionspunkter.

¢) Ledtrad 2

Ett polynom &r definierat och kontinuerligt pa hela R, sa lodrata asymptoter finns inte.

X ; "
Undersok & narx — oo fér sneda asymptoter. Faktoriseraf och l6s f (x) = 0.
X

¢) Ledtrad 3

: T 7 +4/19
f'(x) = 4x(x — 2)(x = 5) och f (x) = 12x* — 56x + 40, med nollstillena X = —

J Lésning

28 1
Nollstillen och asymptoter. f(x) = x> (x> — EX +20) = §x2(x —6)(3x — 10), s& kurvan skar x

-axelnix=0,x = 3 och x = 6. f ar ett polynom, definierat pa hela R, sa det finns inga lodrata

asymptoter. Vidare ar

hfflf(x):hfpxél(l—?Jr@ = oo, lim @:Iimx3(1—§+§
X — X000 X — +00 X

= 400
X2 X—00 X  X—zoo 3x  x?

sa det finns varken vagrata eller sneda asymptoter:

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2023-05-25 - 2026-10-19 9/13


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Grafritning-och-asymptoter
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Extremv%C3%A4rden
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Andraderivata-och-konvexitet

MOO065M - M0047M-2023-05-25

kurvan saknar asymptoter

Derivata.
f (x) = 4x> — 28x* + 40x = 4x(x* — 7x + 10) = 4x(x — 2)(x — 5)

Kritiska punkter: x = 0, x = 2och x = 5.

x<0 0 0<x<2 2 2<x<5 5
4x - 0 + + + +
x—2 - - - 0 + +
X—5 - - - - - 0
f(x - 0 + 0 - 0
f(x) N lok. min 2 lok. max N lo}

Funktionsvardena ar

224 4 12
f0)=0,  f@)=16-=-+80= %, f(5) = 625 - 3‘E’3ﬂ+5oo:—?5

lok. min f(0) = 0 och f(5) = —%, lok. max f(2) = %

125
Minimet —? ar ocksa globalt; globalt maximum saknas.

Andraderivata.

" 14 10 7 49 30 7++/19
f(x)=12x* -56x+40=12(x* - —x+ —)=0 & x=—+4/— - — =
3 3 3 9 9 3
7-+19 7+4/19 .,
Kalla rotternar; = 3 ~ (0,880chr; = —3 ~ 3,79. Eftersom f aren

andragradsfunktion med positiv ledande koefficient ar f > 0 (konvex) for x < ry och x > ry, och
f" < 0 (konkav) for r < x < ro. Andraderivatan byter tecken i bada punkterna:

71419

inflexionspunkter i x =

3
224+4/19 — 188 2244/19 + 188
med funktionsvardena f(ry) = 9l ~ 9,73 och f(rp) = — 9l ~ —14,38.

2 11
(4<\/19<5ger§<r1<1och?<r2<4.)
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Skiss. Kurvan kommer fran +oo till vanster, ar konvex och sjunker till minimum i origo dar den

64
tangerar x-axeln, stiger genom inflexionspunkten vid x ~ 0,88 till maximum (2, 3) sjunker

10
genom nollstallet x = 3 och inflexionspunkten vid X ® 3,79 ned till det globala minimet

125
(5, —T) och vaxer sedan genom x = 6 mot +oo.

40

lok. max (2, 64/3)
20

lok. min (0, 0)

-20

-40

min (5, -125/3)

Kontrollerat mot facit. Ldrarens l6sning skriver f(3) ddr det ska std f(2) och anger i teckenschemat

7F 419

fory" rétterna som 5

7+4/19
3

64
; bdda dr skrivfel, utrikningarna och texten ger f(2) = ? ochx =

. Inflexionspunkternas y-vérden anges inte i facit; de ér tillagda hdr.

6. Den kortaste stegen 6ver en mur

En meter framfor ett hus star en 24/2 meter hég mur. En brandman ska resa en stege mot huset 6ver
muren. Vilken &r den kortaste mojliga stege [ brandmannen kan anvanda for att den ska luta mot
huset? (5p)

(I tentan visas en figur: husvéggen dr lodrét, muren med héjden 2+/2 stér pd avstdndet 1 frén

husvédggen, och stegen med ldngden | gar frdn marken utanfér muren, vilar pd murens krén och ndr
husviggen. Enhet: meter.)

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

Ett optimeringsproblem: minimera en funktion av en variabel pa ett 6ppet intervall.

&) Ledtrad 2

Lat x vara avstandet fran muren till stegens fot och y héjden dar stegen nar huset. Likformiga
24/2 y

X X+

trianglar ger 7+ Minimera I? = (x + 1) + y? i stallet for [

¢) Ledtrad 3

P=fx)=x+1)>@1+ %) ochf(x)=2(x+1)(1- %).
X X

¢ Lésning
Lat x > 0 vara avstandet fran muren till stegens fot och y hojden dar stegen nar husvaggen.
Stegens fot ligger da pa avstandet x + 1 fran huset, och Pythagoras sats ger
P =(x+1)*+y?
Stegen bildar samma vinkel 8 med marken vid muren och vid huset, sa likformiga trianglar ger

24/2 24/2
X x+1 X

Det racker att minimera lz, dvs.
- 2 8 2 _ 2 8
f(x)=(x+1) =+ =) (1), 0<x<oo
X X

Bade lim, _ ¢+ f(Xx) = % och lim, _, o, f(x) = 00, s& minimum antas i en inre punkt. f ar deriverbar
forx > 0:
8 8(x+1)

f’(X):Z(x+1)(l+%)+(x+1)2(_§):2(x+1)(1+;— = ):2(x+1)(1—%)

Forx>0arx+1>0,s3f(x) =0precisdax> =8,dvs.x =2 (ochf <0f6r0<x<2,f >0
forx > 2). Minimum:
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8
f(z):32(1+1):27 — lmin:\/2_7:3\/§“5,2m

2v/2

Stegens fot star da 2 m fran muren och stegen nar husvaggen pa hojdeny = — 3=3v2m.

2v/2

Alternativt kan man minimera g(0) = — + ,0<0< E; g'(0) = 0 gertan’ 0 = (v2)°,
sinf cosO 2

alltsa tan 6 = v/2 och samma svar 24/3 + /3 = 34/3.

Kontrollerat mot facit.
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