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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2023-03-23 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_230323.pdf, m0047m_230323sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt

e Uppgift 1: induktionsbevis for en formel for n:te derivatan av x%e*
0
e Uppgift 2: gransvarde i =00 med rotuttryck, ett 6-grénsvérde for rationella funktioner och

bestamning av konstanter sa att ett gransvarde blir 4
2

X
e Uppgift 3: derivatan avln cos x + xtan x — > och en olikhet via teckenschema

e Uppgift 4: inverterbarhet for ett tredjegradspolynom, f~(3) och (f_l)' 3)
(Inx)?

X
e Uppgift 6: relaterade hastigheter, sand som rinner ned pa en konisk hog

e Uppgift 5: extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter for

¢) Sa anvinder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtradd 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. Derivator av x’¢* genom induktion

Bevisa med induktion att det for alla heltaln = 1,2, 3, ... galler att

dn

3 (x*¢") = (x* + 2nx + n(n — 1)) e".
Xn

(5p)
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Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Ett bevis med induktion: basfall och induktionssteg, dar steget ar en derivering (produktregeln).

&) Ledtradd 2

Basfallet arn = 1. Anta att formeln galler fér n = p och visaden forn = p + 1 genom att
ar*t d d&°
dxp*l

derivera hogerledet for n = p en gang till, eftersom —_
: PEEEIE dx dxP

¢) Ledtrad 3

d

o [(x* + 2px + p> — p) ] = (2x + 2p)e* + (x* + 2px + p? — p) €*. Samla termerna
X

och jamfor med x> + 2(p + 1)x + (p + Dp.

2 Lbésning
Basfall. For n = 1 ger produktregeln

di(x2ex)=2xe"+x2ex=(x2+2-1-x+1-(1—1))ex
X

o .
sa formeln stammer.

Induktionssteg. Anta att formeln galler for nagot heltal p > 1 (induktionsantagandet):

dp X X
(8¢ = (¢ +2px+ plp~ D)e

pt+1

Vi ska visa att (x*e¥) = (x* + 2(p + Dx + (p + 1)p) €*. Med induktionsantagandet

dxp*1
och produktregeln:

p+1

d
(e = p [(x* + 2px + p* —p) ']
= (2x + 2p)e* + (x*> + 2px + p* — p) &
=(*+(@2p+2x+p’+p)e = (X +2p+x+(p+1p)e’

dxp*1
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vilket ar formeln forn = p + 1.

Enligt induktionsprincipen galler

n

d
e (x*¢*) = (x* + 2nx + n(n — 1)) " for alla heltal n > 1

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida féljande (aven oegentliga) gransvarden existerar och om sa, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a)
/9 +4x?
im —.
X— =00 X
(1p)
(b)
, xX-1
le}x3 +x2-x-1
(2p)

(c) Bestam konstanterna a och b sa att

x> +ax+b _
x-3  x—3

(2p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

0
(a) ar ett gransvarde i oandligheten; (b) och (c) ar Gransvarden av typen 6 dar man faktoriserar

bort den gemensamma faktorn.
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¢) Ledtrad 2

(a) Bryt ut x* under roten och kom ihag att v/x2 = |x|. (b) x = 1 ar nollstalle till bade taljare
och namnare, s bada innehaller faktorn x — 1 (faktorsatsen). (c) Namnaren gar mot 0, sa
taljaren maste ocksa ga mot 0 for att gransvardet ska bli andligt.

¢) Ledtrad 3

@ Forx <0&r |x| =—x. (o) x> +x* —x— 1= (x— 1)(x + 1)% (c) Taljaren méste vara

(x — 3)(x — k) och gransvardet blir 3 — k.

¢ Lésning

(@) Forx < 0arvx2 = | x| = —x,s&

X

0
(b) Insattning ger 0 Faktorsatsen ger faktorn x — 1 i bade téljare och namnare:
3_ 1 = (v 2 3002 v 1 =42 _ (e 2
x-1=x-Dx +x+1), XHx —x—-1=x(x+1)-(x+1)=x-D(x+1)
Efter forkortning kan vi sattain x = 1:

XHx+1 1+1+1

. 3
lim —
x=1 (x+1)2 22 4

(c) Namnaren x — 3 — 0. Om téljaren hade ett gransvarde skilt fran noll skulle kvoten inte ha
nagot andligt gransvarde, sa taljaren maste vara 0 i x = 3 och darmed (faktorsatsen) innehalla
faktorn x — 3. Taljaren har ledande koefficient 1, sa

xX*+ax+b=x-3)(x-k)

for nagot tal k. D& ar
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i ¥~ 3K

=lim(x-k)=3-k=4 & k=-1
x—3 X — x-3

Alltsdarx’ +ax+b=(x-3)(x+1) = x> - 2x - 3:

Kontrollerat mot facit.

3. En olikhet med Incosx och xtanx

Definiera
32
f(x) =Incosx + xtanx — >

for 7 <X<7.

(a) Vad ar f (x)? Forenkla uttrycket sa langt som mojligt. (2p)

(b) Visa att
2
Incosx + xtan x > 5
for
T T
—— < x < -,
2 2
(3p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

(a) ar derivering med kedje- och produktregeln och Elementara funktioners derivator; (b) visar en
olikhet genom att bestamma ett minsta varde med teckenschema.

¢) Ledtrad 2

d d 5 . o
T In cos x = —tan x och o tanx = 1 + tan x. Olikheten i (b) & detsamma som f(x) > 0.
X X
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¢) Ledtrad 3

f (x) = x tan® x, som har samma tecken som x. Vad ar f(0)?

2 Lésning

(@

g 1 .
f(x)= —— - (-sinx) +tanx +x(1 +tan®’x) — x = —tanx + tanx + x + xtan> x — x
CoS X

f (x) = xtan® x

(b) Olikheten &r ekvivalent med f(x) > 0 p& (=%, 7). Paintervallet &r tan” x > 0 med likhet bara i
x =0,saf (x) = 0 endast for x = 0:

-2<x<0 0 0<x<7%
X - 0 +
tan’ x + 0 +
f () - 0 +
f(x) N min 2

f ar avtagande pa (-3, 0] och véaxande pa [0, 7), sd x = 0 ger det minsta vardet:
f(x)>f(0)=Incos0+0-tan0-0=In1=0

Alltsa ar

X oon s
Incosx+xtanx > — for — — <x < —
2 2 2

med likhet endast f6r x = 0.

Kontrollerat mot facit.
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4. Invers till ett tredjegradspolynom
Lat
f(x)=x>-6x*+15x - 7.

(a) Visa att f ar inverterbar. (2p)

(b) Finn
F@3).
(1p)
(c) Berakna
™ 3.

(2p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Inverterbarhet via monotonitet, och derivatan av en invers.

¢) Ledtrad 2

(a) En strangt vixande funktion ar injektiv. (0) [ 2(3) =y < f(y) = 3. (c) (f_l)' 3) =
1
——dary = _1(3 o
i) S E)

¢) Ledtrad 3

(a) Kvadratkomplettera: f (x) = 3 ((x — 2)* + 1). (b) Préva sma heltal i y* — 6y* +
15y -10=0.

J Lbésning

(a)
f(x)=3x*-12x+15=3(x* - 4x+5)=3((x-2)*+1)>3>0
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sa f ar strangt vaxande pa hela R. D& ger x; < X, alltid f(x;) < f(x2), sa f ar injektiv (ett-till-ett)
och darmed

f ar inverterbar

b f'B)=y = f(y)=3 < y3-6y?+15y-10 = 0.Viseratty = 1 4ren 8sning:
1 -6+ 15— 10 = 0. Eftersom f &r injektiv finns ingen annan l6sning (det syns ocksa av
faktoriseringen (y — 1) (y? — 5y + 10), dar andragradsfaktorn har diskriminant 25 — 40 < 0
). Alltsa

'3 =1

(c) Satty = f~1(x), dvs. x = f(y). Implicit derivering med avseende pa x ger 1 = f (y)y, sa

1 1
fy) 3y?-12y+15

11
(fl)(B)_3—12+15_

) =

Ix=3ary=15sa

Kontrollerat mot facit.

(In x)?

X

5. Kurvan

Betrakta funktionen

_ (Inx)?

X

, x>0.

Bestam lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentligt
teckenschema 6ver derivatan. Skissera kurvan. (5p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning: gransvarden i andpunkterna, teckenschema for derivatan och
andraderivatan for inflexionspunkter.
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¢) Ledtrad 2

In x
Undersék x = 0" ochx — oo (standardgransvardet el 0 for a > 0). Derivera med
X

kvotregeln och faktorisera i In x.

¢) Ledtrad 3

. (2-Inx)Inx . 2((Inx)*>-3lnx+1)
y =——— ——ochy = =
X X
andragradsekvation i In x.

. Andraderivatans taljare ar en

J Lbésning

Asymptoter. Ddx — 0" garlnx —» —oo, s&

- (nx)* _ 2
lim = lim — - (Inx)* = +oo
x-0" X x-0" X
vilket ger den lodrata asymptoten x = 0. Dax — oo:
In x)? Inx_?
lim( ) =lim(—=) =0*=0
X— 00 X X— 00 X1/2

enligt standardgransvardet, sa y = 0 ar vagrat asymptot at hoger. f ar kontinuerlig pa (0, ), s&

det finns inga andra asymptoter:

lodrat asymptot x = 0, vagrat asymptoty =0 dax — oo

Derivata. Kvotregeln ger

1 2
;- 2Inx - ~ *x— (Inx) _ (2-Inx)lnx

X2 X2

Kritiska punkter: Inx = 0 och Inx = 2, dvs. x = 1 och x = €.

0<x<1 1 1<x<e? e’ x> e’
2-1Inx + + + 0 -
Inx - 0 + + +
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0<x<1 1 1<x<é? e? x > e?
X2 + + + + +
y - 0 + 0 -
y N lok. min 2 lok. max N

4
lok. min y(1) =0, lok. max y (e?) = =

Minimet &r ocksa globalt, eftersom y > 0.

Andraderivata.

2 2Inx,, 2
" (x X )X~ (2Inx = (Inx)) 2x B 2((Inx)* -3Inx+1)
Y = x4 - x3
Taljaren ar noll d&
3+
Inx = §J_r 2_1: B
2 4 2

Satt x; = eB3-V5)2 » 1,47 och x, = eB3+V5)2 13,7. Eftersom x> > 0 och taljaren ar en
andragradsfunktion i In x med positiv ledande koefficient éry” > 0 (konvex) for 0 < x < x1 och

X > Xp, 0och y” < 0 (konkav) for x; < x < X,. Teckenbytena ger tva inflexionspunkter. Med s = In x

ary = s’e75 s4

2
3++/5
inflexionspunkter i x = e®*V?2 = (T\f) g E=vR)”

3—\£< 3++/5

dvs. ungefar (1,47; 0,100) och (13,7; 0,500). Eftersom 0 < 5 2<

ligger x1

mellan 1 och e? och x; till héger om e?.

Skiss. Kurvan kommer ned fran +oo langs y-axeln, tangerar x-axeln i minimet (1, 0), vander fran
4

konvex till konkav i x1, stiger till maximum (ez, —) #~ (7,39; 0,541), sjunker, blir konvex igen
e

efter X, och narmar sig x-axeln ovanifran.
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A5

1,5

lok. max (e? 4/e?) infl.
0,5

AL
y=0dax—> o

lok. min (1, 0)

Kontrollerat mot facit.

6. Sand pa en konisk hog

Sand rinner ner pa en konisk hég med en hastighet av % m3/min. Antag att hogen hela tiden bibehaller
formen av en rak cirkuldr kon dar forhallandet h : r mellan h6éjden h och radienrar 1 : 2.

(@) Hur fort 6kar hojden pa konen vid den tidpunkt nar hégen ar 2 m hég? (3p)
(b) Vid vilken hojd 6kar héjden pa konen med 40 mm/min? (2p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrdd 1

Relaterade hastigheter: Implicit derivering av ett samband med avseende pa tiden.

¢) Ledtrdd 2
2

r
Konens volym arV = 5 Uttryck V' med enbart h med hjalp avr = 2h, och derivera

med avseende pa t (kedjeregeln).
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¢) Ledtrad 3

4mh?

N =

V= ger V'(t) = 4mth?h (t), dar V' (¢) =

2 Lésning

(a) Forhallandeth : r=1:2gerr = 2h, sa

_mr*h _ m(2h)*h _ 4nh®
3 3 3

Vv

Bade V och h beror av tiden. Derivering med avseende pé t ger

: 4n : , : V() 1
V'(t) = — - 3h?H (t) = 4nth?h (t h(t)= —2 = —
(0 3 (t) = 4nh*h () < h(t) prn Rl

. 1
eftersom V (t) = 5 m3/min. Narh = 2 m:

: 1
h(t) = = — m/min # 0,0099 m/min # 1 cm/min
8m-22 321

o 1 . .
(b) 40 mm/min = 0,04 m/min = > m/min. Urh = 87'[h2:

L _2 = |h= 2—52 > m ~ 0,997 m

WR=— ="
8th  8n 8t 2421

alltsa ungefar 1 m (eftersom 8m = 25).

Kontrollerat mot facit.

Se aven
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e Elementara funktioners derivator
e Extremvarden

e Funktioner och invers

e Inversa funktioners derivata

e Grafritning och asymptoter

¢ Andraderivata och konvexitet

e Implicit derivering
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