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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2022-12-20 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_221220.pdf, m0047m_221220sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt

e Uppgift 1: sammansattning f o f och ett induktionsbevis for den n:te itererade funktionen
till f(x) =2x— 3

In
e Uppgift 2: tre gransvarden, i oandligheten, en trigonometrisk kvot och (x2 - 4)’(_2

In x
dax - 27
e Uppgift 3: tangenter tilly = x> -3x+7 genom en punkt utanfor kurvan
o Uppgift 4: Taylorpolynom for /X kring 8, approximation av v/ 10, MATLAB-plottning

och feluppskattning

. ) . L X +3x-4 N
e Uppgift 5: extremvarden, konvexitet och asymptoter for ————— samt injektivitet
X

e Uppgift 6: kortaste avstandet fran origo till kurvany = ex

&) Sa anvinder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. Itererade funktioner och induktion
LAt
f(x) =2x-3.

(a) Bestam
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H(x) = (f ° H(x) = f(f(x)).
(1p)
(b) Visa med induktion att den n:te itererade funktionen fy till f &r
f(x)=2"x-3-2"+3, n=1,2,3,...,
dar
fi=f, R=fef, f3=fefef, osv
(4p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Sammansattning av Funktioner och ett bevis med induktion.

¢) Ledtrad 2

(a) Sattin 2x — 3 i stallet for x i f. (b) Basfallet arn = 1. Anta formeln fér n = p och anvéand

att fpi1 = f © fp, dvs. frr1(X) = f(f(X))-

¢) Ledtrad 3

f(fp(x) = 2f5(x) =3 =2(2Px = 3+ 2P + 3) — 3. Multiplicera in tvaan.

¢ Lésning

(€))

L) =f(f(x) =f(2x-3) =2(2x-3) -3 =|4x -9

(b) Basfall. Fér n = 1 &r hogerledet 2'x — 3+ 21 + 3 = 2x — 3 = f(x) = fi(x). Formeln galler.

Induktionssteg. Anta att formeln géller for nagot heltaln = p > 1, dvs. att

fp(x) =2Px-3-2P +3 (induktionsantagandet)
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Eftersom f+1 ar f sammansatt p + 1 gdngerarfpq = f © fp, 58

for1(®) = f(fo(x)) = 2fp(x) ~3=2(2"x-3-2°+3) -3
=20y 3. 20" 4 6-3=2P"1x—3.20"1 + 3

vilket ar formeln fér n = p + 1. Enligt induktionsprincipen galler

fa(x) =2"x—3-2"+ 3 forallaheltaln > 1

Kontroll: férn = 2 ger formeln 4x — 12 + 3 = 4x — 9, samma somi (a).

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida foljande (aven oegentliga) gransvarden existerar och om s, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a)
In
lim \/;(
x-% 4/In x
(1p)
(b)
~ cos*x —sin* x
lim ————
x— 1 sin 4x

4

Ledning: dubbla vinkeln. (2p)
(©

lim (x* - 4)X_2 .
x—2*

(2p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

(a) ar ett oegentligt gransvarde med logaritmlagar; (b) ar ett [%]—grénsvérde som loses med
trigonometriska formler; (c) ar av typen [0°].

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2022-12-20 - 2026-10-19 3/13


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Oegentliga-gr%C3%A4nsv%C3%A4rden
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Exponentialfunktioner-och-logaritmer
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Gr%C3%A4nsv%C3%A4rden
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Trigonometri

MOO065M - M0047M-2022-12-20

¢) Ledtrad 2

(@) In \/>_< = 5 In x. (b) Faktorisera taljaren som en konjugatregel och anvand cos 2x =

cos? x — sin? x och sin 26 = 2'sin O cos 6. (c) Skriv (x2 — 42 = &~ INE'4) oy

studera exponenten.

&) Ledtrdd 3

1
(a) Kvoten blir 5 VInx. (b) cos* x — sin* x = cos 2x och sin 4x = 2 sin 2x cos 2x. ()
In(x*> — 4) = In(x — 2) + In(x + 2); med t = x — 2 hjalper standardgransvardet
tlnt - 0dat - 0.

¢ Lésning

1
(a) Eftersom In y/x = > In x ar, forx > 1,

Inyx slnx 1

ochlnx — ocoddx — oo;

x=0 +/In x

(b) Konjugatregeln och trigonometriska ettan ger

cos* x — sin® x = (cos® x — sin” x) (cos® x + sin® x) = cos 2x * 1 = cos 2x

&

och dubbla vinkeln med 6 = 2x ger sin 4x = 2 sin 2x cos 2x. For x & % nara

kan forkorta:

Cos 2x . 1 1 1

im —— = lim — = —
x~%2sin2xcos2x x-7%2sin2x 2siny 2

(c) Gransvardet ar av typen [0°]. Forx > 2 arx?> — 4 > 0 och

(2 — 477 = & DIC-4) (x-2)In(x* = 4) = (x — 2) In(x — 2) + (x — 2) In(x + 2)

Medt=x—2 — 0" blir exponenten
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tlnt+tln(t+4) - 0+0-In4=0

dartlnt — 0 &rett standardgransvarde. Exponentialfunktionen ar kontinuerlig, s&

lim (¢ - H 7=t =1
XAP

Kontrollerat mot facit.

3. Tangenter genom en punkt utanfér kurvan
Finn alla tangenter till kurvan

y=f(x)=x*-3x+7
som gar genom punkten (2, —4). (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

En tangentuppgift med derivatan som lutning, dar tangeringspunkten ar okand.

¢) Ledtrad 2

Kontrollera forst att (2, —4) inte ligger p& kurvan. Lat tangeringspunkten vara (a, f(a));
tangenten ary = f(a) + f (a)(x — a). Krav att den gar genom (2, —4).

¢) Ledtrad 3

Tangenten ary = (2a — 3)x — a® + 7. Insattning av (2, —4) gera® —4a — 5 = 0.

J Lbésning

Eftersom f(2) =4 — 6+ 7 = 5 E —4 ligger punkten (2, —4) inte pé kurvan, sa tangeringspunkten
ar ndgon annan punkt (a, f(a)). Lutningen dar ar f (a) = 2a — 3, och enpunktsformeln
ger tangenten
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y=(@-3a+7)+Qa-3)(x-a)=QRa-3)x-a*+7
Den ska ga genom (2, —4):
—4=2Qa-3)-a*+7 < a*-4a-5=0 < (a+1)(a@a-5)=0

saa=—1lellera=>5.

e a = —1:lutning —5, tangeringspunkt (—1, 11), tangenty = =5x -1+ 7 = 6 — 5x.
e a = 5:lutning 7, tangeringspunkt (5, 17), tangenty = 7x =25+ 7 = 7x — 18.

y=6-5x och y=7x-18

Kontroll: 6—5+2=—40ch7+-2-18 = —4.

Kontrollerat mot facit.

4. Taylorpolynom f6r /x kring 8
Lat
f(x) = V/x.
(a) Finn andra ordningens Taylorpolynom P»(x) till f(X) kring punkten 8. (3p)
(b) Anvand P,(x) for att finna en rationell approximation till m (1p)
(c) (M0047M): Beskriv med MATLAB-kod/kommandon hur vi kan rita upp kurvorna
y =09 = V/x
och
y = Pa(x)
i samma graf. Markera m (1p)

(c) (M0029M): Finn en uppskattning pa hur stort fel som gors i approximationen i uppgift 4.(b) med
hjalp av Lagranges restterm. (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Taylors formel kring en punkt a & 0, med Lagranges restterm for feluppskattningen.
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¢) Ledtrad 2

f "(8)

(x — 8)? med f(x) = x'/3. Resttermen ar E»(x) =

Py(x) = f(8) +f (B)(x — 8) +
f ( )

(x 8)° fér nagot s mellan 8 och x.

¢) Ledtrad 3

f(x) = %X_ZB, f'x)=—=xPochf (x) = =x"%3. Anvand v/8 = 2.1(0) &r f " (s)

avtagande, sa det storsta vardet pa [8, 10] fas i s = 8.

¢ Lésning

(@) Med f(x) = x'3 ar

, 1 1 2
f(x):_x—2/3: 5, f(x)__ —5/3_
3 3 (V) 9 (V/x)
sd med v/8 = 2:
1 1 , 2 1
(=2 =555 [O)=5m="0
x-8 (x—8)°
P 2+
20 =2+ =5~ g8
(b)
2 4 1 1 [155
/10 ~ P,(10 24— = oee =24 — o = | 82,1528
2(10) = 12 288 6 72 | 72

(c) (M0047M) Exempelvis (lararens kod):
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= 0:0.01:20;
=00k x.~1/3);
p2 = @(x) 2+(x-8)/12-(x-8).”72/288;
yl = £(x);
y2 = p2(x);
plot(x,yl,x,y2,10,107(1/3), " 'kx"');
legend('y=f(x) "', 'y=p_2(x) "', 'Punkten (10,107$1/3%)');

Det viktiga ar punktvisa operationer ( .~ ), ett x-intervall som innehaller bade 8 och 10, att bada
kurvorna ritas i samma plot (eller med hold on) och att punkten (10, \3/ 10) markeras med en

egen markor.

(c) (MO029M) Lagranges restterm ger

(s ( ) 1 10 40

E>(10) = ——=(10-8)" = = 8= ———
210) = 57108 = & o5 8 g

for ndgot s € (8, 10). Felet ar alltsé positivt, dvs. Po(10) &r en underskattning. Uttrycket ar

avtagandei s, sa

0<E0<—20 -4 | 5 00019
2(10) < 577895 ~ 81 256 | 2502
och darmed
5 _ 155 5
10< —= + —_
72 72 2592

Det verkliga felet ar ungefar 0,0017.

5
Kontrollerat mot facit. Lararens l6sning skriver gréinsen som ﬁ' vilket dr samma tal.

x2+3x—4
X

5. Kurvan
Lat

2 _
fx) = #, X ER\ {0}.
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(a) Bestam lokala extremvarden, konvexitet och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentliga
teckenscheman. Skissera kurvan. (4p)

(b) Ar funktionen f injektiv (1 — 1)? Motivera! (1p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrad 1

Kurvundersokning av en rationell funktion med teckenschema for derivatan och andraderivatan;
(b) handlar om injektivitet.

¢) Ledtrad 2

4
Polynomdivision: f(x) = x + 3 — —. Det ger den sneda asymptoten direkt, och derivatorna
X

blir enkla. For (b): leta efter tva olika x med samma funktionsvarde, t.ex. nollstallena.

¢) Ledtrad 3

, 4 y 8
fxX)=1+ — = Oochf (x) = ——. Taljaren &r x+4)(x-1).
p% X

/ Losning

(a) Taljaren ar x> + 3x — 4 = (x + 4)(x — 1), s& kurvan skar x-axeln i x = =4 ochx = 1.
Division ger

) =x+3-2
X

4
Asymptoter. Eftersom f(x) —(x +3) = —— — 0ddx — *oodry = x + 3 en sned asymptot at
X

bada hallen (och f(xX) — ooddx — oo, sd det finns ingen vagrat asymptot). Vid x = 0 gar
taljaren mot —4:

lim f(x) = +oo, lim f(x) = —oo

x—0" x—0*
lodrat asymptot x = 0, sned asymptoty = x+3 dax — o

4
Dessutom ar f(x) — 3 = x — — udda, sa kurvan ar symmetrisk kring punkten (0, 3).
X
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Derivator.

, 4 x2+4 . 8
f(X)=1+;= =z f(X)=—;

f (x) > 0 forallax & 0, s& det finns inga kritiska punkter, och f saknar nollstallen.

x<0 0 x>0
X2 +4 + + +
X2 + 0 +
f () + odef. +
-3 _ _ _
x> - 0 +
f' (%) + odef. -
f(x) 2, konvex asymptot 2, konkav

inga lokala extremvarden; strangt vaxande och konvex pa (-, 0), strangt vaxande och ke

Det finns inga inflexionspunkter, eftersom x = 0 inte ligger i definitionsmangden.

Skiss. Till vanster om y-axeln kommer kurvan underifran langs asymptoten y = x + 3 (den ligger
4

ovanfor asymptoten eftersom —— > (0 dér), passerar (—4, 0) och vaxer mot +oo vid x = 0. Till
X

hoger om y-axeln kommer den fran —oo, passerar (1, 0) och narmar sig asymptoten underifran.

(b) Nej. f arinjektivom f(x1) = f(x2) medfor x; = x2, men

f-4)=f(1)=0

med —4 & 1. Mer allmant har f(x) = C, dvs. x> + (3 — C)x — 4 = 0, diskriminanten (C — 3)? +
16 > 0 och déarfor tva olika reella losningar for varje C (deras produkt ar —4, séd ingen av dem ar 0
). Alltsa

f ar inte injektiv

Anmdrkning: att f > () overallt racker inte, eftersom definitionsméangden inte ar ett intervall.

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2022-12-20 - 2026-10-19 10/13



MOO065M - M0047M-2022-12-20

Kontrollerat mot facit. Ldrarens [6sning anger 5p for (a) medan tentan anger 4p; innehdllet
ar detsamma.

6. Kortaste avstdndet till y = e

Vad ar (kortaste) avstandet mellan origo och grafen till kurvany = f(x) = e 2 Tvilken punkt antas
minimum? (5p)

(Tentan visar en figur av kurvan fér —2 < x < 2 med en stréicka fran origo till en punkt pd kurvan.)

Totalpoding: 5
¢) Ledtrad 1

En optimeringsuppgift: Extremvarden av en funktion pa hela R.

¢) Ledtrad 2

et 2 . .
Avstandet fran origo till punkten (a, e ® ) &r v/a2 + e 2% Minimera kvadraten g(a) = a* +

— 2 . .. . . .
A i stallet; den har samma minimipunkt.

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2022-12-20 - 2026-10-19 11/13


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Extremv%C3%A4rden

MOO065M - M0047M-2022-12-20

¢) Ledtrad 3

g(a)=2a(1- 26_2"2). Jamfor vardena i alla kritiska punkter, och kontrollera att

g — ©odaa — too.

¢ Lésning

Avstandet fran origo till punkten (a, e_az) pa kurvan ar

d(a) = Va%+e2®

Eftersom roten ar strangt vaxande racker det att minimera

g(a) =d(a)’ = a*+ e_z"z, a€R

g ar deriverbar och jamn, och g(a) — % d&a — oo (eftersom a’> — % och e 20 0).

Minimum antas darfor i en kritisk punkt.
g(a)=2a-4a e =2q 1- 2e_2a2)
Kritiska punkter: a = 0, eller

1 In2
e_za:§<=>2(12:1n2<=>a:i T

Vardena:

In2 1n2+ 1 1+In2

g(0) =1, g\ =) > t3 5

1+In2

EftersomIn2 <1 (ty2 <e) ar < 1,sda = 0 ger ett lokalt maximum av avstandet och

-In22 — 1

7

1+In2 In2 1
Qi = |/ —5— % 0,920, antas i (+{/ ===, —=) ~ (+0,589; 0,707)
2 2 2

Anmdrkning: i minimipunkten ar kurvans tangent vinkelrat mot strackan till origo. Lutningarna ar

—a?

, och produkten —1 ger just 2e
a

_2
de tva andra punkterna ger minimum. I dessa punkterary = e ¢ =e

2 2
—2ae ¢ och 2 =)

Kontrollerat mot facit.

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2022-12-20 - 2026-10-19 12713



MOO065M - M0047M-2022-12-20

Se aven

e M0O065M

e Matematisk induktion

e Funktioner

e Funktioner och invers

e (Gransvarden

e QOegentliga gransvarden

e Exponentialfunktioner och logaritmer
e Trigonometri

e Derivata

e Taylors formel

e Extremvarden

e Grafritning och asymptoter

e Andraderivata och konvexitet

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2022-12-20 - 2026-10-19 13/13


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/kurser/M0065M
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Matematisk-induktion
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Funktioner
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Funktioner-och-invers
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Gr%C3%A4nsv%C3%A4rden
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Oegentliga-gr%C3%A4nsv%C3%A4rden
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Exponentialfunktioner-och-logaritmer
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Trigonometri
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Derivata
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Taylors-formel
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Extremv%C3%A4rden
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Grafritning-och-asymptoter
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Andraderivata-och-konvexitet

	M0047M-2022-12-20
	1. Itererade funktioner och induktion
	2. Tre gränsvärden
	3. Tangenter genom en punkt utanför kurvan
	4. Taylorpolynom för  kring 
	5. Kurvan 
	6. Kortaste avståndet till 
	Se även


