MOO47M-2022-10-27

#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2022-10-27 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_221027.pdf, m0047m_221027sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M

med samma innehdll.
Oversikt

e Uppgift 1: induktionsbevis for den n:te derivatan av xe?* och en primitiv funktion ur formeln
e Uppgift 2: tre gransvarden: kvot av logaritmer, faktorisering och rotkonjugat
e Uppgift 3: tva cirklar som skar varandra under rata vinklar (implicit derivering)
3x—1
+2
e Uppgift 5: extremvarden, asymptoter och vardemangd for (x2 - 9)€_X/4
e Uppgift 6: relaterade hastigheter, vattendjupet i en sfarisk tank som toms

e Uppgift 4: vardemangd, invers och en sammansatt ekvation for

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. Derivator av xe> genom induktion

Lat oss undersdka derivator av funktionen
2
f(x) =xe™, x€&R.

(a) Bevisa, exempelvis med induktion, att det for alla positiva heltal n galler att

dd— (xe®) = 2" (n + 2x)e**.
Xn

(4p)
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(b) Anvand formeln i uppgift 1(a) for att finna en primitiv funktion (Adams: antiderivata) till f(X) = xe,
dvs. utnyttja formeln for att gissa en funktion F (x) som har derivata f(x) och visa sedan att F'(x) =
f(x). Ledning: vilket n borde i sa fall primitiva funktionen motsvaras av? (1p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrdd 1

(a) ar ett bevis med induktion dar induktionssteget ar en derivering med

produktregeln (Deriveringsregler).

&) Ledtradd 2

Basfallet ar n = 1. Anta att formeln galler for n = p och derivera bada leden en gang till:
ar+! d d°
dxPtl  dx dxp’

¢) Ledtrad 3

d
ix ((p + 2x)e*) = 2> + 2(p + 2x)e** = 2(p + 1 + 2x)e**. (b) Derivatan motsvarar

n = 1, funktionen sjalvn = 0, sa provan = —1.

2 Lbésning

(a) Basfall. For n = 1 ger produktregeln

di (xe™) = e* + x+ 2e™ = (1 + 2x)e** = 2171(1 + 2x)e*
X

o .
sa formeln stammer.

Induktionssteg. Anta att formeln galler for nagot positivt heltal n = p, dvs.

dr
o (xe*) = 2P"1(p + 2x)e**  (induktionsantagandet)
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drt!

dxptl

(xe™) = di (271 (p + 2x)e™) = 2P (2e* + (p + 2x) - 2e*)
X
= (1 +p+2x)e* = 20"V ((p + 1) + 2x) €*

vilket ar formeln fér n = p + 1. Enligt induktionsprincipen galler

n

d—n (xe*) = 2""1(n + 2x)e* for alla heltal n > 1
X

(b) Forstaderivatan motsvaras av n = 1 och funktionen sjalv avn = 0 (formeln ger 271 . Doxex =
xe®). En primitiv funktion borde da motsvaras avn = —1:

F(x) = 27%(-1 + 2x)e** = —2X4_ 162"

Kontroll med produktregeln:

2+4x-2 5,

: 1
F'(x) = i (2e* + (2x — 1) - 2e*) = :

= xe™ = f(x)

Alltsd ar

2x-1 ,,
7€

F(x) =

en primitiv funktion till f.

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida foljande (Aven oegentliga) gransvarden existerar och om sd, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a)
In 7x
i I3
(1p)
(b)
. x*-8x2+16
lim ——
x--2 X2 -4
(2p)
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(©

(2p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

. 4/1+sinx—-1
im ————.

x-0 X

Gransvarden av typen f—.z och g som raknas om algebraiskt: logaritmlagar, faktorisering och

forlangning med rotkonjugat.

¢) Ledtrad 2

(@) In7x = In 7 + In x; dela taljare och namnare med In x. (b) Bade téljare och namnare &r
nollix = —2, s& bada har faktorn x + 2. (c) Férlang med v/1 + sinx + 1.

¢) Ledtrad 3

(b) Taljaren ar en jamn kvadrat: x* — 8x? + 16 = (x> — 4)2. (c) Efter férlangningen blir

- . S1
téljaren sinx, och —— — 1.

Z Lésning

@MedIn7x=In7+1InxochIn3x =1n3 +Inx:

eftersomInx — oonarx — oo.

1n7+1
oy Inx o _0+1
= [lian AL —0+1—

x-o n3x x-o In3 N

— +1
Inx

(b) Gransvardet ar av typen %. Med t = x° &r taljaren > — 8t + 16 = (t- 4)2, sa

och
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4 2
X" —8x-+16
i I — I 2 _ = — =
Jim = lim (¢ - 4) =4 -4 =[0]
Alternativt: faktorsatsen och polynomdivision ger x* — 8x* + 16 = (x + 2)(x> — 2x* — 4x + 8),
-8-8+8+8
och efter férkortning med x + 2 blir gransvardet — =0

(c) Forlangning med rotkonjugatet:

V1+sinx-1  (I+sinx)-1 _ sinx 1

X x(VI+sinx+1) X /I+sinx+1

sin x : L .
Harar —— — loch+/1 +sinx — 1 (kontinuitet), sa
X

. yV/1+sinx—-1 1 1
lim =1- = -
x-0 X 1+1 2

Kontrollerat mot facit.

3. Tva cirklar som skdr varandra vinkelratt

Visa att kurvorna

och
x2—10x+y2 =-9

skar varandra under rata vinklar. Ledning: visa férst att kurvorna skér varandra och visa sedan att

tangenterna till kurvorna i skérningspunkterna dr vinkelrdta mot varandra. (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Skarningspunkter ur ett ekvationssystem och tangentlutningar med Implicit derivering.
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¢) Ledtrad 2

Subtrahera ekvationerna for att fa x-koordinaten. Derivera sedan bada ekvationerna implicit
med avseende pa x och l6s ut y'. Tva linjer med lutningarna k; och k; ar vinkelrita om
k1k2 =-1.

¢) Ledtrad 3

5-x
v

X
Skillnaden ger 10x = 18. Lutningarna blirk; = —— och ky =
y

2 Lésning
Skarningspunkter. En skarningspunkt (a, b) uppfyller bada ekvationerna:

a’+b’*=9
a’*-10a +b*>=-9

9
Den férsta minus den andra ger 10a = 18, dvs.a = g Insattning i den férsta:

81 225-81 144 12

b2 =9 SE———
25 25 25

) . . 9 12
Kurvorna skar alltsa varandra i de tva punkterna (E , E)

Tangentlutningar. Implicit derivering med avseende pa x (med y = y(x)) ger
5—-x
y

2x+2yy'=04=>y'=—§, 2x—-10+2yy =0 & y =
y

vilket galler dary & 0, som i bada skarningspunkterna. Lutningarna i en skarningspunkt (a, b) ar
a S5-a

ki = _E ochky = T’OCh
9 16
oo A5-a)_ 55 14425
s b2 144~ 144/25
25

Produkten ar —1 i bada punkterna (den beror bara pa b?), sa tangenterna ar vinkelrata:
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9 12
kurvorna skar varandra under rata vinklar i (E , E)

Anmdrkning: kvadratkomplettering ger (X — 5)2 +y2 = 42, s3 kurvorna ar cirklar med
medelpunkterna (0, 0) och (5, 0) och radierna 3 och 4. Eftersom 3 + 4% = 5% &r radierna till en
skarningspunkt vinkelrata, och tangenten till en cirkel ar vinkelrat mot radien, sa tangenterna ar
ocksa vinkelrata.

Kontrollerat mot facit.

3x—1
4. Vardemangd och invers till ——
xX+2
Betrakta funktionen
3 _3x-1 B
y_f(x)_x+23 XER\{2}-

(a) Bestam funktionens vardemangd. Motivera! (2p)
(b) Finninversen [ till f. (2p)
(c) Bestam funktionen g om
flg(x) = 7x — 4.
(1p)

Totalpoding: 5
¢) Ledtrad 1

Funktioner och invers: vardemangd via monotonitet och gransvarden, invers genom att [6sa ut Xx.

¢) Ledtrad 2

3y -1

(a) Derivera och undersok gransvardenada x — +ooochx — —2%. (b) L6sx = e
y

for y.
(©) Anvandg =1 o (f ° g).
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¢) Ledtrad 3

: 7
fx)= W > 0ochf(x) » 3dax — *oo.Vardet 3 antas aldrig. (c) g(x) =
X
fY(7x - 4).
2 Lésning

(a) Kvotregeln ger

3(x+2)—(3x—1): 7

() = N
F e (x +2)? (x +2)?
sa f ar strangt vaxande pa vart och ett av intervallen (—o0, —2) och (=2, o). Gransvardena ar
3-1
lim £ =3 lim f(x) = +oo, lim f(x) = —o0
x—zo0 ] + " x—-2" x—-2"

eftersom taljaren gar mot —7 medan namnaren gar mot 0 frén vanster respektive hoger. f &r
kontinuerlig pa varje intervall, s& pa (—oo, —2) vaxer f(x) frdn 3 mot +oo och antar alla varden i
(3, ), och pa (=2, o) véxer f(x) fran —oo mot 3 och antar alla varden i (—oo, 3). Vardet 3 antas
aldrig, eftersom 3x — 1 = 3(x + 2) ger —1 = 6. Alltsa

Vi = (-,3) U (3,0) =R \ {3}

(b) f ar injektiv: den &r strangt vaxande pa varje intervall och bilderna (3, o) och (-, 3) &r
disjunkta. Satt x = f(y) och 6s ut y:

—3y_1¢=» +2x=3y-1 < 2x+1=3- — _xrl
X=352 Xy +2x =3y Xx+t1=@-xy = y= 5

2x +1

1 X
= B
() 3= X 3

(c) Tillampa f ! p& bada leden:

_ 2(7x—4)+1  14x-7
g = (Ix=4) = = = —
3-(7x—4) 7-=7x
2x—1
1-x

gx) = , xE1

320 -1 6x-3-1+x
Kontroll: f(g(X)) = — =

=%

T2 x—ira-;x X4

Kontrollerat mot facit.
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5. Kurvan (x> —9)e™4
Definiera funktionen

y == (2 -9)e ™™,

(a) Bestam lokala extremvarden och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentligt teckenschema.
Konvexitet behover ej beaktas. Skissera kurvan. (4p)

(b) Bestam funktionens vardemangd. Motivera! (1p)

Totalpoding: 5
¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning med teckenschema for derivatan; vardemangden foljer av extremvardena
och gransvardena.

¢) Ledtrad 2

Undersok x — oo (exponentialfunktionen dominerar potensfunktioner), x — —00 och f(x)/x
dax — —oo. Derivera med produktregeln.

¢) Ledtrdd 3

G+ Dx-9) o4

feo=-2—

2 Lbésning
Nollstillen. f(x) = (x + 3)(x — 3)e 4, s& kurvan skar x-axeln i x = +3 och y-axeln i f(0) = 9.
Asymptoter. f ar kontinuerlig pa hela R, sé det finns inga lodrata asymptoter. At hoger:

32

. 9 _ _
llfrolo(ﬁ_exm)_o_o_o
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eftersom exponentialfunktionen dominerar potensfunktionen. Alltsd ar y = 0 vagrat asymptot da
X — oo, Atvanster, medt = —x — oo

lim f(x) = lim(& - 9)et/4 = 00, lim @ = lim (-t + g)et/4 = —00
X - —00 t— 00

x—-—-00 X t—o0 t

sa det finns ingen sned asymptot at vanster.

enda asymptoten ary = 0 dax — o

Derivata.

, —x> +8x + + -~
fx) = Ixe X4 — %(Xz _ 9)e—x/4 _ X 8x 9e—x/4 _ (x+D(x-9) o X4

4 4
Kritiska punkter: x = =1 ochx = 9.
x<-1 -1 -1<x<9 9 x>9
x+1 - 0 + + +
x—9 - - - 0 +
oz B B B B B
4
f ) - 0 g 0 -
f(x) N lok. min z lok. max N

lok. min f(-1) = -8e"* ~ -10,27, lok. max f(9) = 72¢ ¥* ~ 7,59

Skiss. Kurvan kommer ned fran +oo till vanster, skir x-axeln i x = =3, nar minimum i (=1, —8e'/4),
stiger genom (0, —9) och (3, 0) till maximum i (9, 72e~%4) och avtar sedan mot asymptoten y =

. _ x> -16x+23
0 ovanifran. (Andraderivatan ar ———— e

16
ungefar 1,6 och 14,4.)

/4 s& inflexionspunkterna ligger i x = 8 £ v/41,

(b) Till vanster om x = —1 avtar f frén +oo ned till f(—1), och till héger om x = —1 &r f(x) > f(—1):
pa (—1, 9] vaxer f, och for x > 9 ar f(x) > 0 > f(—1). Allts& ar f(—1) = —8e'** globalt minimum.
Eftersom f &r kontinuerlig och f(x) — o0 dax — —oo antas alla varden fran minimum och uppat:

Vi = [-8e™, )
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15

10

lok. max (9, 72e~(-9/4))

(-3,0) (3,0)

-10

lok. min (-1, -8e”(1/4))
0 5 10 15 20 25 30

Kontrollerat mot facit. Lérarens figurtext skriver minimipunkten som [—1, —8e'/ 4), ett skrivfel for
(-1, -8e'.

6. En sfarisk tank som toms

En tank har sfarisk form med radie R = 6 m. I botten av tanken sitter det en kran som vi kan tappa
vatten ur tanken med, se figur.

Figuren i tentan: en sfar med radien R, delvis fylld med vatten till djupet h réknat fran botten.
Vattenvolymen ar V. Under sféren sitter ett utloppsrér med en kran, dar vattnet strémmar ut med
hastigheten v.

N&r vattendjupet &r h m sa ges vattenvolymen i tanken V' av

_ mh*(3R - h) 3

v ,
3

0<h<2R,

och nar kranen dppnas flodar vatten ut genom tanken med en hastighet v som ar proportionell mot
kvadratroten av vattenpelarens hojd, vilket ger att volymen andras med en hastighet av

dV.  n 3
E— E\/ﬁm/s

Vi 6ppnar kranen och later vattnet floda ut.

(a) Med vilken hastighet andras djupet h vid den tidpunkt da djupet &r 2 m? (3p)
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(b) Vid vilket djup h férandras djupet som langsammast? (2p)
Totalpoding: 5

&) Ledtrad 1

Relaterade hastigheter: derivera volymsambandet med avseende pa tiden med kedjeregeln

(Implicit derivering), och i (b) en extremvardesundersokning.

¢) Ledtrad 2

@y _ &7
d dh dt
|h'| pa0 <h<12.

L6s ut h'(t) som en funktion av h och minimera sedan beloppet u(h) =

¢) Ledtrad 3

dv ,
— = T(2Rh - h?) = th(12 - h),sah = - .u &r minstdar vh (12 —

1
10vVh (12 - h)

h) &r storst.

J Lbésning

(a) B&de V och h beror av tiden. Kedjeregeln ger

dV. _n ,.dh TN
E_g(GRh 3h)E—n(2Rh h)h (t)
dv n _ .
Med a = —1—0\/E (negativ, eftersom vattnet rinner ut) och R = 6:
h’(t) = _%\/ﬂ = — \/E = — 1
m(12h — h?) 10 h(12 - h) 10vh (12 - h)
Dah=2m:
: 1 1 2
h(t)=- = = =—\/7m/s
10210 10042 200

V2

2
djupet minskar med % m/s = = cm/s ~ 0,71 cm/s
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(b) Djupets andringshastighet har beloppet

; 1
uth)=[h(@®| = 0vh(2-h)’ 0<h<12

Narh — 0" ellerh — 12 gr namnaren mot 0", s& u(h) — +oo. u &r alltsd minst dar g(h) =
Vvh(12 - h) = 12h"2 — h¥? ar storst. Derivering;

, 3 3(4 - h)
R) = 612 — 212 =
g () 2 2vh

som ar positiv for 0 < h < 4 och negativ for 4 < h < 12. Alltsa har g sitt maximum och u sitt
minimum i h = 4:

1 5
m/s = — cm/s

u4) = =
10-2-8 160 8

5
djupet andras fangsammast vid h = 4 m (§ cm/s)

2R

Det stAmmer med den allmanna formen h = ?

Kontrollerat mot facit.
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