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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2022-08-17 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_220817.pdf, m0047m_220817sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt

k2
e Uppgift 1: induktionsbevis for en formel for 22:1 o och summans gransvarde

t
e Uppgift 2: tre gransvarden utan 'Hopital, en exponentialkvot, ———= och en

v/1-—cost

X

1. 1
<In(1+ -) < -ochgransvardet(1+—-) — e
x" X X

logaritmkvot i oandligheten

1
u ift 3: olikheterna
e Uppg T 1

o Uppgift 4: tangenter tilly = x> — 3x + 2 genom en punkt utanfér kurvan

e Uppgift 5: lokala extremvarden och vardemangd for x> — 8| x| + 15 pa [-7, 6], samt
MATLAB-kod respektive derivatans definition

e Uppgift 6: avstandet till horisonten, implicit derivering och Taylorpolynom for att avgéra om
vindkraftverk syns

¢) Sa anvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. En summaformel genom induktion

Det galler att

Yy —=6-————, n=123,....
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(a) Bevisa formeln ovan, exempelvis med induktion. (4p)

(b) Vad gar summan

mot nar n gar mot oandligheten? (1p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

Ett bevis med induktion for en summa, foljt av ett standardgransvarde.

¢) Ledtradd 2

Kontrolleran = 1. Anta formeln fér n = p och skriv summan tillp + 1 som summan till p

(p+1)*

plus termen o

¢) Ledtrad 3

Satt allt pa namnaren 2P*1: taljaren blir 2(p? + 4p + 6) — (p + 1)>. Jamfor med (p +
a
12 +4(p+1)+6 = p? + 6p + 11.1 (b): g—n 0.

Z Lésning
(a) Basfall. Forn = 1 ar

1
Wil = = = o,
2

sa formeln géller.

Induktionssteg. Anta att formeln galler fér n = p (induktionsantagandet):

ZgZG‘

k=1
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Vi ska visa att den da galler férn = p + 1, dvs. att summan ar

__@+1F+4@+1)+6:6_p2+@r+ﬂ

€ 2p+1 2p+1

Med induktionsantagandet:

PRI P2 (pe1)? QP> +4p+6) pP+2p+1
5 o= X ot =6 '

L T P+ o+l
k=1 =

_2p*+8p+12-p*-2p-1 _6_p2+6p+11

=6 2p+l 2p+1

vilket ar formeln fér n = p + 1. Enligt induktionsprincipen galler

n

k? >+4n+6
P =6- LT NT0 pyrallan > 1
k:12 2n

o 0 0 . o n2 n
(b) En exponentialfunktion med bas 2 > 1 dominerar varje potens, sa on - 0, on — Ooch

1
— — 0.Alltsa
2)1

n
2 n2

: : 4n 6
LD LG s

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden utan 1'Hopital

Avgor huruvida féljande (aven oegentliga) gransvarden existerar och om sa, bestam dem (utan hjalp av

'Hopitals regler):

(a)
’ ef—-1
xlfr(l) e2x — 1
(1p)
(b)
lim —
t-0+ 4/1 — cost
(2p)
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(©)
_In(e* +e¥)
XLIEIO eln(2x)+ln(3x)
(2p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

Gransvarden som loses med algebraisk omskrivning, standardgransvarden och raknelagar for

exponentialfunktioner och logaritmer.

¢) Ledtrad 2

(a) eX = (ex)z, sa konjugatregeln fungerar. (b) Férlang med /1 + cos t. (c) Bryt ut den
dominerande termen e logaritmen och forenkla namnaren med A0 = g

&) Ledtrad 3

e -1 sint
(@) .(b) V1 —cos?t = | sint| = sintférsm&t > 0; anvind — —
@ - 1)+ 1) t

1. (c) Uttrycket blir

3x+1In(1 +e™)
6x2 '

2 Lbésning

(a) Konjugatregeln ger, for x & 0,

-1 -1 1 1
ex—1 (ex—1)(ex+1) ex+1 1+1
-1 1
lim = —
x-0eX—1 2

(b) For 0 <t < marsint > 0. Férlangning med /1 + cos t ger

t _ ty/1+cost _ty/1+cost +/1+cost
V1-cost +4/1-cos’t | sint| sint

t
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o sint
Med standardgransvardet e - 1:

. t V1+1
lim = =2
t-0" 4/1 —cost 1
Anmdirkning: fran vanster blir gransvardet —/2, eftersom | sint| = —sint dar. Darfér fragar

uppgiften bara efter hdgergransvardet.

(c) Forenkla taljare och namnare for x > 0:

In(e®+e*)=In(e*(e™*+1)=3x+In(1+e™), NG = oy . 3x = 6x?
Alltsa
3 In(l+e™)
x+In(l+e™ _ " @  0+0
6x2 6 6

eftersom In(1 +e™) — In1 = 0. Dadrmed

__In(e* +e¥)
ilﬂl eln(2)+In(3x)

Kontrollerat mot facit.

1
3. Olikheter for In(1+ —) och talet e
X

Antag x > 0.

(a) Visa olikheten

1
<In(1+-).
x+1 n( x)

Ledning: Olikheten kan vara enklare att bevisa med variabelbytet x = % t>0.2p)

(b) Pa liknande satt kan man visa (behovs ej) olikheten
1 1
In(1+-)< -
X X

Utnyttja denna olikhet tillsammans med olikheten i uppgift 4.(a) for att berakna
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) 1
limxIn(1+ -).
X— 00 X

(2p)

(c) Berakna gransvardet

X

lim (1 + 1) .
X

X— 00

(1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

En olikhet som bevisas med derivata (en vaxande hjalpfunktion), foljt av instangning av ett
gransvarde och kontinuitet hos e*.

&) Ledtradd 2

1 t t
Med x = — blir olikheten In(1 + t) > —— for t > 0. Studera h(t) = In(1 + t) — —— med
: (1+0>— (0=In(1+0 - —
h(0) = 0.1 (b): multiplicera dubbelolikheten med x > 0.

¢) Ledtrad 3

X

. t X 1 1
h(t) = > 0. (b <xIn(1+=)<L@©+=) =y
© A+ () =7 <xIn(1+-)<1@1+-)
J Lbésning
@ Medx = ¢ > 0, 4r — ! ‘ hln(1+1 In(1 + £). Olikheten &r alltsa
a)Medx = —, ,a = = oc -)= . eten ar allts&
X t rx+1 %+1 1+¢ x) i )- Ol '

ekvivalent med

N1 +0)>——, >0
1+t

Lat h(t) = In(1 + £) - %ﬂfértzO.Déérh(0)=ln1—O=Ooch
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1 (A+p-t_(1+9-1_ ¢

1+t (A+1)? (1+02  (1+02 >0 fore=0

h(t) =

Alltsd &r h strangt vaxande pa [0, o), och h(t) > h(0) = 0 fér t > 0. Darmed

1 <In(1+ - )forx>0

1
Alternativt: Medelvardessatsen forInt pd [x,x + 1] gerIn(x + 1) — Inx = — fér n&got c €
c

1 1
< — < — ger bada olikheterna pa en gang.

(x,x + 1), och
x+1 ¢ x

1 1 1
(b) Tillsammans ger olikheterna T <In(1+ =) < = forx > 0. Multiplikation med x > 0:
X X X

1
X <xm@a+-)<1
x+1 X

X 1

Har ar T
x+1 1+)-(

— 1narx — oo, sdinstangningssatsen ger

lim xIn (1 + )— 1

X — 00

Ina

(c) Skrivom med a = e och anvand att exponentialfunktionen ar kontinuerlig:

lim (1 +— ) — lim (1) = plimewxIn(1+1) — o1

X— 00 X— 00

lim (1 + 1) =e

X — 00

Kontrollerat mot facit. Tentan hdnvisar i (b) till “uppgift 4.(a)”, men det dr olikheten i uppgift 3.(a)
som avses (ldrarens lbsning skriver 3.(a)).

4. Tangenter genom en punkt utanfdér kurvan
Finn alla tangenter till kurvan

y=f(x)=x>—-3x+2
som gar genom punkten (1, —1). (5p)

Totalpoding: 5
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¢) Ledtrad 1

Tangentens ekvation med derivatan som lutning, dar tangeringspunkten ar okand.

&) Ledtrad 2

Kontrollera forst om (1, —1) ligger pa kurvan. Lat tangeringspunkten vara (a, f(a));
tangenten ary = f(a) + f (a)(x — a). Krav att den gar genom (1, —1).

¢) Ledtrad 3

Villkoret blir 3a® — 2a® = 0, dvs. a*(3 — 2a) = 0.

2 Lésning

Punkten ligger inte pa kurvan, eftersom f(1) = 1 — 3 + 2 = 0 & —1. Lat tangeringspunkten vara

(a, f(a)). Lutningen ar f (a) = 3a® — 3, och enpunktsformeln ger tangenten
y=a*-3a+2+Q@Ba®-3)(x—a)=3(a®-1x-2a>+2
Den gar genom (1, —1) om

-1=3@*-1)-2a*+2 e 3a*-2a®=0 < d’(3-2a)=0

2
dvs.a =0ellera = 5

e a=0:f(0)=2,f(0) = -3, tangeringspunkt (0, 2) och tangent y = 2 — 3x.
e a= E:f(é) _ 279 +2= Zf (é) _ 2 3= E,tangeringspunkt(E Z) och
272 8 2 8 2 4 4 2’8
tangenty — 715 (x-— E) dvs.y = EX— E
8 4 2 4 4

15x — 19

=2-3 h y=
y x och y 1

15-19 _

Kontroll: 2 =3 -1 = —1och =il

Kontrollerat mot facit.
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5. Extremvirden for x°—8|x| + 15
Betrakta funktionen

y=f(x)=x*—-8|x| +15, -7<x<6.
(a) Hitta alla lokala extremvarden till funktionen ovan. (3p)

(b) Ange funktionens vardemangd. (1p)

(c) (M0047M): Beskriv med MATLAB-kommandon/kod hur vi kan finna globala extremvarden av denna

funktion pa intervallet [-7, 6]. (1p)
(c) (M0029M/M0057M): Berakna f'(—2) med derivatans definition. (1p)

Totalpoding: 5
¢) Ledtrad 1

Extremvarden pa ett slutet intervall: kandidaterna ar andpunkter, singulara punkter (dar
derivatan saknas) och kritiska punkter.

¢) Ledtrad 2

Skriv f styckvis: x> — 8x + 15 fér x > 0 och x> + 8x + 15 for x < 0. Eller kvadratkomplettera:

feo = (Ix] —4)* - 1.

¢) Ledtrad 3

Kandidaterna arx = =7, —4, 0, 4 och 6. Jamfdr funktionsvardena och derivatans
tecken nara varje punkt.

J Lbésning

(a) Eftersom |x|? = x? ar
f) = |x|*-8|x| +16 -1 =(|x| -4)* -1

och styckvis
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x2-8x+15 0<x<6,

x2+8x+15 -7<x<0, XE0

f()=A{ f'(x) =2x - 8sgnx,

Singuldr punkt: x = 0, dar f (07) = 8 och f (0%) = —8. Derivatan saknas, men f vaxer till

vanster och avtar till hoger.

o Kritiska punkter: f (x) =0 < x = 4sgnx, dvs.x = +4.

e Andpunkter: x = =7 ochx = 6.

=7/ (=7,-4) -4 (-4,0) 0 (0

f () - 0 + saknas -

f(x) 8 N -1 Z 15 N
lok. max: f(-7)=8, f(0)=15 f(6)=3

lok. min: f(-4) = f(4) = -1

(b) f ar kontinuerlig pa det slutna och begransade intervallet [-7, 6], s& stérsta och minsta véarde

antas, och de finns bland de lokala extremvardena. Storsta vardet ar f(0) = 15 och minsta

f(£4) = —1. Eftersom f ar kontinuerlig antas alla mellanliggande vérden:

Vv =[-1,15]

(c) (M0047M) Exempelvis, efter lararens kod:

xmin = -7; xmax = 6;

X = xmin:0.01:xmax;

f = @(x) x.”2 - 8xabs(x) + 15;
y = £(x);

Lymin, il = min(y); [ymax, j] = max(y);

xminp = x(i); xmaxp = x(j);
plot(x, vy,
xlabel('x'); ylabel('y');

legend('f(x)=x72-8|x|+15"', 'Globalt minimum',

'k', xmin min, 'bx', xmax max
I pl y 1 4 p' y T

% globala extremvdrden i punktnatet

II*I)

'Globalt maximum')

Det viktiga &r punktvisa operationer ( .A), ett tatt punktnat 6ver [—7, 6] och att stdrsta och minsta

varde tas fram (med max /min eller fminbnd) och markeras. Lararens losning anvander

fminbnd (£, xmin,xmax) for minimum och fminbnd pa —f fér maximum. Observera att fminbnd

bara hittar ett lokalt minimum, s& med tva minimipunkter (+4) far man bara en av dem.
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(c) (MO029M/MO0057M) For h nara O (det racker medh < 2)ar-2+h<0,s4 | -2+h| =2-h
‘Med f(-2) = 4- 16+ 15 = 3;

(2+h’-8Q2-h)+15-3 _ m4—4h+h2—16+8h+12

ACAS n o n
2
—lim M i+ 4
h-0 h-0
f-2)=4

Kontroll: f (x) = 2x + 8 forx < 0 ger f (—2) = 4.

Kontrollerat mot facit. Ldrarens MATLAB-kod anropar axis([xmin,xmax,ymin,ymax]) utan att ha

definierat ymin och ymax; koden ovan tar fram dem med min/ max i stéllet.

6. Hur langt bort syns ett vindkraftverk?

Horisonten ar den linje i synfaltet dar markytan och himlen méts, dvs den mest avlagsna punkten pa
markytan som man kan se. Om betraktarens 6gon befinner sig pa héjden h ges sambandet med
avstandet d till horisonten implicit av ekvationen

d* = 2Rh + I,
dar R ar jordens radie, se nedanstaende figur.

Figuren i tentan: en cirkelbage (jordytan) med medelpunkt i jordens centrum. En vagrat linje tangerar
bégen i horisontpunkten. Till vanster om tangeringspunkten ligger betraktarens dgon pa hojden h
dver ytan, pa avstandet d langs linjen; till hoger ligger féremalets topp pé avstandet x langs linjen
och héjden y 6ver ytan. Tre radier R gar fran centrum: till betraktaren, till tangeringspunkten och

till foremalet.

Ett typiskt varde pa d for en 2 m [&ng person som stér vid havsniva ar d = 5 km. P& motsvarande satt
kommer den personen att kunna se ett foremal som sticker upp y éver havsytan pa avstandet d + x
, dar

X2 = 2Ry + y2
(a) Antag y = y(x). Berikna y(0), y (0) och y " (0). (2p)

(b) Finn taylorpolynomet P5(x) av ordning 2 kring x = 0 till funktionen y = y(x). Felterm behover ej
berédknas. (2p)

(c) Antag att man skulle besluta sig for att satta upp en skog av 330 meter hoga vindkraftverk ute till
havs, lat oss sdga x + d = 53 km utanfér Sandhamn i Stockholms skargérd. Anvand R = 6400 km for

jordradien, d = 5 km och Taylorpolynomet i uppgift (b) for att berdkna om vindkraftverken kommer att
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synas over horisonten nar man tittar ut mot havet fran Sandhamn. (1p)

Totalpoding: 5
&) Ledtrad 1

Implicit derivering tva ganger och sedan Taylorpolynom av ordning 2.

¢) Ledtrad 2

Derivera x*> = 2Ry + y? med avseende pa x tva ganger och satt in x = 0 steg for steg.

P,() = y(0) +y (O + L ( ).

¢) Ledtrad 3

2x =2Ry +2yy och2 =2Ry +2(y')’> +2yy .1(c)arx = 53 — 5 = 48 km.

2 Losning
(a) Sambandet kommer frén Pythagoras sats: x> + R?> = (R + y)?. Tva implicita deriveringar med
avseende pa x ger
2x = 2Ry +2yy, 2=2Ry +2(y)*+2yy
Med x = 0 insatt, i tur och ordning (och y > 0 eftersom y ar en hojd):

0 = 2Ry(0) + y(0)* = y(0) (2R + y(0)) = y(0)=0
0 = 2Ry (0) + 2y(0)y (0) = 2Ry (0) =  y(0)=0

2 =2Ry'(0) + 2y (0)* +2y(0)y (0) =2Ry (0) = y'(0)= %

y(0)=0, y(©)=0, y(0)= 112

(b)
2
Py(x) = Y(0)+y(0)’<+y2( i - ;_R

(c)Medx =53 -5 =48 km och R = 6400 km:
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482 2304
y ® P,(48) = £ = = =(0,18 km = 180 m
26400 12800

De nedersta 180 m av vindkraftverken skyms alltsa av horisonten, men de ar 330 m hoga:

vindkraftverken syns; de 6versta 330 — 180 = 150 m sticker upp dver horisonten

Den exakta [6sningen y = v/R? + x2 — R gery ~ 179,997 m, sa approximationen &r mycket god.
Atmosfarisk refraktion ar forsummad.

Kontrollerat mot facit.
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