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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2022-05-24 Kalla: originaltentamen och lararens

[6sningar (m0047m_220524.pdf, m0047m_220524sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M

med samma innehdll.
Oversikt

e Uppgift 1: binomialutveckling av (2 + t)5 -(2- t)5, ett gransvarde och olikheten
1+ >2
20 _ 1

x10 -1

1/In x

e Uppgift 2: tre gransvarden: X , en rotdifferens och

V1-x2 )
e Uppgift 3: derivatan av arctan ——— och identiteten med arcsin x
X

3

e Uppgift 4: inverterbarhet och inversens derivata for x + x°, samt ett ekvationssystem

e Uppgift 5: extremvarden, asymptoter och vardemangd for Xze—(x—1)2/2

e Uppgift 6: optimering, var en bro 6ver en flod ska ligga for kortast vag

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtradd 1) ger
modellen och ledtrdd 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. Binomialsatsen och en olikhet
(a) Binomialutveckla

Q+9’-@2-t
sa langt det gar. (3p)

(b) Berakna gransvardet
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. 2+ -2
lim )
t—0 t

(1p)

(c) Utnyttja binomialsatsen for att visa att
1 n
fm=(1+-) >2
n

forn = 2, 3,4, .... Ledning: behéver man underséka alla termer i utvecklingen? (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Binomialsatsen med binomialkoefficienter, foljt av ett enkelt gransvarde.

¢) Ledtrad 2

(a+b)" = ZZ:O (Z)a”_kbk. I1(2 - t)° byter de udda potenserna av t tecken.

¢) Ledtrad 3

(a) De jAmna potenserna tar ut varandra och de udda dubbleras. (c) Meda = 1,b = %
ar de tva forsta termernal + n - r1_1 = 2, och alla 6vriga termer ar positiva.

¢ Losning
(a) Binomialkoefficienternaforn = 5ar 1, 5, 10, 10, 5, 1, sa
(Q+6)°=32+5-16t+10- 8+ 104 +5- 2t* + £ = 32 + 80t + 80¢* + 4062 + 10t* + £
och pa samma satt, dar de udda potenserna av t far minustecken,
(2 - ©)° = 32 - 80t + 80 — 406> + 10t* - £

Differensen blir

(+16)° - (2-16° =160t + 80 + 2

(b) Med (a):
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160t + 80¢° + 2¢°
li = lim (160 + 80 + 2t*) = [ 160
S )

Alternativt: kvoten ar tva ganger lutningen for sekanten tilly = x> mellanx =2 —tochx = 2 + ¢,
som garmot 2 - 5 - 24 = 160.

. 1
(c) Binomialsatsen meda = L och b = - ger

1" " on1 1 n 1 1
A+=) =X =1tn =+ Qo+ —
n k” nk n 2 n? n"
k=0
De tva forstatermernadr1l + 1 = 2. For n > 2 finns minst en term till, och alla termer ar
positiva, sa

n

1
1+-) >2forn>2
n

Man behdver alltsa inte undersoka alla termer, bara konstatera att de ar positiva.

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida foljande (Aven oegentliga) gransvarden existerar och om s, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a)
llm Xl/lnx
x-0*
(1p)
(b)
lim \/x2 +sinx — \/x2 —sinx
X — 00
(2p)
(©)
x0 -1
T
Xl{fi X10 - 1
(2p)
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Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

Gransvarden dar uttrycket forst maste skrivas om: med logaritmer, med rotkonjugat och
med faktorisering.

¢) Ledtrad 2

(a) Skriv f(x) = elnf®) () Forlang med v/x2 + sin x + v/x2 — sin x. (c) Konjugatregeln med
X20 = (X10)2.

¢) Ledtrad 3

1/Inx —

1
(@) Inx 1— Inx = 1. (b) Taljaren blir 2 sin x, som &r begransad, medan
nx

namnaren véxer som 2x. (c) x?* = 1 = (x1 + 1)(x!% - 1).

¢ Lésning

(@For0<x<1ar

Xl/lnx: ‘Inx=1 — Xl/lnx:elze

nx

In

Funktionen ar konstant lika med e, sa

lim x/I"X = ¢
x-0*

(b) Gréansvardet &r av typen [oo — oo]. Férlang med rotkonjugatet:

(x> +sinx) — (x> —sinx) _ 2sinx

V/x2 +sinx — V/x2 — sinx = =
VX2 +sinx +4/x2 —sinx  v/x2 +sinx + /X% — sinx

Forx > 0 ar+/x? = x, sa efter division med x i téljare och namnare:

2.sinx
_ X 2-0 _

_\/ sin x \/ sin x 1+1
I ey [
X2 X2

0
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1

< — - 0Qoch
X

1

S - 0dax — oo.Alltsa
X

sin x
32

sin x

eftersom

lim (\/x2 +sinx - v/x2 - sinx) =0
X — 00

(c) Konjugatregeln ger, for x & 1,

XZO — 1l B (X10 + 1)(X10 — 1) B

10
x - +1
V=1 x10—1)
sa
20
*20 —

lim———=1"+1=2

x-1 X" —
Kontrollerat mot facit.

3. En arcusidentitet via derivatan

Definiera

1-x
f(x)=arctanT, 0<x<1.

(a) Férenkla f(x) s l&ngt det gar. (2p)
(b) Visaattfor0 <x < 1saar

) v1-x?
arcsin x + arctan ——— =
X

NS

(2p)
(c) Vad ar

_ vV1-x2
arcsin x + arctan

om—1<x<0?(1p)

Totalpodng: 5

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2022-05-24 - 2026-10-19 5/13



MOO065M - M0047M-2022-05-24

¢) Ledtrad 1

Derivering av Arcusfunktioner med kedjeregeln (Deriveringsregler), och sedan att en funktion
med derivatan noll pa ett intervall &r konstant dar (Medelvardessatsen).

¢) Ledtrad 2

u 1
— arctanu = och — arcsin x = ———. Bestam konstanten genom att satta in
dx 1+ u? dx V1 - x2

en lamplig punkt.

¢) Ledtrad 3

1
1+ = — och — = - Valjx =1i(b)ochx =-1i(c).

X2 x> dx  x x2v/1 - x2

Z Lésning

V1-x?
(@) Med u = — ger kvotregeln
X

=
X Xx—v1-x2

- 2¢/1 - x? :_XZ_(l_XZ):_ 1
5 x24/1 - x2 x24/1 - x2
2 1-x* o v en
ochl+u :1+—2=—2.Alltsaar,for0<x<1,
X X
: u 2 1 1
X = :X . —_—— - B —
[0= 1 =% =) =| =
(b) Lat g(x) = arcsinx + f(x). Enligt (a) ar
poy 1 B 1 0. O<x<1
g(x)_\/l—x2 Vi-2 X

s& g ar konstant pa (0, 1) enligt medelvardessatsen. Eftersom g ar kontinuerlig pa (0, 1] har den

samma konstanta vardeix = 1:

—| o

+0=

NS
NS

g(1) = arcsin 1 + arctan
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Alltsa

) Vi-x2 @
arcsin x + arctan ——— = E’ 0<x<1
X

Alternativt: i en ratvinklig triangel med hypotenusa 1 och kateterna X och v/1 — x2 ar de tva
oz
X T
spetsiga vinklarna arcsin x och arctan ———, och de har summan —.
X

(c) Samma derivering galler for —1 < x < 0 (utrékningen i (a) anvander inte att x > 0), sa

funktionen ar konstant pa [—1, 0) av samma skal. Med x = —1:

arcsin(—1) + arctan — = -

. 1-x T
arcsin x + arctan ————— = _E -1<x<0

1
Forklaringen ar att arctan u ar udda medan ——— byter tecken med x: hela uttrycket &r en
X

udda funktion.

Kontrollerat mot facit.

4. Inversen till x+x°

Lat
fx)=x+x>, xER.
(a) Visa att funktionen ar inverterbar. (1p)

(b) Berakna
_1 !
() 2.
(3p)
(c) Finn samtliga par av losningar (x, y) till ekvationssystemet

x+x>=y+y>,
x+y=14.

Motivera! (1p)

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

Inverterbarhet via monotonitet, och Inversa funktioners derivata.

&) Ledtrad 2

' 1
En strangt viaxande funktion ar injektiv. Fér inversen géller (f ) (a) = —— dar f(b) = a.

f'(b)
¢) Ledtrad 3

f(x) =1+3x*>>0.L6sy + y> = =2 genom att gissa en heltalsrot. (c) Férsta
ekvationen sager f(x) = f(y).

2 Lésning

(@) f(x)=1+3x*>>1>0forallax, saf ar strangt vaxande pa R och darmed injektiv:

f ar inverterbar

(b) Forst f1(—2): visoker y medy + y3 = =2, dvs.y> + y + 2 = 0. Man seratt y = —1 &r en rot,
och eftersom f ar injektiv ar den den enda. Alltsa f~1(-2) = —1.

Medy = f1(x) arx = f(y) = y + y°. Implicit derivering med avseende p& X ger

1

1=(1+3y%)y <y = 53

I punktenx = —2,dary = —1:

o 1
(fl)(—z)—r(_l)z 2

(c) Forsta ekvationen ar f(x) = f(y). Eftersom f &r injektiv ger det X = y, och andra ekvationen ger
da2x = 14:

(x,y) = (7,7) ar den enda losningen
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2
Alternativt: x + x> —y —y3 = (x —y) (1 + x> +xy + y?),och 1 + x> + xy + y*> = 1+(x+)2—1) +

Zyz >0,sax=y.

Kontrollerat mot facit.

(v_1)\2
5. Kurvan x2e & D72

Betrakta funktionen

1?2

y=f(x)=x%e >

(a) Bestam lokala extremvarden och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentligt teckenschema éver
derivatan. Skissera kurvan. Andraderivatan behdéver ej beaktas. (4p)

(b) Ange funktionens vardemangd. (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning: gransvarden i 0o (Oegentliga gransvarden) och teckenschema for derivatan.

&) Ledtrdd 2

Funktionen ar definierad och kontinuerlig pa hela R, sa bara vagrata asymptoter ar majliga.
Exponentialfunktionen dominerar dver potensfunktionen. Derivera med produktregeln och
bryt ut exponentialfaktorn.

¢) Ledtrad 3

f(x)=—x(x+1)(x—-2) e_g :
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¢ Lésning

Asymptoter. f(x) > 0 for x & 0 och f(0) = 0. f ar definierad och kontinuerlig pa hela R, sa lodrata

x—1)?
asymptoter saknas. Med t = ( ) ,dvs.x =1+ \/27 dart —» codax — =oo;
2
i x? _ (1++/20) _o
x}»riI—loo ex=1)2/2 a t—»rglo et B

eftersom exponentialfunktionen véaxer snabbare an varje potensfunktion. Alltsa

y = 0 ar vagrat asymptot da x — +oo

Derivata. Produktregeln ger

1) 1) 1) 1)
=2 T —(x—-1)e T = x(-x-2)e T = x(x+1)x-2)e T

Kritiska punkter: x = —1,x = Qoch x = 2.

x<-1 -1 -1<x<0 0 0<x<2 2
-X + + + 0 - -
x+1 - 0 + + + +
x—2 - - - - - 0
e (112 + + + + + +
f(x) + 0 - 0 + 0
f(x) 2 lok. max N lok. min 2 lo}

4
lok. max f(-1) = e 2~ 0,135, lok. min f(0) =0, lok. max f(2) = NG ~ 2,43

Skiss. Kurvan startar nara x-axeln langt till vanster, stiger till en liten topp i (-1, e72), sjunker till

(0, 0) dar den tangerar x-axeln, stiger till den stora toppen (2, %) och avtar sedan mot 0 igen.

(b) f ar kontinuerlig och f > 0 med f(0) = 0, s& minsta vardet ar 0. Eftersom f — 0ibada

4
andarna ar storsta vardet det storsta av de lokala maxima. 7 > 1 > e 2, si det storsta vardet
e
. 4 . . . . .
ar f(2) = —=. Enligt satsen om mellanliggande varden antas alla varden daremellan:

Ve

4
Vf = [03 _]
e

N
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25 lok. max (2, 4/Ve)

2

1,5
>

1

0,5
lok. max (-1, e™2)
0 .
lok. min (0, 0)
-2 0 2 4
X

Kontrollerat mot facit.

6. Bron over floden

Chad och Stacy bor pa var sin sida om en lang rak flod som l6per i nord-sydlig riktning. Om vi lagger ett
koordinatsystem med Chads hus i origo sa ligger Stacys hus i punkten (8, 3) och floden upptar
omradet dar 2 < x < 4. En dag bestammer sig Chad for att bygga en rakt st-vastlig bro éver floden
och férbinda den med tva raka vagar mellan sitt hus och Stacys hus, se nedanstaende figur.

4

flod

S
3
2
>

P BRO
1
0

C
0 2 4 6 8
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Figuren dr omritad efter originalet, hdr med bron vidy = 1.

P4 vilken y-koordinat bor Chad forlagga bron for att totala vagen mellan dem skall bli sa kort som

moijligt och hur lang blir totala vagen mellan dem da? (5p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrad 1

Optimering: sok minsta vardet av en funktion pa ett slutet intervall.

¢) Ledtrad 2

Med bron mellan P = (2,y) och Q = (4,y) ar totalavagen d(y) = 4/22 +y2 + 2 +
\/4% + (3 — y)?. Jamfor kritiska punkter och &ndpunkternay = 0 ochy = 3.

¢) Ledtrad 3

y 3-Y
Va+y? 16+ (B -y)?

d(y) = 0 ger . Kvadrera och forenkla till 16y? = 4(3 —

y)>.

2 Lbésning

Med bron mellan P = (2,y) och Q = (4, y) blir totala vagen

diy) = |CP| +|PQ| + QS| = V2 +y* +2+ /& + 3 ~y)

Det racker att sékai0 <y < 3: fory < 0 ar bada rotuttrycken storre an féry = 0, och fory > 3
storre an fory = 3.

Andpunkter.
d0)=2+2++16+9=9,  d(3)=V13+2+4=6+13~9,61

Kritiska punkter. d ar deriverbar éverallt och

do) = —2— - ——
4ty 16+ @-y)

d(y) = 0med 0 < y < 3 (bada leden icke-negativa) ger efter kvadrering

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2022-05-24 - 2026-10-19 12713


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Extremv%C3%A4rden

MOO065M - M0047M-2022-05-24

YA6+E-y)) = (4+y)B-y)’ = 16y =43 -y) = 4y =23 -y)
dvs.y = lellery = =3, dar den senare forkastas. Iy = 1:
d1)=v5+2++20=2+3v5~8,71
Eftersom 2 + 3v/5 = 2 + 1/45 < 2 + /49 = 9 = d(0) < d(3) 4r detta minimum:

bronpay =1, total vaglangd 2 + 3v/5 ~ 8,71

Alternativt: brons langd ar alltid 2, s man kan “klippa bort” floden och flytta S tva steg at vanster
X

till (6, 3). Kortaste vagen fran origo till (6, 3) ar den rata linjen y = > somgery = 1vidx = 2 och

langden /36 + 9 = 3\/5; plus bron blir det 2 + 3\/5.

Kontrollerat mot facit.
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