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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2022-03-24 Kalla: originaltentamen och lararens

[6sningar (m0047m_220324.pdf, m0047m_220324sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M

med samma innehdll.
Oversikt

e Uppgift 1: induktionsbevis for formeln fér n:te derivatan av In x
et —e™ x-8
med Taylor och
X x—2
e Uppgift 3: medelvardessatsen for 1/x pa (2, 3) och triangeln som tangenten avgransar

e Uppgift 2: tre gransvarden, e*sine * dax — oo,

mot koordinataxlarna
e Uppgift 4: tanh x &r injektiv, dess invers och inversens definitionsmangd
1-x
1+x2

e Uppgift 5: extremvarden, asymptoter och globala extremvarden for arctan x +

e Uppgift 6: storsta volymforhallandet fér en cylinder inskriven i ett klot

¢) Saanvander du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Lésning ar hela utrakningen, kontrollerad

mot lararens facit.

1. Hogre derivator av Inx genom induktion

Bevisa med induktion att det for x > 0 och alla heltaln = 1,2, 3, ... galler att

=yt

(5p)

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

Ett bevis med induktion dar induktionssteget ar en derivering.

&) Ledtrad 2

Basfallet arn = 1 (kom ihdg att 0! = 1). Anta att formeln galler fér n = p och derivera en
gang till for att fa falletn = p + 1.

¢) Ledtrad 3

d
Skriv induktionsantagandet som (—=1)?"'(p — 1)! * X P och anvénd d—x_p = —pxP1
X

Sedanar(p—1)!-p=pl

¢ Lésning
Basfall. Forn = 1 ar
d 1 or 1
VL= —Inx= 2, JBIL = (= = =
dx X xI X
eftersom 0! = 1. Formeln géller alltsa forn = 1.

Induktionssteg. Anta att formeln géller for nagot heltal p > 1 (induktionsantagandet):

%(lnx) =P - -x?

p+1 I
L _ 4w P! o .
Vi ska visa att ] (Inx) = ( 1)pxp+1. Med induktionsantagandet far vi
art! d d° d 1
—_ _ _— = — — - — ' . _p
_ o o !
=Dl (PN = (P (- D pX P = (1P

vilket ar formeln forn = p + 1.

Enligt induktionsprincipen galler
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nl( )

for allaheltaln>1, x>0

—(lnx) -1

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida foljande (Aven oegentliga) gransvarden existerar och om s, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a)
lim e* sine ™™
(1p)
(b)
lim €-¢
x-0 X
Ledning: Taylor. (2p)
()
. x°-8
lim
x-2 X—2
(2p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrdd 1

sint
Gransvarden av typen oo * 0 och [%]: (a) standardgransvardet for 0 (b) Taylorutveckling,

(c) faktorisering.

¢) Ledtrad 2

(a) Byt variabel t = e*. (b) Utveckla €* — e * kring 0 till ordning 1 med restterm. (c) X = 2 ar
ett nollstalle till taljaren, sa x — 2 ar en faktor.
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¢) Ledtrad 3

sint
(@t - 0" dax — oo, och uttrycket blir T (bye*—e ™ =2x+ XZB(X) med B
begransad nara 0. (c) x> — 8 = (x — 2)(x* + 2x + 4).

J Lésning

(@) Gransvardet dravtypen o - 0. Medt = e X gart - 0" ddx — o, och

lim e*sine ™ = lim = lim — =
X— 00 x—-0 e X t-0t t

sine™ sint
(b) Gransvardet ar av typen [%]. L&t f(x) = e¥ —e . Daar
[O=0, fW=e+e’ fO)=2 fm=e-e*

Taylors formel av ordning 1 kring O ger

f)=0+2x+ %xz = 2x + X**B(X)

C —C

e
for ndgot ¢ mellan 0 och X, dar B(x) = ar begransad nara 0 eftersom | B(x)| <

elcl +e|C|
———— <elX Autsaar

eX—e™ 2x + x*B(x)

li =lim ———= =1lim(2 + =12
im im lelg( x B(x))

x-0 X x-0 X

(c) Gransvardet ar av typen [%]. Eftersom x = 2 ar ett nollstalle till téljaren kan den faktoriseras,
och polynomdivision ger

X —8=(x-2)(x*+2x+4)

Alltsa ar

3

8
lim = lim(X* +2x+4) =4+ 4+4 =12
xX—2 X—2 x—2

3

d
Alternativt: uttrycket ar en differenskvot for xXXix=2,s4 gransvardet ar d—x
X

Kontrollerat mot facit.
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3. Medelvardessatsen och tangenttrianglar fo6r 1/x
Lat
y=fx)=1x x>0.

(a) Illustrera medelvardessatsen genom att finna en punkt i det 6ppna intervallet (2, 3) i vilken
tangenten till kurvan y = f(x) ar parallell med kordan som sammanbinder punkterna (2, f(2)) och

(3,1(3))- 2p)

(b) Visa att arean av triangeln som begransas av tangenten till f och koordinataxlarna ar konstant,
oberoende av tangeringspunkt. Vad blir arean? Ledning: finn forst tangenten till f i nagon godtycklig

punkt x = a pa kurvan och finn darefter ett uttryck fér arean av triangeln. (3p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrdd 1

(a) ar Medelvardessatsen; (b) ar en tangentuppgift med derivatan som lutning.

¢) Ledtrad 2

% forc € (2, 3). (b) Tangentenii (a, %) har lutningen f'(a) = _1.

az’
bestam var den skar axlarna.

@ Lésf(c) =

¢) Ledtrad 3

1 x 2
(@) Kordans lutning ar ——=. (b) Tangentenary = —— + —.
6 a? a

/ Losning

, 1
(a) f ar kontinuerlig pa [2, 3] och deriverbar pa (2, 3), med f (x) = —— . Kordans lutning &r
X

[A-f@_1 1_ 1
3-2 3 2 6

, 1
Villkoret f (c) = 5 ger
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1
==z &= =6 <= c=+/6

Den negativa roten ligger inte i intervallet, men 2 = v/4 < /6 < 4/9 = 3, s&

c=+/6~ 2,449

1
I punkten (v/6, —=) &r tangenten parallell med kordan.

V6

Anmdrkning: allmant ger samma rakning p& [a, bl med 0 < a < batt ¢®> = ab, dvs. c = v/ab, det
geometriska medelvardet av a och b.

. P . , 1
(b) Tangeringspunkten ar (a, a) med a > 0, och tangentens lutning ark = f (a) = i

Enpunktsformeln ger

1
y--=-—5kx-a S y=-—+-
a a

2
Tangenten skar y-axeln (x = 0) iy = E och x-axeln (y = 0) i Xo = 2a. Bada é&r positiva, sa

triangeln med horn i origo, (xo, 0) och (0, yo) har arean

_ X0 Yo 20

2

T

oberoende av a.

Kontrollerat mot facit.

4. Tangens hyperbolicus och dess invers

Vi definierar funktionen tangens hyperbolicus som

X_e—X

X €ER.

e
f(x) = tanhx = gt

(a) Visa att f ar injektiv (1 — 1). (2p)
(b) Bestam inversen till denna funktion. (2p)
(c) Bestam inversens definitionsmangd. Motivera! (1p)

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

Hyperboliska funktioner och invers funktion: injektivitet, invers och vardemangd.

&) Ledtrad 2

(a) Visa att f (x) > 0, s att f ar strangt vixande. (b) Lés x = f(y) for y med hjalpvariabeln
t =& > 0. (c) Inversens definitionsmangd ar f:s vardemangd.

¢) Ledtrad 3

2

, - +
@fx = ﬁ. (b)x = iz n 1 ger® = i — i (c) Berdkna lim, _, 1 f(X).

¢ Lésning

(a) Med kvotregeln och (X + e7¥) =X —e™X, (¥ —e¥) =X +e™:

(ex + e—X)Z _ (ex _ e—X)Z - (e2x +2+ e—ZX) _ (e2x =) & e—ZX) ~ 4
(ex + e—x)Z - (ex + e—x)Z - (ex + e—x)Z

fx)=

Allts ar f'(x) > 0 for alla x, s& f ar strangt vaxande p& R. Tva olika x ger darfor
olika funktionsvérden:

f ar injektiv

(b) Vi séker y = f1(x), dvs. l6ser x = f(y) fory. Med t = €’ > 0 &r

1
e-ey 77 -1
Cerey 1 2+1
t
Da ar
1+x
x(t2+1)=t2—1«=»x+1=12(1—x)«=>t2=1_x
1+
Eftersomt=¢” > 0Qart = X, och
- X
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1+x 1+x
n

1
-1 :1 _
=iy 1= =701

Inversen kallas area tangens hyperbolicus, artanh x.

© D) = V(f).f ar kontinuerlig och strangt vaxande, och

e—eX 11— e —eX e -1
lim = lim —— =1, lim = lim =-1
x—m X +eX  x-o0 ]+ e x=-w X + X  x-o-weX+]

Eftersom f ar strangt vaxande antas inte gransvardena £1, men alla varden daremellan antas
(satsen om mellanliggande varden). Alltsa

D(f ) =V(f)=(-11)

1+x e
>(0precisda—-1<x<1.

vilket stammer med att

Kontrollerat mot facit.

5. Kurvan arctanx +
+ x2

Betrakta funktionen

= +
y = arctan(x) T+

(a) Bestam lokala extremvarden och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentligt teckenschema 6ver
derivatan. Skissera kurvan. Andraderivatan behover ej beaktas. (4p)

(b) Avgér om f har ndgot globalt maximum eller globalt minimum och om sa ér fallet, bestam
dessa. (1p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning med teckenschema for derivatan; arctan ger horisontella
asymptoter (Arcusfunktioner).
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¢) Ledtrad 2

Berdkna limy - 40 f(X) (nd&mnaren 1 + x° blir aldrig noll, s& inga lodrata asymptoter).
Derivera och satt pa gemensamt brakstreck.

¢) Ledtrdd 3

: 2x(x—-1) _, T . .
f(x)= m For (b): jamfor de lokala extremvardena med asymptoternas varden
X
T
L=,
2
/ Losning

Asymptoter. 1 + x> > 1 > 0, s& f ar definierad och kontinuerlig p& hela R och saknar lodrata
asymptoter. Vidare ar

1 1
I S 2
lim —~ = lim X2 X =
xoto 1+ x2 xoto 1
_2 1
X

limfe) =3, lim ()= -3

horisontella asymptoter y = g dax - c0ochy = —g dax - —oo

Sneda asymptoter saknas, eftersom gransvardena ar andliga.

Derivata.

L —1+x)-(1-x-2x (1+x)-1-x2-2x+2x*  2x(x-1)

fe= 1+x2 (1 +x2) (1+x%)? (AR

Kritiska punkter: x = 0 och x = 1.

x<0 0 0<x<1 1 x>1
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x<0 0 0<x<1 1 x>1
x—1 - - - 0 +
(1 +x%)? + + + + +
f ) v 0 - 0 .
f(x) 2 lok. max N lok. min 2

lok. max f(0) = 1, lok. min f(1) = g +0=

Tt
4

T T
Skiss. Kurvan kommer in fran asymptoteny = ] till vanster och vaxer. Eftersom f(—1) = "2 +

4-m
1=

> ( skar den x-axeln en gang, nagot till vanster om x = —1 (numeriskt x & —1,23).
T
Den nar maximum (0, 1) (skarningen med y-axeln), sjunker till minimum (1, Z) ~ (1; 0,785) och

T o
vaxer sedan mot asymptoteny = 5 underifran.

m
(b) f &r vaxande pa (-0, 0] och [1, 00) och avtagande pa [0, 1]. Vardena narmar sig 5 >1=f(0)

non T
dax — oooch 5 < i f(1)dax — —oo, men antas aldrig. Vardemangden &r alltsa (_5’ 5)

,och

f saknar bade globalt maximum och globalt minimum

lok. max (0, 1)

lok. min (1, t/4)

Kontrollerat mot facit.
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6. Storsta cylinder i ett klot

En rak cirkular cylinder ar inskriven i ett klot, se figuren nedan.

Figuren i tentan: ett klot med radien R och en inskriven rak cirkular cylinder med radien r och héjden h.

h
Radien R ar dragen fran klotets medelpunkt till en punkt pa cylinderns évre kant, sar, > och R bildar

en ratvinklig triangel.

Bestam det storsta varde som forhallandet V,./V}, mellan cylinderns volym V.. och klotets volym V),
kan anta. Ange cylinderns radie r och hojd h (uttryckta i klotets radie R) som ger maximum for detta

forhallande. (5p)

Totalpoding: 5
&) Ledtrad 1

Ett optimeringsproblem: storsta varde av en kontinuerlig funktion pa ett slutet intervall.

¢) Ledtrad 2

B8 h 2
och Pythagoras ger r? + (E) = R?. Skriv férhallandet som en

4nR
Vc=nr2h,Vb= n

funktion av h pa [0, 2R].

¢) Ledtrad 3

V. 3
VC = e (4R2h = h3); derivatan ar noll dd 3h? = 4R2.
b
2 Losning

3
Cylindern har volymen V.. = tr?h och klotet V}, =

. Ur figuren (Pythagoras):

h’ h
r2+(§) =R’ r2=R2—Z, 0<h<2R

Forhallandet som funktion av h blir
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, B
R°——)h

Vi 4nR®  16R3
3

f(h) = (4R°h - h°)

f &r kontinuerlig pa det slutna, begransade intervallet [0, 2R], s& st6rsta varde finns. I

andpunkterna &r f(0) = 0 och f(2R) = (8R®-8R3) = 0.

16R3

Derivata.

2
(4R2—3h2):04=)h2:£¢=)h:i2_R
3 V3

3
16R3

f(h) =

2R
Bara h = —= ligger i intervallet. Dar &ar

V3
2R 3 2R 4R? 3 2R 8R? 1

(B e B 3" %0 3 3 3

Detta ar stérre an andpunktsvardena 0, s& det ar maximum. (Aven f (h) = e <0férh>0

bekraftar det.) Motsvarande radie ar

Kontrollerat mot facit.
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