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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2021-12-21 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_211221.pdf, m0047m_211221sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt

1 1
e Uppgift 1: en olikhet och induktionsbevis for 22:1 2 <2--
n

!

n
e Uppgift 2: gransvardena for —, ett uttryck med V/12 och en rationell funktion
n

e Uppgift 3: nar arcsin rx och arccos rx skar varandra under rat vinkel

2,2 —

y =

e Uppgift 5: extremvarden, asymptoter och vardemangd for xVX och jamférelse av \3/§
och /4

e Uppgift 6: relaterade hastigheter, vattendjupet i en halvsfarisk tank

e Uppgift 4: tangent till kruciform-kurvan 4x 9x? + 9y? och arean av en triangel

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtradd 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad

mot lararens facit.

1. En olikhet och en summa genom induktion

(a) Antag att t > 0. Visa olikheten

1

+ < L
t  (t+1)? t+1
(2p)

(b) Bevisa, exempelvis med induktion, att det for alla positiva heltal n > 2 galler att
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— < D-
k=1

(3p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrad 1

(a) ar en olikhet som skrivs om med ekvivalenta steg (Logik och bevisforing); (b) ar ett bevis med

induktion for en summa.

¢) Ledtrad 2

(a) Flytta alla termer till en sida och skriv p& gemensam namnare. (b) Basfallet arn = 2.

p 1 1 : : i
Antaatt ), _, 2 < 2 — — och visa motsvarande olikhet for p + 1.
p

¢) Ledtrdd 3

1 1 1 1 AU PPN
(a) p - 1 = cr 1P = T (b) Lagg till G+ 1) pa bada sidor av

induktionsantagandet och anvand (a) med t = p.

2 Lbésning

(a) Olikheten ar ekvivalent med att skillnaden mellan hogerledet och vansterledet ar positiv:

1 1 1 1 1 1
Q- =)= T )= o e
t+1 t (t+1) t t+1 (t+1)
Med gemensam namnare t(t + 1)? blir detta
(t+1)?-tt+1) -t e+2a+1--t-t 1
t(t + 1)? t(t + 1)? t(t + 1)2

som ar positivt for t > 0. Alltsa galler

s 1 <2-L freso
t (t+1)? t+1
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(b) Basfall. Forn = 2 ar

2 1_
Zp—lJr

1
:2_5
k=1

e

1 5
_:_<
4 4

. : e s p 1 1
Induktionssteg. Anta att olikheten galler fér ndgot heltal p = 2, dvs. ;4 2 <2--
P

(induktionsantagandet). D& ar

ptl p

[N

1 1 1 1 1
2_

ﬁ Zk2++—12<2——+—2<
i i (p+1) p @+ p+1

dar den forsta olikheten ar induktionsantagandet och den andra ar (a) med t = p > 0. Alltsa galler
olikheten aven férn = p + 1.

Enligt induktionsprincipen galler

n 1 1
Y — <2-~ forallaheltal n > 2

1 1 1
Alternativt bevis utan induktion. For k > 2 ar 7 < k= 1Dk = 1 & sa
summan teleskoperar:
n n
1 1 1 1 1
— <1+ . - )Y=1+1-Z=2-_=
_ k? IE (k—l k) n n

Anmdrkning: delsummorna vaxer och ar begransade av 2, sa serien konvergerar. Euler visade att
2

summan ar % ~ 1,645.

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida foljande (aven oegentliga) gransvarden existerar och om s, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a)

(1p)
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(b)
2\ — — 2
i YA+ -1 -2)
=0 (1+)-(1-9
(2p)
(©
3_
limx 8
x-1 X—
(2p)

Totalpoding: 5
¢) Ledtrad 1

Gransvarden: (a) med instangning, (b) med ensidiga gransvarden och (c) med Kontinuitet.

¢) Ledtrad 2

n! k
(@) Skriv — somen produkt av n kvoter —. (b) Forenkla taljare och namnare forst, och kom
n

n
ihagatt v/£2 = |t|. (c) Titta pa vilken punkt X gar mot.

¢) Ledtrad 3

o Loonl 1 V2t
(a) Alla kvoter utom den forsta ar hogst 1,sa 0 < - < . (b) Uttrycket blir

. (0)

Namnaren ar inte nollix = 1.

J Lbésning

(a) For positiva heltal n ar
. k 1 . .
eftersom varje faktor — med k > 2 ar hogst 1. Eftersom — — 0 ger instangningssatsen
n n
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(b) Forenkling ger, for t & 0O,

VA+A)-(1-2) _v22 _V2[t] 1 i
1+9-(1-09 2t 2t 2 t

t
Hérér% =1fort>0och—1fort<0,sa

1 t 1 1 t
hm—-ll: lim—-ll

t—»0+\/§ t E’ t=0" 4/2 t

De ensidiga gransvardena ar olika:

gransvardet existerar inte

3

. : X' -8
(c) Observeraattx — 1,intex — 2. Funktionen f(x) = oy afen kvot av polynom och

kontinuerlig for alla x & 2, i synnerhetix = 1. Alltsa ar

Kontrollerat mot facit.

3. Arcussinus och arcuscosinus under rat vinkel
Finn de varden pa r for vilka kurvorna

y = f(x) = arcsinrx
och

y = ¢g(x) = arccos rx

skar varandra under rat vinkel. I vilka punkter skar kurvorna varandra? Ledning: finns det ndgot enkelt
samband mellan dessa funktioner? (5p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

Arcusfunktioner och deras derivator. Tva kurvor skar varandra under rat vinkel om tangenternas
lutningar ki och ky i skarningspunkten uppfyller kiky = —1.
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¢) Ledtrad 2

. n . . . .
Anvand arcsin u + arccos u = — fér =1 < u < 1 or att hitta skarningspunkten. Derivera
r

V1-r2x2

sedan med kedjeregeln: d_ arcsinrx =
X

¢) Ledtrad 3

T 1
I skarningspunkten &ar arcsinra = 7 alltsa ra = —=. Lutningarna blir da +r/2.

V2

2 Losning

—_— . , . T . T
Skarningspunkt. For —1 < u < 1 galler arcsin u + arccos u = 5 (eftersom sinv = cos (E —V)).
Om kurvorna skar varandra i (a, b) ar

b = arcsinra = arccos ra = — — arcsin ra

NS

. b . T
alltsa 2 arcsinra = E dvs. arcsinra = Z och

ra = sin

m::
EIH

T
Forr = 0 ar kurvorna de parallella linjernay = O ochy = > som inte skar varandra. Férr & O

finns precis en skarningspunkt:

1 n
a,b) =
Rat vinkel. Kedjeregeln ger

feo=

r

r
V1-(x2 V1= (rx)?

1 1
I skarningspunkten ar (ra)? = > sdy/1-(ra)?> = E och lutningarna &r

g =-

ki =f(a)=rv2, ko=g(a)=-rv2

Villkoret for rat vinkel ar kijk, = —1:
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_2r2:—1(=>r2:1<:>r:ii

2 V2
Skarning kten ar da ! +1
arningspunkten ardag = —— = £1:

rv2

1 T 1 T

r=—:(1,-), r=—-——1:(-1,-

Wy o5 (LY

Kontrollerat mot facit.

4. Tangent till en kruciform-kurva
Ekvationen
4x*y? = 9x* + 9y°
beskriver en sa kallad kruciform-kurva.
(a) Finn tangenten till kurvan genom punkten (\/g, 3). (4p)
(b) Berdkna arean av triangeln som begransas av koordinataxlarna och tangenten i uppgift 4.(a). (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Implicit derivering for att fa tangentens lutning.

&) Ledtrad 2

Kontrollera att punkten ligger pa kurvan. Satt y = y(x), derivera bada leden med avseende
pa x och l6s uty'. Tangenten fas med enpunktsformeln.

¢) Ledtrad 3

(9 - 4y°)x
(4x> = 9)y
med tangentens skarningar med axlarna.

8xy? + 8x%yy = 18x + 18yy gery = . (b) Triangeln har kateterna lika
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¢ Lésning
(a) Punkten ligger pa kurvan: 4+ 3+-9=1080ch9-3+9-9 =27+ 81 = 108.

Implicit derivering med y = y(x):

8xy’ + 8x°yy = 18x+18yy < (8x’ —18)yy =18x—8xy> < y = w
(4x%2 = 9)y

1(v3,3):

._(9-36)v3 _ -27v/3 _
YT 12-9-3 9 =-3v3

Enpunktsformeln gery — 3 = -3v3(x—+/3)=-3v/3x+09:

y =12-3v3x

(b) Tangenten skar y-axeln iy = 12 och x-axeln dar 34/3x = 12, dvs. x = W RV

Triangeln &r ratvinklig med dessa kateter, sa

24

8\/§ a.e.

r=1.1.
2

Sl
S

Kontrollerat mot facit.

5. Kurvan x*

Betrakta funktionen

(a) Bestam lokala extremvarden och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentligt teckenschema 6ver
derivatan. Skissera kurvan. Andraderivatan behover ej beaktas. Ledning: skriv férst om funktionen pd
ldmpligt sdtt. (3p)

(b) Ange funktionens vardemangd. Motivera! (1p)
(c) Avgor vilket av talen \?/§ och \VZ som ar storst. Motivera! (1p)

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

Kurvundersékning med teckenschema for derivatan. Skriv om potensen
med exponentialfunktionen.

¢) Ledtrad 2

nx
Ux = % Undersék — dax — 0" ochx — 00, och derivera med kedjeregeln.

X

X

¢) Ledtrad 3

' n x 1- lnX
y = e >—, som byter teckenix = e. (c) V/3=f(3)och v/4 = f(4) med e <
X
3<4.
2 Lbésning
(@) Forx > 0 ar
y=fe)=x"=e¥
o + o 1 o lnx .
Asymptoter. Dax — 0" gar — — +ooochlnx — —o0o,sa — — —oo. Eftersom e" ar
X X
kontinuerligoche” — 0dau — —oo:
lim x** =0
x-0"
. , Inx i :
Dax — oogar — — 0 (standardgransvarde), sa
X
limx"*=¢e%=1
X — 00

Funktionen &r kontinuerlig och begransad pa (0, «©), s&

enda asymptoten ar den vagratay = 1 dax — oo

Derivata. Kedjeregeln och kvotregeln ger
1

x—Inx
.Y

, = 1-1
f(X):ehix-X > X.—HX
X

x2
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Faktorerna x'/X och x? ar positiva, sa tecknet bestams av 1 — Inx, som arnollix = e.

O<x<e e X>e
1-Inx + 0 -
x? + + +
ex + + e
f ) + 0 -
f(x) 2 lok. max N

lok. max f(e) = e'/¢ ~ 1,445

Maximet ar ocksa globalt.

Skiss. Kurvan startar i origo (utan att na dit), vaxer till (e, el/e), passerary = 1ix = 1 och avtar
sedan mot asymptoten y = 1 ovanifran.

(b) f ar kontinuerlig, vaxer fran gransvardet O (som inte antas) upp till €€ pa (0, e] och avtar

sedan mot 1 utan att nd under 1 pa [e, o). Satsen om mellanliggande varden ger att alla varden
daremellan antas:

Vi =(0,e']

(c) f ar strangt avtagande pé [e,©) oche < 3 < 4,53

V3 =f(3) > f(4) = V4

1
Alternativt: 3* = 81 > 64 = 43, och upphéjt till P ger det 313 > 414 Numeriskt ar V3~ 1,442
ochv/4 = /2 ~ 1,414
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1,5 max (e, e™(1/e))

Kontrollerat mot facit.

6. Vattendjupet i en halvsfarisk tank

En tank har halvsfarisk form med radie R = 2 m. Tanken fylls pa uppifran med ett infléde av vatten, se
nedanstaende figur.

(Figuren i originalet visar en halvsfdrisk skal med radien R, vattenvolymen V' och vattendjupet h mditt
frén skdlens botten, och ett rér som fyller pa uppifrdn.)

Né&r vattendjupet &r h m sa ges vattenvolymen V' av

h’(3R - h
_n (3 )rn3.

Vv

Med vilken hastighet andras djupet h vid den tidpunkt da djupet &ar % m och vatten tillférs med en
hastighet av 11 liter per sekund? (5p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrad 1

Relaterade hastigheter: derivera sambandet med avseende pa tiden med kedjeregeln
(Deriveringsregler, Implicit derivering).
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¢) Ledtrad 2

. . dvV _dv dh | -
V och h ar funktioner av t, s a0 = an : o Rakna om 11 liter per sekund till m>/s.

¢) Ledtrad 3

dv 7
ah = (2Rh — h?), somfor R = 2 och h = % ar Tn Och 11 I/s = 0,011 m?/s.

J Lbésning
Bade V = V (t) och h = h(t) beror pa tiden. Derivering med kedjeregeln ger
V() = g (6Rh - 3h?)h'(t) = m (2Rh — h*) h (¢)

alltsa

oV
hO= TR -T2

1 , 11
Vid tidpunkten to ar h = 5 mR=2mochV (t;,) = 111/s= 1000 m?>/s. D& ar

2Rh_h2:2.2.1_1zz
2 4 4
och
, 11/1000 44
H(t)) = - i = o2 g
() = =4 = 7o00n ™8 T 7, s

44
djupet dkar med p mm/s ~ 2,0 mm/s
T

22
Anmdrkning: med T = 7 blir det precis 2 mm/s.

Kontrollerat mot facit.
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