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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2021-10-28 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_211028.pdf, m0047m_211028sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt

e Uppgift 1: induktionsbevis for en teleskopsumma med rétter och en aritmetisk summa
av tréjnummer

e Uppgift 2: tre gransvarden med arcsin/ arccos, logaritmer och rotkonjugat vid —oo

e Uppgift 3: krékningen fér parabelny = x? och fér en cirkel via implicit derivering

o Uppgift 4: taylorpolynom for sagittan h(s) och ett rep spant éver Bajkalsjon

e Uppgift 5: vardemangd, antal nollstallen, lokalisering och inverterbarhet for x> — 5x + 7

e Uppgift 6: vattenstrale ur en tank, var halet ska sitta for maximal rackvidd

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtradd 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad

mot lararens facit.

1. Teleskopsumma med induktion och en aritmetisk summa
(a) Bevisa, exempelvis med induktion, att det for alla positiva heltal n > 1 galler att

" 1
>

Ledning: rotkonjugat. (4p)
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(b) De n spelarnai laget “Oddballs” har valt sina unika trojnummer att vara de udda talen fran 5 upp till
2n+3(dvs5,7,9,11,...,2n + 3). Summan av alla spelares tréjnummer ar 396. Hur manga spelare

finns det i laget? (1p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrdd 1

(a) ar ett bevis med induktion; (b) ar en aritmetisk summa (Talféljder och summor).

¢) Ledtrad 2

(a) Basfalln = 1. T induktionssteget: dela upp summan till p + 1 i summan till p plus den
sista termen. (b) En aritmetisk summa ar antalet termer ganger medelvardet av forsta och
n(a; + an)

sista termen:
2

¢) Ledtrad 3

= Vp+1- 5.0

1
(a) Forlang den sista termen med rotkonjugatet; ———
VPtvp+tl

Ekvationen blir n(n + 4) = 396; lagg till 4 pa bada sidor.

J Lésning

(a) Basfall. Forn = 1 ar

1
1 1
= =1= \/I
2Tk Vo
g 1
Induktionssteg. Anta att formeln galler forn = p, dvs. ) ——— =,/p

k=1 Vk=1+k

(induktionsantagandet). D& ar

p+l 1 1 pFI- P

,El \/k—1+xfk_\/ﬁ+\/113+\/p+1:\/l3 Wp+1+P(VP+1-P)

= B+ Y = B BRI = VR
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sa formeln galler aven for n = p + 1. Enligt induktionsprincipen galler

n

1
—— = /nforallaheltal n > 1
k§1vk_1+ﬁ v

Alternativt bevis utan induktion. Varje term forlangd med rotkonjugatet blir \/E -vk—1,sa
summan teleskoperar:

(V1-vV0)+(V2-vVD)+...+(vVn-vn-1)=v/n-v0=n

(b) Talen 5,7, ..., 2n + 3 bildar en aritmetisk foljd med differensen 2 och n termer, sa

n(5+(2n+3)) _ n(2n + 8)

396 =
2 2

=n(n+4)

Addera 4 pa bada sidor: 400 = n®> +4n+ 4 = (n+ 2)2, sdn+2 =420,dvs.n = 18ellern =

—22. Antalet spelare ar positivt:

n = 18 spelare

5+39
Kontroll:5+7+...+39=18'T=18'22=396.

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida foljande (aven oegentliga) gransvarden existerar och om s, bestam dem (utan hjalp av

'Hopitals regler):

(a)
arcsin x
im
x——-1" arccos x
(1p)
(b)
2
im In(3x7)
x— In(2x3)
(2p)
()
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lim x(x +v/x?-1)

X— -

(2p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Gransvarden och gransvarden i oandligheten: (a) kontinuitet for Arcusfunktioner, (b)
logaritmlagar, (c) rotkonjugat.

¢) Ledtrad 2

(a) arcsin och arccos ar definierade och kontinuerliga pa [—1, 1], sa det racker att satta in
x = —1. (b) Skriv 1n(3x2) =1In3 + 21Inxoch bryt ut Inx. (c) Férlang med x — v/x2 — 1.

¢) Ledtrdd 3

(c) Efter férlangningen blir tiljaren x. I namnaren ar v/x2 = | x| = —xnarx < 0, s3 bryt
ut X med ratt tecken.

2 Lbésning

(a) Bade arcsin och arccos ar hégerkontinuerliga i —1, och arccos(—1) = m ¥ 0, s&

T arcsinx  arcsin(—1) —m/2 1
1m = = = —
x--1* arccosx  arccos(—1) T 2

arcsin x
Observera att ———— F arctan x.
arccos x

(b) Med logaritmlagarna och division med In x (som gar mot 00):

In3
In(3x) _In3+2lnx _ Tnx 2 0+2

In2¢) I2+3Inx 2 . 0+3

Inx

In(3x*) 2

Im ——= = —
x~o In(2x3) 3
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(c) Forlang med rotkonjugatet:

x(x+\/x27—)—x(x - (x? —1)) X

x—v/x2-1
x=|x|y/1-

Férx < 0ar | x| = —x, s uttrycket blir

X 3 1 1
1 1 1+1
X+Xx 1—— 1+4/1- =
X

lim x(x ++/x%2 - )— —

X— —00

Kontrollerat mot facit.

3. Krokning for en parabel och en cirkel
Vi definierar krékningen k = k(x) i en punkt x pa kurva C given av funktionen y = f(x) som

ly'|
a+o»*

K(x) =

(a) Berakna krokningen for parabeln
y=f(x)=x*>, xER,
i punkten x = \/§ (2p)
(b) Berakna krékningen i varje punkt pa cirkeln
xX*+y*=R%) yEO,
med radie R (konstant). Ledning: Sdtty = y(x) och derivera implicit. (3p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrdd 1

Insattning i en formel med forsta- och andraderivata; i (b) beh6vs Implicit derivering tva ganger.
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¢) Ledtrad 2

(a)y' = 2Xx ochy” = 2. (b) Derivera x* +y2 = R? med avseende pa x: 2x + 2yy, =0.

Derivera en gang till.

¢) Ledtrdd 3

: " : : R
(b) Andra deriveringenger 1 + (y)> +yy =0.Medy = X blir 1 + (y)? = — och
y y

RZ

y' =-—.
y3

¢ Lésning
(@) y' = 2x och y" =2,sa

K(X)

- 1+ 4X2)3/2 ’

D= = 2

(1 +4- 2)3/2 9372
2
K(\/i) = f

(b) Lat y = y(x). Derivering av x> + y?> = R? med avseende pa x ger

X

2x+2yy =0 = y'=—; (y E 0)

och en derivering till av 2x + 2yy = 0 ger

, " . 1+(v)2
2420 42y =0 = y =1
y
Har ar
1+(y')2 1+X2__y2+X2_R2 - RZ
= —_—— ———— — _’ y i —
y oy y?
Alltsa
R? R?
DU V4 O V4
R2 3/2 R3 R
S ETIE
pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2021-10-28 - 2026-10-19

2
27

6/13



MOO065M - M0047M-2021-10-28

K = — i varje punkt pa cirkeln

1
R

Krokningen ar konstant, och radien ar just 1/k (krékningsradien).

Kontrollerat mot facit.

4. Sagittan och ett rep 6ver Bajkalsjon

Hojden h = h(s) (kallad sagitta) av ett cirkelsegment med baglangd s ges av

S
h=R(1-cos —),
( R
dar R (konstant) ar cirkelns radie, se nedanstaende figur.

Figuren i tentan: en cirkelsektor med radien R och medelpunktsvinkeln 2 @. Bagen ar uppdelad i tvd
halvor med langden s/2 vardera. Kordan mellan bagens andpunkter har halva langden x/2 pa var sida
om symmetrilinjen. Langs symmetrilinjen ar avstandet fran medelpunkten till kordan R — h och
avstandet frn kordan till bagen h.

(a) Berakna h(0), h'(0) och h"(0). (2p)
(b) Finn taylorpolynomet P5(s) av ordning 2 kring s = 0 till funktionen h = h(s). (2p)

(c) Antag att vi skulle spanna ett rep tvars 6ver en s km lang sjo pa jorden. Da skulle repet som djupast
ligga h km under ytan mitt pa sjon, dar h ges av uttrycket ovan. Bajkalsjon ar ungefar 640 km lang

och jordens radie R ar ungefar 6400 km. Anvand taylorpolynomet i (b) fér att approximera det
maximala djupet som ett spant rep skulle hamna under Bajkalsjons yta. Man kan har anta att sjon ar
bottenlos. (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Taylors formel av ordning 2, efter derivering med kedjeregeln (Deriveringsregler).

¢) Ledtrad 2

' ( ) 7 S ]_
= + + ——s5°.D d t — ar —
P3(s) = h(0) + h(0) s + ——=s*. Den inre derivatan av 5 ar 5
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¢) Ledtrad 3

1
h(s) = —smiochh (s) = —cosi
2R 4R 2R
2 Losning
(a) Med kedjeregeln:
1 1 " 1 1 1
h(s)=R- —smiz—sm— h(s)=—-—cosi=—cosi
2R 2R 2 2R’ 2 2R 2R 4R 2R
sa
1 1
h(0)=R(1 - cos0)=0, h(0)== smO 0, h(0)= R
(b)

OENPIRSE
2'4R

Py(s) = h(0) + h (0)s + —-=

2

&@_w

(c) For s litet jamfort med R ar h(s) ® Po(s). Med s = 640 km och R = 6400 km:

6402 64 - 64 - 100
h(640) ~ P2(640) = 500 =~ B-6a-100 LK

1
Det exakta vardet 6400 (1 — cos %) ~ 7,998 km visar att approximationen ar mycket god.

Bajkalsjons storsta djup ar ungefar 1,6 km, sa i verkligheten skulle repet ta i botten.

Kontrollerat mot facit.

5. Nollstillen och inverterbarhet fér x° —5x+ 7
Lat
y=px)=x"-5x+7, x€ER.

Anvand verktyg och begrepp som gransvarden, teckenstudium av derivatan, graf och satsen om
mellanliggande varden for att motivera svaren till nedanstaende uppgifter.
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(a) Vad ar vardemangden for p? Motiveral! (1p)

(b) Avgor hur manga reella nollstallen som polynomet p(x) har. Motivera! (2p)

(c) Lokalisera nollstallena i uppgift (b) genom att ange i vilka intervall [m, n] (dar m och n &r heltal, n =

m + 1) nollstallena ligger. Motivera! (1p)
(d) Ar funktionen p inverterbar? Motivera! (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Ekvationslosning med derivata: [[Oegentliga gransvarden|gransvarden i 00]], teckenschema for
derivatan, satsen om mellanliggande varden (Kontinuitet) och inverterbarhet.

¢) Ledtrad 2

(a) Undersok p(x) narx — oo, (b) Faktorisera p' (x) = 5(x* — 1) och berékna de lokala
extremvardena. (c) Préva tecknet for p i heltalspunkter. (d) En inverterbar funktion maste
vara injektiv.

¢) Ledtrad 3

p(—=1) = 11 (lok. max) och p(1) = 3 (lok. min). Bada &r positiva, sa grafen kan bara
skara x-axeln till vanster om x = —1. p(-2) = —15.

2 Lésning
(@) p ar ett polynom, alltsa kontinuerligt pa R, och

5
. T 5 _ 2 Sy =
xligloop(x) a xl—l»IiI—looX (1 X4 " X5) o0

Enligt satsen om mellanliggande varden antar p alla varden mellan dessa, sa

Vp = (_oo: OO) =R

(b) Derivatan ar

pP(x)=5x*-5=5x*-1)(x*+1) =5(x - D(x + 1)(x* + 1)
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med kritiska punkter x = +1. Eftersom x> + 1 > 0:

x<-1 -1 -1<x<1 1 x>1
x+1 - 0 + + +
x—1 - - - 0 +
5(x* +1) + + + + +
P + 0 - 0 +
p(x) Z lok. max N lok. min a

medp(-1)=-1+5+7=1lochp(l)=1-5+7 = 3.

e P34 (—oo,—1] &r p strangt vaxande fran —oo till 11, s& dar finns exakt ett nollstalle.
e P&[-1,1]4rpavtagande, sd p(x) > p(1) =3 > 0.
o PA[1,)arpvaxande, sd p(x) = 3 > 0.

p har exakt ett reellt nollstalle

(c) Nollstallet ligger i (—o0, —1). Eftersom
p(-2)=-32+10+7=-15<0 och p(-1)=11>0

ger satsen om mellanliggande varden att nollstallet ligger i

[-2,-1]

3. 221 3
(Intervallhalvering: p (_E) = ) > (0, sa nollstallet ligger till och med i [-2, —E]. Numeriskt ar

detx ~ —1,734.)

(d) p ar inte injektiv: till exempel har ekvationen p(x) = 5 tre l6sningar, en i varje intervall
(=00, -1), (-1, 1) och (1, =), eftersom 3 < 5 < 11 och p gar mot Foo i d&ndarna. Alltsa

p ar inte inverterbar pa R

Begransar man definitionsmangden till exempelvis [1, o) blir p strangt vaxande och
darmed inverterbar.

Skiss.
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15
lok. max (-1, 11)
10
> 5
lok. min (1, 3)
0
x = -1,734
-5
-2 -1 0 1 2

Kontrollerat mot facit.

6. Vattenstralen ur tanken

Antag att vi har en cylindrisk vertikal vattentank med héjd H som ar fylld med vatten. Vi lagger in ett
koordinatsystem som i figuren harunder.

Figuren i tentan: en stdende cylinder med tankvaggen langs y-axeln och markplanet langs x-axeln.
Hojden H ar markerad vid tankens 6verkant och halet p& hojden h. Fran hélet gar en parabelformad
vattenstrale genom en punkt (x, y) och traffar markenix = D.

Vi slar sedan ett litet hal pa tanken pa hojden h dver markplanet varpa vatten bérjar strila ut
féljandes parabeln

dar g ar tyngdaccelerationen och v, vattnets horisontella hastighet som enligt Torricellis lag ar
proportionell mot roten ur vattenpelarens héjd, mer specifikt

vy =+/2g(H — h).

(@) Lat D vara avstandet fran tanken dar vattenstralen traffar markplanet direkt efter vi slagit hal pa
tanken. Finn ett uttryck som relaterar D till halets héjd h. (2p)
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(b) Pa vilken hojd h skall halet géras for att D ska bli maximal och vad blir d& D f6r detta varde pa h
?(3p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

Optimering: storsta vardet av en kontinuerlig funktion pa ett slutet och begransat intervall.

¢) Ledtrad 2

(a) Satt in vy i parabeln och l6s y = 0 for x = D. (b) Undersok D(h) for0 < h < H:
andpunkter, singulara punkter och kritiska punkter.

¢) Ledtrad 3

2
(@) gtarutsig:y = h - ﬁ (b) D(h) = 2+/Hh — h?; det racker att maximera
Hh - h?.
/ Losning

(a) Insattning av v)% =2g(H — h) ger

e e

y=h-2. —Z _=p-
2 2g(H -h) 4(H - h)
Stralen traffar markenix = D dary = O:
DZ
 4(H-h)

D = 2+/h(H - h)

(b) Vi séker storsta vardet av D(h) = 24/Hh — h? p& [0, H], en kontinuerlig funktion pa ett
slutet och begransat intervall, sa storsta vardet antas. I andpunkterna & D(0) = D(H) = 0.

0=h & D?=4h(H - h)

Derivatan ar

D) = 2(H-2h) _ H-2h

- = , 0<h<H
2vV/Hh-h2 +/Hh- h?
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H . ,
Den enda kritiska punkten ar h = > (D > 0fére och D < 0 efter), och déar ar

H
D(5)=2y/5 H-5)=2

H H _H_H
2 2

H

h=—
2

ger maximal rackvidd Dpyax = H

Alternativ l6sning. Kvadratkomplettering: Hh — h* =

2

H? H
— -(h—-=),saD=
4 2

\/H? - (2h — H)?, som &r stérst, VH2 = H,nar2h — H = 0.

Kontrollerat mot facit.
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