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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2021-08-18 Kalla: originaltentamen och lararens
l6sningar (m0047m_210818.pdf, m0047m_210818solsny.pdf) MO047M dr féregdngaren till
M0065M med samma innehdll.

Oversikt

e Uppgift 1: induktionsbevis for Y7_ In (1 — 1) = —Inn och en koefficient i
k=2 k
binomialutvecklingen av (2x* + %)
Sl

e Uppgift 2: tre gransvarden, sin X% vid 0, en trigonometrisk kvot vid % och arcsin 55

i oandligheten

e Uppgift 3: inverterbarhet, inversens varde och inversens forsta och andra derivata for X3+
3x-1

e Uppgift 4: fritt fall med kvadratiskt luftmotstand, kontroll av en l6sning
och granshastigheten

e Uppgift 5: extremvarden, asymptoter och konvexitet for xel’x

e Uppgift 6: optimering av en stadionform med given omkrets

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. En logaritmsumma och en binomialkoefficient

(a) Bevisa, exempelvis med induktion, att det for alla positiva heltal n > 2 galler att

! 1
Y In(1- E) =-Inn.
k=2
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(4p)

(b) Bestam koefficienten for x>-termen i binomialutvecklingen av

5
1
Qx*+2) .
X

Motivera! (1p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

(a) ar ett bevis med induktion om en summa; (b) ar binomialsatsen med binomialkoefficienter.

&) Ledtrad 2

(a) Basfallet ar n = 2. Anta att formeln galler for n = p och lagg tilltermen k = p + 1. (b)
k

5
Den allmé&nna termen &r (k)(2x2)5_k (;) )

¢) Ledtrad 3

1 —_—
pt1l p+1
den bli 3?

@1-

,ochIn g = Ina — Inb. (b) Exponenten for x blir 10 — 3k. Kan

¢ Losning
(a) Basfall. Forn = 2 ar
1 1
VL=In(1-=z)=In=-=-In2=HL
2 2
Induktionssteg. Anta att formeln galler for nagot heltal p > 2, dvs.

p
Y In(1l- i) =—Inp (induktionsantagandet)
k=2
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p+l 1 p 1 1 p
In(1--)= 1-=)+In(1-——)=- +In —
2. In( k) 2. In( k) In p4_1) Inp lnp+1
k=2 k=2
=—-Inp+Ilnp-In(p+1)=—-In(p +1)

vilket ar formeln férn = p + 1. Enligt induktionsprincipen galler

n
Y In(1- %) = —Inn for alla heltal n > 2
k=2

k-1

1
Alternativt bevis (teleskopsumma). In (1 — %) =In =In(k—1)—-Ink,sa

Y (Ink-1)-Ink)=(In1-In2)+(In2-In3)+ --+(n(n—1)-Inn)=Inl1-Inn=-1
k=2

(b) Binomialsatsen ger

15 5 ¢ 1k 5 g
¢+ ) = 3 A T() = T )2
X k X k
k=0 k=0
7
Exponenterna ar 10 — 3k € {10,7,4,1,-2,-5}. Ekvationen 10 — 3k = 3 gerk = 3’ som inte

ar ett heltal, sa det finns ingen x3-term:

| koefficienten ar 0 |

Hela utvecklingen ar 32x'° + 80x” + 80x* + 40x + 10x 72 + x°.

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida foljande (Aven oegentliga) gransvarden existerar och om s, bestam dem (utan hjalp av
'Hopitals regler):

(a)
) 1
lim sin —
x-0 x2
(1p)
(b)

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2021-08-18 - 2026-10-19 3/14



MOO065M - M0047M-2021-08-18

. Cos 2x
lim ——
x-1% CcoSX — sinx

2p)
(©
. .ox+1
lim arcsin
X — 00 X
(2p)
Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1
Gransvarden: (a) en oscillerande funktion, (b) ett "%"-uttryck som forenklas med trigonometriska

identiteter, (c) Kontinuitet hos arcsin.

&) Ledtradd 2

1
(a) Vilka varden antar sin — nara 0? (b) Anvand formeln fér dubbla vinkeln pa cos 2x. (c)
X

Eftersom arcsin ar kontinuerlig kan gransvardet flyttas in.

¢) Ledtrad 3

(@)  — o, s&sinus sveper 6ver [-1, 1] oandligt manga ganger. (b) cos 2x =
p%

2 L2 : : x+1
cos” x — sin” x = (cos x — sin x)(cos x + sin x). (c) " 1.
X
2 Lésning
(a) Narx — Ogar—2 — +oo, Valj till exempel
X

1 1

b
,/§+2nn

Xn =

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2021-08-18 - 2026-10-19 4714


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Gr%C3%A4nsv%C3%A4rden
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Trigonometri
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Trigonometri
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Kontinuitet
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Arcusfunktioner

MOO065M - M0047M-2021-08-18

1
Béda féljderna gar mot 0, men sin — = 1 och sin — = —1 fér alla n. I varje intervall (=6, 6)

2 )
Xn Zn
antar funktionen alltsa bade vardet 1 och vardet —1, sa den kan inte narma sig ett enda tal:

gransvardet existerar inte

(b) Med cos 2x = cos? x — sin® x och konjugatregeln, fér x & % nara %:
Cos 2x (cos x — sin x)(cos x + sin x) ,
- = - = Cosx t+sinx
cosx — sinx cosx — sinx

Detta ar kontinuerligt, sa

. COs 2x mo. 7 2 2
11m+zcos—+51n—:£+£= V2
x—% COSX — sinx 4 4 2 2
i} 1 o x+1 . T ) ) .
(c) Forx > 0 ar > < i < 1, sa uttrycket ligger i definitionsmangden f6r arcsin, och
X
oo x+1 1+ D
lim = lim =1
x-ox+2 x-0o ]+ )2_(

Eftersom arcsin ar kontinuerlig p& [—1, 1] (vid 1 fran vanster) far vi

. . . T
lim arcsin =arcsinl =|—
X—00 X+ 2

Kontrollerat mot facit.

3. Inversen till x> +3x—1 och dess derivator
Lat
fx)=x>+3x-1, xER.

(a) Visa att funktionen ar inverterbar. (1p)

(b) Finn
).
(1p)
(c) Berakna
(Y6

2p)
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(d) Berakna

" 3.
Ledning: gor ytterligare en implicit derivering. (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Inverterbarhet via derivatans tecken, och Inversa funktioners derivata med Implicit derivering.

¢) Ledtrad 2

(a) En stréngt viaxande funktion &r injektiv. (b) y = f 1(3) & f(y) = 3. (¢)-(d) Derivera
x = f(y) implicit med avseende pa X, en och tva ganger.

¢) Ledtrad 3

(b) Gissa en heltalsrot tilly® +3y =4 =0.) 1 =f()y. @ 0=f )Y +f )y .

J Lbésning

(@)
fx)=3x*+3=3(1+x*)>3>0

s& f ar strangt vaxande pa hela R och darmed injektiv, dvs. | f ar inverterbar |

by =f1B) & f(y)=3 < y3>+3y—4=0.Harser man direkt att y = 1 ar en rot.
Eftersom f ar injektiv finns det ingen annan reell rot (faktoriseringen y2 + 3y — 4 = (y — 1)(y? +
y + 4) bekraftar det, andragradsfaktorn saknar reella rétter). Alltsa

'3 =1

(c) Laty = f~1(x), dvs. x = f(y) = y> + 3y — 1. Implicit derivering med avseende pa x:

, , , , 1
1=f()y =3(1+y)y =y :W
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Ix=3ary=1,5sa

1

e = 31+12) |6

(d) Derivera 1 = f (y) y' en gang till med avseende pa x (produkt- och kedjeregeln):

' D ’
0= R+ 0y o=y =0T - 0’: ((yy);g
dar vianvanty = f_(ly) Med f (y) = 6y,y = 1ochf (1) = 6:
" 6-1 1
H @)= 6 = “36

Kontrollerat mot facit.

4. Fritt fall med luftmotstand

Ett objekt med massa m som faller under inverkan av jordaccelerationen g i en atmosfar dar
luftmotstandet ar proportionellt mot objektets hastighet i kvadrat uppfyller rorelseekvationen

mv =mg - kv,

darv = v(t) ar objektets hastighet, t tiden och k en proportionalitetskonstant.

2At
_g e"-1 _ kg
V(t)—x m, dar A= E,

ar losning till rérelseekvationen om objektet slapps fran vila (dvs. v(0) = 0). (3p)

(a) Visa att

(b) Nart — oo kommer objektets hastighet v(t) att ga mot en konstant hastighet, den sa kallade
granshastigheten V,. Bestam V, (uttryckt i storheterna m, g och k). Antag har att objektet faller i all
oandlighet. (2p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrad 1

Kontroll av en l6sning genom derivering (kvotregeln) och ett gransvarde i oandligheten for

exponentialfunktioner. Uttrycket ar egentligen % tanh(At), se Hyperboliska funktioner.
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¢) Ledtrad 2

(a) Kontrollera v(0) = 0, berdkna mv' och mg — kv? var for sig och jamfor. (b) Férlang med
—2At
e N,

¢) Ledtrdd 3

2
@ kL = mg, och (e + 1) — (e — 1)? = 4e?X_ (1) . g m
A2 A kg

¢ Lésning

(a) Begynnelsevillkoret:

0
_g.e-1_
V(O)—} eO+1 =0
Véinster led. Kvotregeln ger
V'(t) _ g . erZAt(eZ)\t + 1) _ (eZ)\t _ 1) . ZAeZ)\t _ g . 4A62)‘t _ 4g eZAt
A (eZ)\t + 1)2 A (eZAt + 1)2 (eZAt + 1)2
. . 4e2?\t
samv = mg m
k 2 2
Héger led. Eftersom A% = 9 ark - g—z =k- gm_ mg, s&
m g
20t 2 Mt 2 20t 2 Mt
e ema—mge D T D) (e )T e
mg — kv 1) L) (ezm + 1)2 1) (ezm + 1)2 1) (ezm + 1)2

Leden &r lika, s& v(t) uppfyller|mv’ = mg — kv® och v(0) = 0.

—2At

(b) Forlangning med e " ger

Vo= _ g_l—O_ g 3 m
t_tgglox 1+e 2k X 1+0 ,/kg/m_g k_

eftersomA > 0sd atte 2 - 0. Alltsa
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Kontroll: vid granshastigheten ar v =0, sa mg — kVt2 = 0, dvs. luftmotstandet balanserar
precis tyngdkraften.

Kontrollerat mot facit.

5. Kurvan xe'*

Definiera funktionen

y = f() = xe'”

Bestam lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentligt
teckenschema 6ver derivatan. Ange i vilka intervall kurvan ar konvex respektive konkav. Skissera
kurvan. Ledning: man kan ha hjdlp av standardgrénsvdrdet

(5p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning: ensidiga gransvarden vid x = 0, sned asymptot, teckenschema fér derivatan
och andraderivatan.

¢) Ledtrad 2

Undersdk x — 0* (sattt = f( ) ochf(x) —xdax — oo (satth = —) Derivera med
produkt- och kedjeregeln.

¢) Ledtrad 3

’ x—1 el/x 1/x

f(x)= ( ) ochf(x)——.
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J Lésning

Definitionsméngd och tecken. f ar definierad fér x E 0. Eftersom e > 0 har f(x) samma tecken
som X.

Lodrat asymptot. Med t = %:
t t
. . e . . e 0
lim xe!™ = lim — = +00, lim xe”* = lim — = — =0
x=0" t—+oo X—0" to-0 t  —00

Alltsa ar x = 0 en lodrat asymptot (fran héger); fran vanster gar kurvan mot origo.

Sned asymptot. f(x) — *ooddx — 0o, sd det finns ingen vagrat asymptot. Men

lim ) _ lim e =¢e’ =1
X—t00 X X — 00
ochmedh = )—1( - 0
] ) el/x — 1 . eh — 1l
L N Vi =

lodrat asymptot x =0 (x » 0%), sned asymptoty = x+ 1 (x — +0)

Derivata.
£(0) = e +xel - (_%) = el (1 - %) _ (x- )1() e
Enda kritiska punkten arx = 1.
x<0 0 0<x<1 1 x>1

x—1 - - - 0 +
X - 0 + + +
el + odef. + + +
f(x) T odef. = 0 +
f(x) 2 asymptot N lok. min 2

lok. min f(1) = e

Det finns inget lokalt maximum.
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Andraderivata.

" d el/X el/" 1 el/x ' e
_ 1/x _ X2 _ _
X) = — e =2 = = 4+ +__ =

f" har samma tecken som x> och ar aldrig noll:

konkav for x <0, konvex for x > 0, inga inflexionspunkter

Teckenbytet sker vid x = 0, som inte tillhor definitionsmangden, sa det ger ingen inflexionspunkt.

Skiss. For x < 0 vaxer kurvan, konkav, fran den sneda asymptoten y = x + 1 (underifran,
eftersom f(x) — (x + 1) < 0 dar) upp mot origo. Fér x > 0 kommer den ner fran +oo langs y-axeln,
har minimum i (1, e) och narmar sig sedan y = x + 1 ovanifran.

Kontrollerat mot facit.

6. Optimal stadionfoxm

En stadion ar en tvadimensionell geometrisk figur konstruerad av en rektangel och tva halvcirklar pa
motsatta sidor av rektangeln, se nedanstaende figur.
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Figuren i tentan: en rektangel med den vagrata sidan b och den lodrata sidan h, med en halvcirkel med
diametern h fast pé vardera kortsidan. Stadions rand bestar allts& av tva raka strackor med langden b
och tva halvcirkelbagar.

For en stadion med given omkrets P, finn rektangelns sidor b och h (uttryckta i P) som
(a) ger maximal area pa rektangeln. Hur stor ar da rektangelns maximala area uttryckt i P ? (3p)

(b) ger maximal total innesluten area av stadion. Hur stor ar da inneslutna omradets maximala area
uttryckti P? (2p)

Totalpoding: 5
¢) Ledtrad 1

Optimering: storsta varde for en kontinuerlig funktion pa ett slutet, begransat intervall.

¢) Ledtrad 2

Omkretsen ar P = 2b + mh. Lds ut b, skriv arean som funktion av h och bestam vilka h som
ar tillatna. Undersok kritiska punkter och andpunkter.

¢) Ledtrad 3

P —nh P h?
" med(0 < h < = (@) Ar = bh. (b) As = bh + HT;var hamnar den

b=

kritiska punkten?

2 Losning

Uppstallning. Randen bestar av tva strackor b och tva halvcirklar med diametern h, sa

h P —mh
P=2b+2 = =2bh+mh & b= ——
2 2
. P
Eftersomb > 0Q0ochh>0ar0<h < —.
T
(a) Rektangelns area ar
Ah _bh_(P—Hh)h_Ph—nh2 0<h<P
r(h) = bh = 5 = 5—> Os<h<—
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A; ar kontinuerlig pa ett slutet, begransat intervall, sa ett storsta varde finns. I andpunkterna ar
A.(0) = A, (%) = 0. Derivatan

, P —2mh P
Ah)y=—=20 = h=—
2 21
p P-P/2
ligger inne i intervallet, och A.(h) = -1t < 0, s& det &r ett maximum. D& &r b = — =
— och
4
h =] E b = B Arnax = B . B = P_2
21’ 4> 7 4 2n 8nm

De raka sidorna ar da lika langa som var och en av halvcirkelbagarna (”7}‘ = %).

(b) Den totala arean ar rektangeln plus tva halvcirklar med radien g:

Ph - nh? . nth*> _ 2Ph - nth?
2 4 4 ’

2

As(h)zbh+n(g) = 0<h<

SEL

Derivatan ar

2P —2nh _ P —nh

A.(h) =
s(h) 2 5

p
>0 pa [0,—
pa [ 7T]

P
med likhet bara i hogra andpunkten. A ar alltsa vaxande, och maximum antasih = —, darb =
T

0:

. P _ 2

h:B b=0 AmaX:—ZP x e _ P7

n’ Ce 4 4n
2 2
Stadion ar da en cirkel med diametern —, i enlighet med den isoperimetriska olikheten A < s
T T

Kontrollerat mot facit.

Se aven

e M0O065M

e Matematisk induktion
e Talfoljder och summor
e Binomialkoefficient

e (Gransvarden
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e QOegentliga gransvarden

e Kontinuitet

e Trigonometri

e Arcusfunktioner

e Funktioner och invers

e Inversa funktioners derivata
e Implicit derivering

e Hyperboliska funktioner

e Grafritning och asymptoter
e Andraderivata och konvexitet
e Extremvarden
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