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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2021-05-27 Kalla: originaltentamen och lararens

l6sningar (m0047m_210527.pdf, m0047m_210527sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M

med samma innehdll.
Oversikt

e Uppgift 1: induktionsbevis for att 32" — 1 ar delbart med 8

n
e Uppgift 2: gransvirdena e " ¥ dax — 1, — ddn — cooch X" dax - 0
n!
e Uppgift 3: Lamberts W-funktion som invers till xe*: definitionsmangd, derivata och tangent
ix=e
e Uppgift 4: derivator och andra ordningens Taylorpolynom for den relativistiska

kinetiska energin
3

e Uppgift 5: extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter for

e Uppgift 6: optimering, vattenranna med storsta tvarsnittsarea

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrdd 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad

mot lararens facit.

1. Delbarhet med 8 genom induktion
Bevisa, exempelvis med induktion, att det for alla positiva heltal n > 1 galler att talet
c,=3"-1

ar delbart med 8. Ledning: ett heltal ¢ dr delbart med ett annat heltal d om det finns ett heltal k s@ att
c = kd. (5p)
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Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Ett bevis med induktion: basfall och induktionssteg.

&) Ledtradd 2

Basfallet arn = 1. Anta att 322 — 1 = 8k for nagot heltal k och visa att 32C*1) — 1 = 8] for
nagot heltal [.

¢) Ledtrad 3

320+ = 9. 3% 55320") -1 =9(3% - 1) + 8.

¢ Lésning
Basfall. Forn = 1 arc; = 32-1=8=28"1, som ardelbart med 8.

Induktionssteg. Anta att ¢, = 3?7 — 1 4r delbart med 8 for ndgot heltal p > 1, dvs. att 3% — 1 =
8k for ndgot heltal k (induktionsantagandet). D& ar

Cpr1 =30 -1=9-37-1=9-3%-9+8
=9(3%-1)+8=9-8k+8=8(9%+1) =8I

dar[ = 9k + 1 ar ett heltal eftersom k ar ett heltal. Alltsa ar aven cp+1 delbart med 8.

Enligt induktionsprincipen galler

8 delar 3°" — 1 for alla heltal n > 1

Alternativt bevis utan induktion. Med den geometriska summan ar

n-1
3"-1=9"-1=(9-1)(A+9+9P+--+9" =83 o
k=0

och summan ar ett heltal.
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Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida foljande (Aven oegentliga) gransvarden existerar och om sd, bestam dem (utan hjalp av

'Hopitals regler):

(a)

(1p)

(b) Visa att

Ledning: instdngningssatsen. (2p)

()

(2p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

(a) handlar om Kontinuitet; (b) ar en instangning av en talfoljd; (c) ar ett oegentligt gransvarde
dar man skriver om potensen med exponentialfunktionen.

¢) Ledtrad 2

2
(@) Funktionen ar kontinuerligix = 1. (b) Skriv — somen produkt av n kvoter E och
n!

uppskatta dem. (c) Anvand a’=e
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¢) Ledtrad 3

2
(b) Alla kvoter X med k > 2 ar hogst 1. (c) xlnx = e(ln")z.

Z Lésning

(a) Funktionen e¢°s X 5 sammansatt av kontinuerliga funktioner och darmed kontinuerlig for

X > 0, s&d man kan sattainx = 1:

lim e®°s Inx _ o 08 Inl _ ecosO — IEI

x—1
(b) Forn > 3 ar
0<2"_2_2_2 2 .2<2112
n 12 3 n-1 n_ n
———
alla<1

4
(for n = 3 &r den mellersta produkten tom). Eftersom — — 0dan — oo gerinstangningssatsen

n

n

lim — =0
n-o nl

n n—-2

2 2
Alternativt: varje kvot X med k > 3 ar hogst 3 sa0< — <2 (5) - 0.

n!

(c) Férx > 0 ar

. 2
Xlnx — elnxlnx — e(lnx)

Dax - 0" garlnx — -, 53 (Inx)?> - +0o, och eftersome! — codat — o0 ar

lim x™™* = +o0
x—0"

Gransvardet existerar alltsa inte som andligt tal, men ar oegentligt +oo.

Kontrollerat mot facit.
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3. Lamberts W-funktion
Lat
f(x) =xe*, -1<x<oo,
och definiera Lamberts W-funktion W som inversen till f, dvs. W(x) = f ().
(a) Visa att f &r inverterbar. Vad ar definitionsmangden for W? (2p)

(b) Visa att derivatan W'(x) uppfyller

W(x)

W= T W)

omx B 0.(2p)

(c) Finn tangenten till kurvan y = W (x) i punkten x = e. Tips: formeln i uppgift (b) kan vara
anvdndbar. (2p)

Totalpoding: 6
¢) Ledtrad 1

Invers funktion och derivatan av en invers, som man far med Implicit derivering.

&) Ledtrad 2

(a) En strangt vaxande funktion &r injektiv; definitionsmangden for W ar vardemangden férf
.(b)y = W(x) & x = ye;derivera sambandet med avseende pa x. (c) Enpunktsformeln

y=W(e) = Wi(e)x-e).

¢) Ledtrad 3

@fx)=0+x)e".(b)1=(1+y)ey oche’ = ; (©) W(e) = 1eftersom1 - e! =

&

¢ Lésning

(a) Derivering ger
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f(x) =e*+xe* = (1+x)e*
som ar> 0 férx > —1 och = 0 bara i x = —1. Eftersom f ar kontinuerlig pa [—1, ) &r f strangt

vaxande dar, alltsa injektiv och darmed inverterbar. Vidare &r

X—00

1
f(-1)=—-e!= = lim xe* = oo

1
och f &r kontinuerlig, s& vardemangden ar [——, o). Definitionsmangden for inversen ar
e

vardemangden for f:

1
DW = [__5 OO)
e

1
(b) Lat x > s ochy = W(x).D&ary > —1 och
y=Wk) <= x=f(y)=ye

Implicit derivering av x = ye” med avseende pa x ger

L=y = WW=y=gs

Omx & Oary B O (eftersom W(0) = 0 och W &r injektiv), och d& ger x = ye” atte’ =

< X

. Insattning:

1Ly [_ww
1y X XAy [x0+FWE)
y

W(x) =

(c) W(e) ar den losning y till ye” = e som ligger i [—1, ). Uppenbarligen &ry = 1 en l6sning, och
den ar den enda eftersom f &r injektiv. Alltsd ar W (e) = 1, och (b) ger

S S
©@=2a+D 2

Tangenten ar

1 1 ) = x+1
—_ = — —e = — —
Y 2e(x Y e 2

, 1
Kontroll: tangenten tilly = xe* i (1, e) har lutningen f (1) = 2e; spegling iy = x ger lutningen > i
e

(e, 1).

Kontrollerat mot facit. Ldrarens [6sning har i (b) en ledning (“implicit derivering”) som inte star
[ tentatexten.
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4. Relativistisk kinetisk energi

En partikel med vilomassa my rér sig med hastigheten v (dar |v| < ¢) relativt ett visst
koordinatsystem. Einstein visade under sitt annus mirabilis 1905 att partikelns totala energi E &r

E = mcz,

dar partikelns relativistiska massa m ges av

mo

e
iz
c

Partikelns kinetiska energi T ges darmed av differensen mellan totala energin och viloenergin

m=

enligt formeln

1
T=TWV)=E-Ey=mc®>—myc* =myc® | —— -1

2 b
%
Vi- =z
C
dar c ar ljusets hastighet i vakuum.
(a) Berakna forstaderivatan T'(v) och andraderivatan T (v). (2p)

(b) Approximera T (v) med ett andra ordningens Taylorpolynom till T (v) kring v = 0. Restterm
behover ej berdknas. (2p)

Totalpodng: 4
¢ Ledtrad 1

Kedjeregeln och produktregeln, sedan ett Taylorpolynom.

¢) Ledtrad 2

Skriv T (v) = moc? T = ' ro,
riv T(v) = moc” ((1 c_2) 1). Po(v) =T(0)+ T (0)v + Tv .
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¢) Ledtrad 3

2 -312
T'(v) = mov (1 - C—z) ; derivera den med produktregeln.

2 Lésning

5 =112
(@) Med T(v) = myc? ((1 - v_z) — 1) ger kedjeregeln
c

, » v2 0%y mov
TW=me -3 CF=|— =
1- =
Produktregeln ger sedan
2 —3/2 2 —5/2
" 1% 3 %
Trm=ml-3) *mv-C3)A-3) CZ)
2 —5/2 V2 3V2
22
my (1+ =)
" C
r (V) - V2 5/2
-5
(b)Iv=0ar
T(0) = myc*(1 - 1) =0, T'(0) =0, T"(0) = my
sa
, T'(0 mov?
Py(v) = T(0) + T'(O)v + #vz = ‘;
mov?

For hastigheter som &r sma jamfoért med c ar alltsd T'(v) = , den klassiska

kinetiska energin.

Kontrollerat mot facit.
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X3

X—2

Definiera funktionen

5. Kurvan

3

X
x—2

y=f()=

Bestam lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan. Stall upp detaljerade

teckenscheman. Skissera kurvan. (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning: asymptoter, teckenschema for derivatan och andraderivatan
for inflexionspunkter.

¢) Ledtrad 2

Namnaren ar noll i x = 2. Polynomdivision visar hur funktionen beter sig langt ut. Derivera
med kvotregeln och faktorisera.

¢) Ledtrdd 3

2x2(x - 3)

(x = 2)? ochf (x) = 2 ~6x+12)

(x=2)°

f(x)=x2+2x+4+i,f'(x)=
xX—2

¢ Lésning

Asymptoter. Polynomdivision ger

3
I B S
xX—2 xX=2

f(x) =

. . o . .. o o X .
Taljarens grad ar tvd mer an ndmnarens, s f(x) — +oodax — oo och & — +o00; det finns
X

ingen vagrat eller sned asymptot. Langt ut beter sig kurvan som parabelny = x? + 2x + 4 = (x +
1)? + 3. Vid x = 2 gar taljaren mot 8 och namnaren mot 0:

lirgl_ f(x) = —oo, lirgl+ f(x) = +o0
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lodrat asymptot x = 2, inga andra asymptoter

Derivata. Kvotregeln ger

(x-2)-x> _ 2x3-6x>  2x°(x - 3)

fO= =2 ~“ a2 x-22

Kritiska punkter: x = 0 och x = 3.

x<0 0 0<x<2 2 2<x<3 3
2x2 + 0 + + + +
x—3 - - - - - 0
(x —2)? + + + 0 + +
fx - 0 - ej def. - 0
f(x) N terrass N asymptot N lo}

lok. min f(3) = 27, terrasspunkt i (0, 0)

Det finns inget lokalt maximum.

Andraderivata.

(B2 - 12X)(x =2 = (23 = 6x%) - 2(x — 2) _ (6x* — 12x)(x — 2) — 2(2x> — 6x?)
) (x-2)* ) (x-2)3

e :

Hararx? — 6x + 12 = (x — 3)> + 3 > 0 for alla x.

x<0 0 0<x<2 2 x>2
2x - 0 + + +
(x-3)+3 + + + + +
(x-2)° - - - 0 +
f'(x) 4 0 = ej def. +
f(x) konvex infl. konkav asymptot konvex

f” byter tecken i x = 0, sa terrasspunkten ar en inflexionspunkt:

inflexionspunkt (0, 0)
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(x = 2 ger ingen inflexionspunkt eftersom f inte ar definierad dar.)

Skiss. Kurvan kommer fran +oo till vanster, konvex, avtar och planar ut i terrassen (0, 0) dar den
blir konkav, fortsatter nedat mot —oo vid asymptoten x = 2. Till h6ger om asymptoten kommer
den ned fran +00, nar minimum i (3, 27) och véxer sedan som parabeln y = x? + 2x + 4.

Kontrollerat mot facit.

6. Vattenranna med storsta tvarsnitt

En 6ppen ranna for vatten skall konstrueras ur en 30 cm bred plat genom att bocka upp en tredjedel av
platen vinkeln @ pa varje sida, se rdnnans tvarsnitt i figuren under.

(I tentan visas rdnnans tvdrsnitt: en vagrdt botten pd 10 cm och tvd sidor pd 10 cm vardera, som dr
uppbockade vinkeln @ frén den vdgrdta linjen s att rénnan vidgas uppdt. Tvdrsnittsarean mellan
sidorna och vattenytan dr A.)

Hur skall vinkeln ¢ valjas fér att rdnnan skall rymma s& mycket vatten som méjligt och hur stor &r
tvarsnittsarean A da? (5p)

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

Optimering: sok storsta vardet av en kontinuerlig funktion pa ett slutet intervall, med
Trigonometri for att uttrycka arean.

¢) Ledtrad 2

Dela tvarsnittet i en rektangel 10 X h och tva rata trianglar med kateterna b och h, darh =
10sin ¢ och b = 10 cos @. Jamfor kritiska punkter med &ndpunkterna.

¢) Ledtrad 3

A(@P) = 100(1 + cos @) sin ¢poch A (@) = 100(2 cos> p+ cos P —1) =
100(2 cos @ — 1)(cos ¢ + 1).

¢ Lésning

Varje uppbockad sida har langden 10 cm. Hojden ar h = 10 sin ¢ och varje sida sticker ut b =
10 cos @ vagratt. Tvarsnittet &r en rektangel med basen 10 och tva rata trianglar:

bh
A=10h+2- > = 100 sin ¢ + 100 cos @ sin ¢ = 100(1 + cos @) sin @

m m
Det rimliga intervallet &r 0 < ¢ < 5 (for ¢ < O rinner vattnet ut, och for ¢ > 5 lutar sidorna

inat). A ar kontinuerlig pa det slutna intervallet, sa storsta vardet antas i en andpunkt eller en
kritisk punkt.

Derivata.
A'(¢) = 100 (- sin® @ + (1 + cos @) cos @) = 100 (2 cos® ¢ + cos ¢ — 1) = 100(2 cos ¢ — 1)(c

, 1 ,
P& intervallet &r cos @ + 1 > 0, s& A (@) = 0 bara da cos ¢ = > dvs. @ = %[,A >0for0 <

71— o . H n o . .
¢ < 3 ochA <0 for 3 <@¢< 5S4 det &r ett maximum.

Jamforelse.

~l S
5

T T 3
= A(=)=1 A(=) = C
A(0) =0, ( > ) 00, ( 3) 100 >
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och75v/3 > 100 <= 3+/3 >4 < 27 > 16, vilket stammer. Alltsa

=60°, Amax = 75v/3 cm? & 129,9 cm?

Rannan blir da en halv regelbunden sexhoérning.

Kontrollerat mot facit.
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