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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2021-03-25 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_210325.pdf, m0047m_210325sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt

e Uppgift 1: rekursionen by; = 2by + 1, explicit formel med induktionsbevis och summan av

de n forsta termerna

: i xInx
e Uppgift 2: gransvardena
x+Inx

. T
och 2n sin — samt konstanter som ger ett
n
andligt gransvarde

X — 2
e Uppgift 3: involutionen f(X) = m derivatan av inversen och vardemangden
X —

e Uppgift 4: en ellips och en hyperbel som skar varandra under rata vinklar
e Uppgift 5: extremvarden och asymptoter for e — 62X + 9eX och antalet [sningar till
fx)=C

e Uppgift 6: optimering, balken med stérst bojmotstand ur en rund stock

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtradd 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. Natasjas brev: rekursion och induktion

Trollpackan Natasja ar valdigt fortjust i att skicka sina forbannelser med brev. Hon har fatt en idé att
under n st dagar massposta en hog med brev. Férsta dagen skickar hon ett brev (b; = 1). Dag tva
skickar hon tre brev (by = 3), dag tre skickar hon sju brev (b3 = 7) och sa vidare. Varje dag skickar hon
dubbelt s& manga brev som dagen innan plus ytterligare ett brev.
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(a) Finn ett explicit uttryck fér antal brev b, = f(k) som Natasja skickar dag k. Bevisa ditt pastdende
med induktion. (3p)

(b) Hur manga brev har Natasja totalt skickat efter n st dagar? (2p)

Totalpodng: 5

&) Ledtrad 1

En rekursiv talfoljd: gissa en formel, bevisa den med induktion och summera sedan med en

geometrisk summa.

¢) Ledtrad 2

n—-1
Rekursionen ar by+1 = 2by + 1. Jamfér 1, 3,7, 15, ... med tvpotenserna. For (b): Y. rk =
k=0
rm-1
r-1°

¢) Ledtrad 3

Gissningen ar by = 2k —1.1 induktionssteget: by+1 = 2b, +1 = 2P -1)+1.1(b):
delaupp Y(2k-1) =Y 2k-y 1.

J Lbésning

(a) Rekursionen by+1 = 2bg + 1 ger
by=1=2'-1, b,=3=2°-1, by=7=23-1, b,=15=2%-1

sa det ar rimligt att gissa by = 2% — 1.
Basfall. k = 1: 2! — 1 = 1 = b,. Stammer.

Induktionssteg. Anta att b, = 2P — 1 for ndgot p > 1 (induktionsantagandet). D& ar
bp+1:2bp+1:2(2p—]_)+]_:2P+1_2+1:2p+1_1

sé& formeln géller aven fér k = p + 1. Enligt induktionsprincipen &ar
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by=2-1, k=1,2,3,...

n n

(b) Med den geometriska summan )’ = Y 2k -1
k=1 k=0

Ml
2-1

— 1 =2"1 -2 plir totalen

n n n
Ybh=Y2-y1=2"1-2-p
k=1 k=1 k=1

by +by+ - +b,=2™ -n-2

Kontrol:n =3ger1+3+7=11=16-3 - 2.

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida foljande (aven oegentliga) gransvarden existerar och om s, bestam dem (utan hjalp av
U'Hopitals regler):

(a)
xInx
im .
x—o X +1nx
(1p)
(b)
T
lim 2nsin —
n-oo n
2p)

(c) Bestam konstanterna a och b sa att

ax+b
x-3x2-2x-3

(2p)

Totalpoding: 5
¢) Ledtrad 1

Gransvarden och oegentliga gransvarden med standardgransvarden, och i (c) faktorisering

av namnaren.
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¢) Ledtrad 2

(a) Forkorta med x och anvand — — 0. (b) Byt variabel sa att standardgransvardet
X

sinh
- 1 syns. (c) Namnaren gar mot O nar x — 3; vad kréavs da av téljaren for att

gransvardet ska bli andligt?

¢) Ledtrad 3

T 2n
(b) Satt h = = sd2n = - (©) x*> = 2x — 3 = (x + 1)(x — 3), sa taljaren miste vara

a(x — 3),dvs.b = —3a.

2 Lésning

(a) Forkorta med x:

xInx  Inx
x +Inx 1+ln_x
X

. . . o Inx .
Taljaren gar mot +00 och namnaren mot 1 + 0 = 1 (standardgransvardet — — 0), sa
X

xInx
1m = +00
x—o X +1Inx

2
(b)Satth =~ Dagirh — 0" nirn — ®och2n = 7”:
n

) T ) sin
lim 2nsin — = lim 2m* — =21
n—oo n__h-o h

. . T
lim 2nsin — =21
n-— oo n

Anmdrkning: n - 2 sin — ar omkretsen av en regelbunden n-hérning inskriven i enhetscirkeln, och
n

den gar mot cirkelns omkrets 21t.

(c) Namnaren &r x> — 2x — 3 = (x + 1)(x — 3) och gar mot 0 narx — 3.0m tiljaren inte ocks&
gick mot 0, dvs. om 3a + b B 0, skulle kvoten ga mot +oo eller sakna gransvarde. Alltsa maste
3a+b=0,sab=-3aochax+ b =a(x—3).Daar
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a(x—3) ) a a
im-———= —
x-3 (x+1)(x—3) x-3x+1 4

a
Villkoret 2 =1 ger

Kontrollerat mot facit.

3. En involution
En funktion f som &r sin egen invers (dvs. {1 = f) kallas fér en involution.

(a) Visa att funktionen

f(x) =

3x-2
¥ —

3
R —
A3’ x € \{4},

ar en involution. (2p)
(b) Vad ar (f 1) (2)? (2p)
(c) Vad ar vardemangden for f? (1p)

Totalpodng: 5
¢ Ledtrad 1

Inversa funktioner och derivatan av en invers.

¢) Ledtrad 2

(@) Los x = f(y) for y, eller visa att f(f(x)) = x. (b) Eftersom {1 = far(f™!) =f.(c)
Vardemangden for f ar definitionsmangden for f 1.

&) Ledtrdd 3

@ x(4y —3) =3y —2 < (4x—3)y = 3x — 2. (b) Kvotregeln ger f (x) =
1

C(4x-3)2
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/ Lésning

(@) Los x = f(y) fory, dary & 3:

x=E & 4xy-3x=3y-2 & (4x-3)y=3x-2 e y-= X2
4}’_3 4x -3

for x B %. (Vardet x = % antas aldrig: da blir ekvationen 0 = %1.) Alltsa ar

3x—2
_1 = =
0= 7—5 =0
Alternativt; for x B % ar
.3x—2_
3 T3 % 3(3x-2)-24x-3) «x
M) = =5 =~ a@x=2)=3@x=3) 1 °

L P2 4B3x-2)-3(4x-3)
4x - 3

(b) Eftersom ! = far (f"!) = . Kvotregeln ger

oy 3Mx-3)-43x-2) -1
e V. C g
sa
Sy L 1
Kontroll med formeln fér inversens derivata: f'(2) = f(2) = % @)= f'(i/S) i
S O |
( 5 ) = 25

(c) vVardemangden for f ar definitionsmangden for f 1 = f:

Vf:R\{%}

Kontrollerat mot facit.

4. Ellips och hyperbel som skdar varandra vinkelratt

Visa att ellipsen
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2x° +5y° = 10
och hyperbeln
2 2 _

X -2y =2

skar varandra under rata vinklar. Ledning: visa férst att kurvorna skér varandra och visa sedan att
tangenterna till kurvorna i skérningspunkterna dr vinkelrdta mot varandra. (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Skarningspunkter ur ett ekvationssystem och tangentlutningar med Implicit derivering.

¢) Ledtrad 2

Tva linjer med lutningarna k; och ky ar vinkelrata om k;k, = —1. Derivera b&da ekvationerna
implicit med avseende pa x.

¢) Ledtrad 3

10 2 . 2 .
Systemet gerx2 = — ochy2 = —.Lutningarnaary = _X ochy = i.
3 3 Sy 2y

¢ Lésning

Skarningspunkter. En skarningspunkt (a, b) uppfyller

2a% +5b% = 10
a’-2b* =2

Den andra ekvationen ger a? = 2 + 2b?, och insatt i den forsta:

w| 5

2
2(2+2b*) +5b> =10 & 9b’ =6 bzzg, a? =2+

Wl B

Kurvorna skar alltsa varandra i fyra punkter:
10 2
a,b) =(y/ —,+/ =
(@b) =/ 5 4/3)

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2021-03-25 - 2026-10-19 7113


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Implicit-derivering

MOO065M - M0047M-2021-03-25

Tangenternas lutningar. Implicit derivering med avseende pad x (y = y(x),y & 0):

; ; 2x : X
dx+10yy =0 & y = ——, 2Xx—4yy =0 & vy =
Yy y 5y Yy y 2y

. . . . 2a a
I en skarningspunkt ar b & 0, och lutningarna ar k; = T (ellipsen) och ky = b (hyperbeln).

Produkten ar

Detta galler i alla fyra punkterna eftersom bara a och b? ingar. Allts ar tangenterna vinkelrata:

kurvorna skar varandra under rata vinklar i (+4/ ?, + \/g )

Kontrollerat mot facit.

5. Kurvan e>X — 6e% + 9¢X
Definiera funktionen
y = f(x) = &> — 6™ + 9¢".

(a) Bestam lokala extremvarden och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentliga teckenscheman.
Konvexitet behéver ej beaktas. Skissera kurvan. Ledning: e = (e¥)X. (4p)

(b) Bestam hur manga olika l6sningar ekvationen
e - 6e* +9¢* = C.
har fér alla varden pé talet C € R. Motivera! (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Kurvundersékning med teckenschema for derivatan, och sedan antal losningar ur grafen.
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¢) Ledtrad 2

X
Faktorisera med t = e*: f(x) = e¥(eX — 3)?. Undersék x — %00 och f(x—) foren

sned asymptot.

¢) Ledtrad 3

f (x) = 3e¥(e* — 1)(e* — 3), s& de kritiska punkterna ar x = 0 och x = In 3.1 (b): dra
horisontella linjer y = C i grafen.

¢ Lésning

(a) Faktorisering.
f(x) = e*((e)* —6e* +9) = e*(e* - 3)* > 0

med likhet bara d& e* = 3, dvs. x = In 3.

Asymptoter. f ar kontinuerlig pa hela R, sé lodrata asymptoter saknas. Vidare ar
lim e*(e*—3)*> =0 (-3)> =0, lim e¥(e* — 3)* =
X — —00 X — 00

say = 0 &r en vagrat asymptot dax — —oo. At hoger ar
. X .

lim ID = lim
X — 00 X—

eX
— (-3 =
X © X

sa dar finns ingen sned asymptot.

enda asymptotenary = 0dax — —oo

Derivata.
f(x) = 3e™ — 12e% + 9¢* = 3e* ((€¥)* — 4e* + 3) = 3e*(e* — 1)(e* - 3)

Kritiska punkter: e* = 1 ellere® = 3, dvs.x = 0 ochx = In 3.

x<0 0 0<x<In3 In3 x>1n3

3e* + + + + +
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x<0 0 0<x<In3 In3 x>1In3
e —1 — 0 + + +
e -3 - - - 0 +
f ) v 0 - 0 .
f(x) 2 lok. max N lok. min 2

lok. max f(0)=1-(1-3)>=4, lok.minf(In3)=3-0*=0

Minimet ar ocksa globalt eftersom f > 0; globalt maximum saknas eftersom f — oo.

4447
3

7 8
Frivilligt: f'(x) = 9> — 24> + 9¢* = 9~ ((€¥)? - 3¢ 1) byter tecken dar X = , &

447
3

kurvan har inflexionspunkter i x = In ~ +0,80.

Skiss. Kurvan kommer in langs x-axeln fran vanster (ovanfor den), stiger till (0, 4), sjunker ned till
(In3,0) ~ (1,10; 0) dar den tangerar x-axeln och véaxer sedan obegransat.

(b) Lésningarna till f(x) = C ar skarningspunkterna mellan kurvan och den vagrata linjen y = C.
P& (—oo, 0] vaxer f strangt fran (men inte till) O upp till 4, pa [0, In 3] avtar f strangt fran 4 till O
och pa [In 3, o) vaxer f strangt fran 0 mot 0. Varje monotont intervall ger alltsd hogst en l6sning,
och enligt satsen om mellanliggande varden en l6sning nar C ligger i intervallets vardemangd:

C<0: inga losningar

C=0: en losning (x = In 3)

0<C<4: treldsningar

C=4: tva losningar (x = 0 och en med x > In 3)
C>4: en losning

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2021-03-25 - 2026-10-19 10/13



MOO065M - M0047M-2021-03-25

lok. max (0, 4)

lok. min (In 3, 0)

-4 =g} =) =il 0 1

Kontrollerat mot facit.

6. Balk med maximalt bdjmotstand

Ur en lang timmerstock med cirkulart tvarsnitt med radie R skall en balk med rektangulart tvarsnitt
sagas. Bojmotstandet W hos en sadan balk ges av

dar b ar balkens bredd och h balkens héjd. Hur skall b och h valjas for att bojmotstandet W skall bli
maximalt och vad blir det maximala béjmotstandet Wy,.? (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Optimering: storsta varde for en kontinuerlig funktion pa ett slutet, begransat intervall.
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¢) Ledtrad 2

Balkens horn ska ligga pa stockens rand, sa rektangelns diagonal ar en diameter: b’ +h? =
(2R)?. Uttryck darfér W som en funktion av enbart b.

¢) Ledtrdd 3

b(4R? - b?)

w(b) = for 0 < b < 2R. Jamfér kritiska punkter med dndpunkterna.

2 Lésning

For maximalt W ska balkens horn ligga pa stockens periferi, sa diagonalen ar en diameter:

b? h?
=) +(3) =R? & h* =4R*- b’
2 2

Da ar

b(4R? - b?)

, 0<b<?2R
6

W(b) =

W &r kontinuerlig pa det slutna och begransade intervallet [0, 2R], s& ett storsta varde finns. I

andpunkterna ar W(0) = W(2R) = 0, s& maximum antas i en inre punkt dar derivatan &r noll:

2 _ 2 2
W(b):%:o — bzz% — b:%

(bara den positiva roten ligger i intervallet). Motsvarande hojd ar

2 2
3 3 V3

Kontroll: W' (b) = —b < 0, s det ar ett maximum. Det maximala bojmotstandet ar

1 2R 8R* B8R® 8V3R®

WIn - = =

"6 3 3 93 27
~ . 8v3R3
3 \/g max oV

~ 0,513R>

Kontrollerat mot facit.
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Se aven
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e Talfoljder och summor
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e QOegentliga gransvarden
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e Extremvarden

e Grafritning och asymptoter
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