MOO47M-2020-12-21

#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2020-12-21 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_201221.pdf, m0047m_201221sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt
e Uppgift 1: induktionsbevis for produkten ]_[222 (1- k—lz) = %1 och den oandliga produkten
1-cosh
e Uppgift 2: tre gransvarden, T en kvot av exponentialfunktioner och en andra

differenskvot fér x*

e Uppgift 3: kurvornay = ochy = 2x? skar varandra under réta vinklar

7 + 2x2
o Uppgift 4: hogre derivator via implicit derivering av (y')> = 1 — y? och taylorpolynomet P4

e Uppgift 5: extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter for x3e™
e Uppgift 6: relaterade hastigheter, kolvens lage och hastighet i en kolvmotor

¢) Sa anvinder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtradd 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. En teleskoperande produkt

(a) Bevisa, exempelvis med induktion, att det for alla heltal n > 2 géller att produkten

k=2

(4p)
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(b) Berakna den oandliga produkten

> 1
(I_EE'
k=2

(1p)

Totalpoding: 5

¢) Ledtrad 1

Ett bevis med induktion, och sedan ett gransvarde dan — oo (Talféljder och summor).

&) Ledtrad 2

Basfallet ar n = 2. Anta att formeln géller fér n = p och multiplicera bada leden med den

1 1
nya faktorn W 5
¢) Ledtrad 3
1 hE = +2
_*D _bp+2) (konjugatregeln).

TR o e

J Lbésning

(a) Basfall. Forn = 2 ar

1 3 2+1

VI=1-—=2

= =HL
22 4 2-2

Induktionssteg. Anta att formeln géller for ndgot heltaln = p > 2, dvs.

p
IT@a- l) _prl (induktionsantagandet)
k? 2p

k=2
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ptl

k=2

vilket ar formeln for n

Alternativt bevis utan induktion. 1 - — = —— -

M0-2)=G- 3

k=2

1 p
M- =1a-

1, 1 _p+1_@+1f—

k=2 k_2)) a (p+1)2)_ 2p (p+ 1)
_p*t1l pp+2) p+t2 _(p+t1)+1
2 (pr1? 2+ 2p+D)

= p + 1. Enligt induktionsprincipen galler

]'[ 1- k2) = —— for alla heltal n > 2

k=2

1 k 1 k+1 .

12 p _k sa produkten teleskoperar:

n- 1
n

_n+1 1_n+1 n+1

3 4
Gy

(b) Den oandliga produkten ar gransvardet av delprodukterna:

Kontrollerat mot facit.

E(l 1) LA G 1+ 1
- —)=lim = lim =| =
k=2 k*” n=e 2n n-co 2 2

2. Tre gransvarden

Avgor och motivera huruvida féljande gransvarden existerar och om sa, bestam dem (utan hjalp av

U'Hopitals regler):

(a)

(2p)

(b)

(2p)

(c)

. 1—--cosh
lim —————.
h-0  h2

i 23x+2 + er+1 _ 9x—2
Xl_,n;lo 32x-3 — 7x+3
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(x+h*-x* x*-(x-h

pm h
(2p)

Totalpodng: 6

¢) Ledtrad 1

sin h
Gransvarden med standardgransvarden: 5 — 1i(a), dominerande termi (b) och

binomialsatsen i (c).

&) Ledtrad 2

(a) Forlang med 1 + cos h. (b) Skriv alla potenser p& formen a* och dela taljare och namnare
(x+h)* - 2x* + (x — h)*
h? '

med den snabbast véxande, 9%. (c) Satt allt pa ett brakstreck,

&) Ledtrad 3

1-cos’h sinh> 1 , -l
& h2(1 + cos h) = ( h ) 1+Cosh'(b)e <9, Sa(g) — 0. (c) Termerna med

udda potenser av h tar ut varandra.

2 Lbésning

(a) Forlang med 1 + cos h:

1-cosh  1-cos*h sinh)z_ 1 2. 1
h? h?(1 + cos h) h 1+ cosh 1+1
dah - 0,sa
. 1l—-cosh 1
lim ——— = =
h-0  h? 2

(b) Skriv om varje term som konstant ganger a*:
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1
D3x+2 4 p2x+1 _ g2 _ 4:-8+e- (ez)x = a QX

1
— . QX — 343 X
27

32x—3 — 7x+3
Dela téljare och namnare med 9*:

8" e’ 1
42) +e(%) - —
4G re(g) T

1 7"
— — 343 (=
27 (9)
e’ 7
Eftersom e? < 3% = 9 ligger alla baserna 5 g och 5 i(0,1),ocha® - 0dax — oofor0 <
a < 1.Alltsa
23x+2 + er+1 _ 9x—2 _1 1
lim — =8 = _
Reo63 32x-3 — 7x+3 %

(c) Satt pa gemensamt brakstreck och utveckla med binomialsatsen:

(x+h)* =2x* + (x = h)* _ (x* +4x°h + 6x*h* + 4xh> + h*) = 2x* + (x* — 4x°h + 6x°h* — 4xi
h? - h2

12x?h? + 2h*

T

= 12x% + 2h?

(x+h)4—x4_x4—(x—h)4

lim h h = 1252
h-0 h

Anmdrkning: uttrycket &r en differenskvot av differenskvoter for f(x) = x*, och gransvardet ar
f'(x) =12x%

Kontrollerat mot facit.

3. Tva kurvor som skir varandra vinkelratt

Visa att kurvorna

8

YT TR

och
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skar varandra under rata vinklar. (5p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

Skarningspunkter och tangentlutningar. Tva linjer ar vinkelrata om produkten av deras
riktningskoefficienter ar —1.

&) Ledtradd 2

Bestam forst skarningspunkterna (a, b) ur 2a° = derivera sedan bada kurvorna

7+ 2a?’
och visa att kjk, = —1 dar.

¢) Ledtrad 3

1
Med t = @? blir villkoret 4t + 14t — 8 = 0, sa t = 5 Lutningarna ar 4a och
. 32a
(7 +2a2)*

Z Lésning

Skarningspunkter. I en skarningspunkt (a, b) ar

»_ 8 2 2y — 4 2 _q_
2a—7+22«=2a (7+2a°)=8 < 4a”"+14a"-8=0
a

7
Medt=a;t2+§t—2==Qsé

7 49 7
t=-—t4/ —+2=-—1%
8! 16 4

1
Eftersom ¢ = ¢ > 0 4r baraa® = 5 mojligt, och dd &r b = 2a® = 1. Kurvorna skar allts&

= t=—-ecllert=-4

B~ ©
N =

varandra i

(a,b) = (i%, 1)
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Lutningar. Derivatorna ar

d d 8 8-4 32
dx dx "7 +2x? (7 + 2x2) (7 + 2x2)
32a
sd tangenternas riktningskoefficienter i skarningspunkterna ar ki = 4a och ko = —m.
+2a
1
Med @? = —:
eda >
128a? 64
klkz = = = =-1

7+2a227 (7+1

kik, = —1 i bada skarningspunkterna (+ 1), sa kurvorna skar varandra under rata vinl

1
V2’

Kontrollerat mot facit.

4. Taylorpolynom ur en differentialekvation

Antag att y = y(x) ar en implicit definierad icke-konstant funktion som uppfyller den
ickelinjara differentialekvationen

2
) =1-y~
@) Finny",y" och y® uttrycktaiy ochy'. (2p)

(b) Finn taylorpolynomet P4(X) av ordning 4 till y kring 0 om vi vet att y(0) = 1. Ledning: vad mdste dd
¥ (0), y (0), osv. vara? (2p)

Totalpoding: 4
¢) Ledtrad 1

Implicit derivering med kedjeregeln och sedan taylorpolynom.

¢) Ledtrad 2

. o o Lo d 2 0 @0 2 9
Derivera bada leden med avseende pa X; kom ihag att d_ (y?) = 2yy .Sattsedaninx = 0
X

differentialekvationen och i derivatorna.
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¢) Ledtrad 3

2y'y’ = —=2yy gery = —y.Differentialekvationenix = 0 gery (0)> =1-1 = 0.

2 Lésning

(a) Derivera bada leden med avseende pa x:
2yy =-2yy
Eftersom y inte &r konstant &r y  inte identiskt noll, och division med 2y" ger
y =7y
Fortsatt derivering ger

d ,
@9 =) =
dx(y) y =y

“4)

. d ,
y—a(y)——y, y

y ==y, y =y, y¥Y=y

(b) Differentialekvationen i x = 0 ger (y(O))2 =1-y(0)>=1-1=0,say(0) = 0.Fran (a):

YO =-y0)=-1, y'0=-y0=0  yP0)=y0)=1

Taylorpolynomet blir

: @)
P4(x) = y(0) +y (O)x + % 2(?> 2+ 0 5 YOO ,

! 41

x2

~+
2

E'wa

P4(X) =1-

Anmdrkning: \6sningen &r y = cos X, eftersom (— sin x)2 =1 - cos® x och cos 0 = 1. Polynomet
ar just taylorpolynomet for cos x.

Kontrollerat mot facit.

5. Kurvan x°e ¥
Definiera funktionen

y = f(x) = x3e™.
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(a) Bestam lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan. Stall upp ordentliga
teckenscheman. Skissera kurvan. (4p)

(b) (M0047M): Beskriv med kod/kommandon hur grafen till denna funktion skulle kunna plottas i
MATLAB pa ett sddant satt att de intressanta delarna av grafen framtrader. (1p)

(b) (MO029M): Ange i vilka intervall funktionen ar vaxande/avtagande respektive konvex/konkav. (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning: gransvarden dd x — 0o, teckenschema for derivatan och andraderivatan
for inflexionspunkter.

¢) Ledtrad 2

X’ f(x)

Anvand att — 0dax — oo (standardgransvarde). Undersok —= da x — —oo for en
e X

eventuell sned asymptot. Derivera med produktregeln och faktorisera.

¢) Ledtrad 3

f(x) =x*(3—x)eXochf (x) = x(x*> —6x+6)e ™ .

¢ Lésning

(a) f ar definierad och kontinuerlig p& hela R, sé det finns inga lodrata asymptoter. Eftersom

e > 0 har f(x) samma tecken som x°.

Asymptoter. Da x — oo domineras potensfunktionen av exponentialfunktionen:

3
limx’¢ ™ =1lim — =0
X — 00 X — 00 eX
say = 0 ar vagrat asymptot &t hoger. Dax — —00 garx> — —cooche™ — o, saf(x) - —oo.
Vidare ar
f&x) _X

lim ——= = lim x’¢ ¥ = o
X—-00 X X ——00
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sa det finns ingen sned asymptot at vanster.

enda asymptotenary = 0 dax — oo

Derivata.

f(x)=3x*e™ - x3e™ =x*(3-x)e™*

Kritiska punkter: x = 0 och x = 3.

x<0 0 0<x<3 3
x? + 0 + +
3-x + + + 0
e X + + + +
f ) . 0 < 0
fx) 2 terrass 2 lok. max
terrasspunkt (0,0), lok. max f(3) = g ~ 1,34

x>3

Maximet ar ocksa globalt. Ndgot minimum finns inte, eftersom f(x) —» —oodax — —oo.

Andraderivata.

f'(x)=6x-33)e* -3 -x)e*=x(P-6x+6)e*=x(x-(B-V3)(x- B ++3))

Nollstéllen: x = 0 ochx = 3+ +/3 (ungefar 1,27 och 4,73).

x<0 0
X = 0
-
(3-/3)
-
(3++/3)
erx + +
f'x) - 0
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0<x< 3-4/3<
x<0 0 3-+3 &l
3-3 x<3++/3
f(x) konkav infl. konvex infl. konkav inf

f” byter tecken i alla tre punkterna:

inflexionspunkterix =0, x =3 — \/§, x=3++/3

med f(0) = 0,f (3~ v3)=(3 - \/5)3 eV3 3 ~0,570chf(3++3)=(3+ \/5)3 e 3 V3 »
0,93.

Skiss. Kurvan kommer fran —oo nere till vanster, vaxer och planar ut i terrasspunkten (0, 0) (som
27

ocksa ar en inflexionspunkt), vaxer vidare till maximipunkten (3, —3) och avtar sedan mot
e

asymptoten y = 0 ovanifran, med inflexionspunkter vid x ®# 1,27 och x = 4,73.

(b) (M0047M) Vilj ett intervall som innehaller alla intressanta punkter, t.ex. [—1, 10], och anvand
punktvisa operationer:

x = -1:0.05:10; % intervallet med de intressanta punkterna
y = x."N3.xexp(-x); 9% OBS! punktvis potens och produkt
plot(x, y)

eller

f = @(x) x.2"3.xexp(-x);
fplot(£, [-1, 10]) % bara fplot(f) ger ett ointressant intervall

(b) (M0O029M) Ur teckenschemana:

vaxande pa (-0, 3], avtagande pa [3, o)

konvex pa [0, 3 - v/3] och [3 + /3, o), konkav pa (—o, 0] och [3 - V3,3 ++/3]
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1,5 lok. max (3, 27/e3)

y=0dax—>

terrass (0, 0)

Kontrollerat mot facit.

6. Kolven i Ronalds motor
Chefsingenjor Ronald har konstruerat en ny kolvmotor, se nedanstaende figur.

(Figuren i originalet visar ett svinghjul med radien r och centrum i vevaxeln. Vevstaken med ldngden d
gar fran en punkt pa hjulets rand till kolven, som rér sig fram och tillbaka lings en vdgrdt linje genom
hjulets centrum. 0 dr vinkeln mellan radien till vevstakens féstpunkt och den végrdta linjen, och x dr
avstdndet fran hjulets centrum till kolven.)

Antag att vevaxeln roterar moturs med en hastighet av 6500 rpm (6500 varv per minut). Pa vevaxeln
sitter ett svanghjul med radie r = 3 cm i vilket en vevstake med langd d = 7 cm ar fast. I andra &nden
av vevstaken ar en rorlig kolv fast. Nar vinkeln 8 andras kommer da kolven att utféra horisontell rérelse
X.

(a) Vad ar avstandet x vid tillfallet nar vinkeln 0 = %? (2p)
(b) Hjalp Ronald att berakna kolvens hastighet nar vinkeln 6 = % (3p)

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

Relaterade hastigheter: Implicit derivering av ett geometriskt samband med avseende pa tiden,

med cosinussatsen.

¢) Ledtrad 2

Triangeln har sidorna r, d och x, med vinkeln @ mellan r och x. Cosinussatsen: d> = r? +
x% — 2rx cos 0. Derivera med avseende pa t; bade x och O beror pa tiden.

¢) Ledtrad 3

2 , 2 650m
(@x-—3x—40=0.() 6 = 6500 - 0

ar2xx —6x cos@ + 6xsinf -0 = 0.

rad/s, och derivatan av sambandet

/ Losning
(a) Cosinussatsen i triangeln med sidornar = 3, xochd = 7 ger
7> =32+x*-2-3 xcosf < x*—6xcosf-40=0
T 1
ForO = —arcosf = -, sa
3 2

1
i; <~ x=8ellerx=-5

N W

X -3x-40=0 = x=§i E—9+40
p) 4

Avstandet &r positivt (det ar alltid minstd — r = 4 cm), s&

x=8cm

(b) Bade x = x(t) och O = 0(t) beror pa tiden. Derivering av x*> — 6x cos 6 — 40 = 0 med
avseende pat ger

2XX —6x cos@ +6xsin@-0 =0 e x = —M
2x —6cos 0
Vinkelhastigheten ar
, 1 mi
0 = 6500 Va'rv . 1 min T rad _ 6501 rad/s
min 60 s varv
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. n_\/§ n_l.
Medx—8cm,sm§— 70ChCOS§— E
6.g. Y3 6501 s
- 7 3 _ 8-:650v3m _
== = - =—-400 /
X 63 3 V31 cm/s

X = —-400V/3 71 cm/s = —4v/3 1 m/s -21,8 m/s

Kolven ror sig alltsd at vanster (mot hjulet) med farten 4\/§7I ~ 21,8 m/s.

Kontrollerat mot facit.
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