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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2020-10-28 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_201028.pdf, m0047m_201028sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt

e Uppgift 1: induktionsbevis féor summan Y’ k (%)k_1 och en koefficient i

0 . g 2
binomialutvecklingen av (3x> — %)
arcsin x

, en derivata som gransvarde och nt/vn

-1

ex+1

e Uppgift 4: implicit derivering av ellipsen x> + 2y? = 6 och taylorpolynomet P i (2, 1)

(x-20(x+1)
x2+1

e Uppgift 6: optimering, storsta volymen hos en lada vikt av en pappskiva 6 X 16 dm

e Uppgift 2: tre gransvarden:
X

e Uppgift 3: injektivitet, invers och inversens definitionsmangd for arctan

e Uppgift 5: extremvarden, monotoniintervall och sned asymptot for

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. En summaformel genom induktion och en binomialkoeffici-
ent

(a) Bevisa, exempelvis med induktion, att det for alla positiva heltal n > 1 géller att summan

n 1k—l

k-(z) =
Thiz) =4
k=1

_2n+4
2n
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(3p)

(b) Bestam koefficienten for x>-termen i binomialutvecklingen av

5
(3x° - g) .
X
(2p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

(a) ar ett bevis med induktion for en summa; (b) anvander binomialsatsen
och binomialkoefficienter.

¢) Ledtrad 2

(a) Basfallet ar n = 1. Iinduktionssteget: summan till p + 1 & summan till p plus termen
k

2
(p+1) (%)p. (b) Den allménna termen &r (i)(3x3)5_k (—;) _

&) Ledtrdd 3

(a) Skriv allt p& namnaren 2P och sedan pa namnaren 2P™1: malet ar 4 —

20+ 1)+4 G &
(psz — Al = p?. (b) Exponenten for x blir 15 — 4k; valj k s& att den blir 3.

2 Lésning

2+4
(a) Basfall. For n = 1 &r vansterledet 1 - (%)0 = 1 och hogerledet 4 — 5 =4-3=1.

Formeln galler.

Induktionssteg. Anta att formeln galler for nagot heltal p > 1 (induktionsantagandet):
p 1 k1 )
Yk(z) =4
k=1

_2p+4
P
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ptl k-1 k-1

1 | 1r 2p+4 p+1
k(= =Y k(= +(p+D(=) =4- +
IkE) =IkG) +ENG) —
_, p*t3_ 2p*t3) _ 2pt1)+4
A T AT T AT T o

vilket ar formeln férn = p + 1. Enligt induktionsprincipen galler

n 1 k-1
Lk(;) =4-

k=1

2n+4

2n

for alla heltal n > 1

Alternativt bevis utan induktion. Kalla summan S,,. Da ar

1. 1 1 1 n 1 n
Sn_ESn—1+§+§+”'+2n_1 —5—2(1_5)_5
2 2n+4
(geometrisk summa), sa S, = 4 — o - 2—’: =4 - nzn .
(b) Enligt binomialsatsen ar
25 2 5 2k 25
(B -5) = £ BT = 5 ()BH T
X o k X o k

Exponenten 15 — 4k = 3 ger k = 3, och termen ar

5
(3)32(—2)3x3 =109 (-8)x> = -720x°

koefficienten ar — 720

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Avgor huruvida foljande gransvarden existerar och om sa, bestam dem (utan hjalp av 'Hopitals regler):

(a)
. arcsinx
lim .
x—-0 X
(1p)
(b)
5_
i &F° -1
h=0 h
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2p)
()

lim nv™,
(2p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Gransvarden med variabelbyte, derivatans definition (Derivata) och standardgransvarden
for logaritmer.

¢) Ledtrad 2

(a) Satt t = arcsin x, sé att x = sint. (b) Kann igen en differenskvot for f(x) = x> i punkten 1,
eller utveckla med binomialsatsen. (c) Skriv nl/ﬁ = A0 niv/n,

&) Ledtrad 3

1
@ —— ~ 1. () (A +h)5=1+5h+10R+...() =2 = Doch
sint nl/2

exponentialfunktionen ar kontinuerlig.

/ Losning

(a) Sattt = arcsinx, dvs. x = sint. Dax — 0gart — 0 eftersom arcsin ar kontinuerlig, och

T S TS 1

arcsinx t ) 1 1

lim -
x-0 X t—-0 SInt
t

fa+h-f)
h

(b) Med f(x) = x° ar uttrycket differenskvoten ,sa gransvardetarf (1) =5 -

1% = 5. Alternativt ger binomialsatsen

(1+h)>~1 _ 5h+10h?+ 10k + 5h* + h°

= z =5+ 10h+10h> +5h3> +h* > 5
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1+hP° -1
lim L =5
h-0
(c) Skrivom med logaritmen:
nl/\/ﬁ _ elnnl/ﬁ _ eﬂ—/;

. .. Inn ) . .
Standardgrénsvardet — - 0 for a > 0 ger att exponenten gar mot 0, och eftersom e* ar
n

kontinuerlig ar

lim n*V = ¢ =

n— oo

Kontrollerat mot facit.

e -1
ex+1

3. Invers till arctan

Betrakta funktionen

X

y = f(x) = arctan ¢ xE€R.

ex+1’
(a) Visaatt f ar 1 — 1 (injektiv). (2p)
(b) Finn inversen f_l(x). (2p)

(c) Bestam inversens definitionsmangd. (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Funktioner och invers: en strangt monoton funktion ar injektiv, och inversens definitionsmangd ar
funktionens vardemangd. Derivatan kraver kedjeregeln och derivatan av arctan.

¢) Ledtrad 2

(a) Visa att f (x) > 0 for alla x. (b) Los x = f(y) for y: ta tan av bada leden och satt t = €. (c)
Berdkna limy _, 4o, f(X).
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¢) Ledtrad 3

o _t-1 _ 1+tanx er—-1 1
@fx = i1 (b) tanx = 1 gert = T e (c) Kvoten o1 & mot
respektive 1.

J Lésning
(a) Med kedjeregeln och kvotregeln:
£ %) 1 ee*+1)—(ef—1)e* 2e* 2e* e*
X — . =] =) =
e—172 (X +1)2 (e +1)2+(ex-1)2 2e%x+2 exX+1
1+( )
ex+1

Eftersom f (x) > 0 for alla x ar f strangt vaxande pa R, och darmed

f ar injektiv

en—-1 e2-1
Alternativt: f(x1) = f(x2) ger (eftersom arctan &r injektiv) il il Korsvis

multiplikation ger e — e* = e*? — ", dvs. e¥ = e* och x1 = x».

t—1
(b) Satty = f‘l(x), dvs. x = f(y) = arctan 1 med t = ¢”. Vardena pa f ligger i (—%, %) (se (o),

dar tan ar definierad och tan x & 1. D4 ar

t—-1 1+t
tanx = — < (t+tanx=t—-1 < t(l—tanx)=1+tanx = ey=ﬂ
t+1 1 —tanx
+tanx
=1In
r (X) tanx

(c) Inversens definitionsmangd ar f:s vardemangd. f &r kontinuerlig och strangt vaxande, och

eftersom arctan ar kontinuerlig ar

) 0-1 _ o . 3 . 1-e™
xlirpoo f(x) = arctan 01 arctan(—1) = 7 )}l_}l‘l;lo f(x) = arctan (}1}510 T+ e—X) = arctan 1
Granserna antas inte, sa
T
D =Vi=(C7.4

Det stammer med formeln i (b): fér | x| < § &r | tanx| < 1, s& kvoten &r positiv och
logaritmen definierad.
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1-e*
: ndmnaren ska vara

Kontrollerat mot facit. Lérarens l6sning skriver kvoten vid X — 00 som =
—-e

1+ e, men grénsvérdet 1 och svaret blir detsamma.

4. Implicit derivering av en ellips
Antag att y = y(x) ar en implicit definierad funktion som uppfyller
x* +2y* = 6.
(a) Finny och y" uttryckta i x och y. (3p)
(b) Finn taylorpolynomet P>(x) av ordning 2 till y genom punkten (2, 1). (2p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrad 1

Implicit derivering foljt av ett andra ordningens taylorpolynom.

¢) Ledtrdd 2

d ,
Derivera bada leden med avseende pa x och kom ihag att d—y2 = 2yy . Derivera sedan en
., X
, 2
gangtill. P,(x) =y(2) +y (2)(x—2) + }%(x - 2)°.
¢) Ledtrad 3

2x+4yy =0o0ch2+4(y)* +4yy = 0.Anvand sambandet x> + 2y* = 6 for att
férenklay".

2 Lbésning

(a) Implicit derivering med avseende pa x ger

2x+4yy'=0 = y'=——
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En derivering tillav 2x + 4yy = 0 ger

2
, . w142y b 2§/_2 2y? + x?
2+4(y) +4yy =0 = y =- == =-
2y 2y 4y?
Eftersom x* + 2y? = 6 pa kurvan:
_ X +2y* 3
Y= 4y3 2B
(b) Punkten ligger p& kurvan: 22 + 2 - 12 = 6.1 punkten &r
’ 2 " 3
2)=1, 2)=—-———=-1, 2)=- =—=
y(2) y(2) 7.1 y (2) e

Py(x) =y(Q) +y (Q(x—2) + }%(x— 22 =|1-(x-2)- Z(x— ) = 2x - ZXZ

6 — x2
2

Kontroll: den dvre halvan av ellipsen ary = , och dess taylorutveckling kring x = 2 ger

samma polynom.

Kontrollerat mot facit.

(x = 2)*(x + 1)
x2+1

5. Kurvan

Bestam lokala extremvarden och asymptoter till kurvan

(x—2)(x+1)
x2+1

y=fx=

Stall upp teckenschema 6ver derivatan och skissera kurvan samt ange i vilka intervall funktionen ar
vaxande/avtagande. Konvexitet behdver ej beaktas.

Anmirkning: Man kan ha hjilp av x> + 3x — 14 = (x — 2)(x* + 2x + 7). (5p)

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning foér en rationell funktion: polynomdivision fér sned asymptot och
teckenschema for derivatan.

¢) Ledtrad 2

Namnaren x2 + 1 ar aldrig noll, s& lodrata asymptoter saknas. Dividera x> — 3x% + 4 med
x? + 1. Derivera med kvotregeln.

¢) Ledtrad 3

7-X NN
7 och taljaren if blirx* + 3x% — 14x = x(x> + 3x — 14).

fe)=x-3+ 5

¢ Lésning

x3-3x*+4
x2+1
och har inga lodrata asymptoter. Polynomdivision ger

Asymptoter. Utvecklat ar f(x) = .Namnaren ar > 1, sa f ar kontinuerlig pa hela R

7-X
= — 3 +
o) =x-3+
7-X . _ .
och — 1 — 0dax — oo (taljaren har lagre grad). Alltsa ar
X

y = x — 3 sned asymptot da x — +oo

Vagrata asymptoter saknas, eftersom f(x) — +o0ddx — oo,

Derivata. Med kvotregeln:

L BT - (P -3 +4) 2x X3 - 14x x(x = 2)(x* +2x +7)
f(x)= 2+ 1) B (x2 +1)? B (x2 +1)2

Hararx? + 2x + 7 = (x + 1)2 + 6 > 0, s& de kritiska punkterna arx = 0 och x = 2.
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x<0 0 0<x<2 2 x>2
X - 0 + + +
xX—2 - - - 0 +
x+1)2+6 + + + + +
(x* +1)° + + + + +
f () + 0 - 0 +
f(x) 2 lok. max N lok. min 2

lok. max f(0) =4, lok. minf(2)=0
f vaxande pa (-, 0] och [2, ), avtagande pa [0, 2]

Skiss. Kurvan skar x-axeln i X = —1 och tangerar den i x = 2, och skar y-axeln i (0, 4). Den
kommer fran —oo langs asymptoten y = x — 3, stiger till maximum (0, 4), sjunker till minimum

(2, 0) och véxer sedan langs asymptoten igen. Eftersom 1 ar positiv for x < 7 och negativ

for x > 7 ligger kurvan 6ver asymptoten for x < 7 och under den forx > 7.

lok. max (0, 4)

Kontrollerat mot facit.
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6. Storsta volymen hos en lada

Editor Persson behdver er hjalp att konstruera en lada till alla artiklar folk skrivit at honom. Till ert
forfogande har ni en pappskiva med matten 6 dm X 16 dm. Ladan ska alltsa konstrueras genom att
klippa lika stora kvadrater i de fyra hornen och sedan vika upp flikarna till sidor. Hur stor blir storsta
mojliga volym av en sadan lada? (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Optimering: storsta vardet av en kontinuerlig funktion pa ett slutet intervall.

¢) Ledtrad 2

Lat kvadraternas sida vara x. Da blir ladan (16 — 2x) % (6 — 2x) X x, med 0 < x < 3. Jamfor
vardena i kritiska punkter och andpunkter.

¢) Ledtrad 3

, 4
V' (x) = 4(3x* — 22x + 24) har nollstallena x = 3 och x = 6; bara det férsta ligger

i intervallet.

2 Losning
Kalla kvadraternas sida x (dm). Ladans langd, bredd och hojd blir 16 — 2x, 6 — 2x och x,sa 0 <
x < 3och

V (x) = x(16 — 2x)(6 — 2x) = 4x(8 — x)(3 — X) = 4(x° — 11x* + 24x)

V ar kontinuerlig pa det slutna intervallet [0, 3] och har darfor ett stérsta varde. I &ndpunkterna
arV(0) = V(3) = 0, sd maximum antas i en inre kritisk punkt:

' +
V'(x) = 43X - 22x + 24) = 0 = X:%i %_8: 113_7

4 4 . .
dvs.x = 6ellerx = 5-Barax = - liggeri [0,3]. Darar V'(x) = 24x — 88,54 V' (3) = -56 < 0,

4
vilket bekraftar maximum. Ladans matt blir ? X ? X 5 dm och
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4
Vmax =V (§

wi s
w|&
w|3
'—\
oy
=)
S

)

Kontrollerat mot facit.
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