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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2020-08-19 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_200819.pdf, m0047m_200819sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt

e Uppgift 1: Taylorutveckling av In(1 + x) med restterm, approximation av In 2 och hur hég

ordning som kravs
In(e® + 4x?) .

e Uppgift 2: tre gransvarden, B i oandligheten, en derivata av arctan som
gransvarde och ett rationellt uttryck med ensidiga grénsvérdeq
e Uppgift 3: definitionsmangd och derivata for inversen till 1t: zl:stt
e Uppgift 4: induktionsbevis for d_”n sinx = sin (x + n7n)
: x> +x-2

e Uppgift 5: nollstallen, extremvarden, konvexitet och asymptoter for R

e Uppgift 6: kulstétning, implicit derivering av kastvidden och maximal kastvidd

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtradd 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad

mot lararens facit.

1. Taylorutveckling av In(1 +x)
Lat
f(x) = In(1 + x).

(a) Finn Taylorutvecklingen (inklusive felterm) av ordning 4 kring punkten x = 0 av f(X). (2p)
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(b) Anvéand taylorpolynomet P, for att berakna ett narmevérde till In 2. Ge en uppskattning av felet
som gors med denna approximation. (2p)

(c) Vilken &r den lagsta ordning n av Taylorpolynom kring x = 0 av f(x) som kravs for att man ska
kunna garantera att det absoluta felet vid approximation av In 2 &r mindre &n 1/100? Motivera! (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Taylors formel med Lagranges restterm.

¢) Ledtrad 2

(k) (n+1)
P,(x) = ZZ:O %x" ochE,(x) = )(Cn—i-—S?

allmant uttryck for f™(x).

X1 for nagot s mellan 0 och x. Hitta ett

¢) Ledtrad 3

H)"'(-nr . . 1
e Forx = 1 liggersi(0, 1), sa T+ sy <

000 =

/ Losning

(a) Derivatorna ar

o . W2 6 o
f(X)_ ms f(X)__(1+X)2’ f (X)_ (1+X)3’ f(4)(X)__(1+X)4’ f(S)(X)_ (T
och allmant f™(x) = (_1{11_:(’;); D 1= 0:f0) = 0.F(0) = 1.1 (0) = 1.1 (0) = 2
f#(0) = —6. Alltsa
2 3 4 5) 5
In(1+Xx) =x- XE * Xg - XZ tE), B = f SES)XS ) 5(1X+ s)°

for nagot s mellan O och x.

(b)
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oy pypyeq Lol 1_12-6+4-3 [7
n2=f)~Pa1)=1-5+3-7 12 12
Feletar E4(1) = 1 for ndgot s € (0, 1). Funkti ! ar avt de, s
eletar Ly m Ornago 5 . FunkKtionen (1+S)5 ar av agan e, Sa
1 1 1 1
=~ <E() <=z = ||EM]<=
TSk 4(1) z |E4(D)] :

7
Felet &r positivt, sa E ar en underskattning och

7 7 1 47
L<l2< L +-=2
12 12 5 60

7
(Det verkliga felet arIn 2 — T ~ 0,110.)

(c) Med den allmanna derivatan blir resttermenix = 1

fri(s) 1)n! _ @)

E 1 = = = g 0 <s< 1
(1) n+1)! (+DIA+s)  (n+ 1)1 +s)mt
sd |En(1)] < 1 Uppskattningen kan inte géras battre utan att veta mer om s, eftersom
n

kan ligga godtyckligt nara 1. Fér att garantera | E,(1)] < L kravs <L
P EE— i i ra 1. For ranter. — krav < —
(1+ gyt <anesa godyci . " 100 " n+1 = 100
, dvs.

o 11 ) : :

Anmdrkning: P,(1) =1 — 5 + 5o ar delsummor av den alternerande harmoniska serien,

som konvergerar mycket langsamt. Raknar man ut felet numeriskt racker faktiskt n = 50, men
det kan inte garanteras med Lagranges restterm.

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden
Avgor huruvida féljande gransvarden existerar och om sa, bestam dem (utan hjalp av I'Hépitals regler):

(a)

In (e* + 4x%)

X— 00 3x+5

(1p)
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(b)
arctan(1 +h) - 3
im .
h—0 h
Ledning: Derivata av arctan. (2p)
(©
’ x> -4
D2 —dx+ 4
2p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

(a) ar ett gransvarde i oandligheten med logaritmlagar; (b) ar en derivatans definition i
forkladnad; (c) kraver faktorisering och ensidiga oegentliga gransvarden.

¢) Ledtrad 2

T
(a) Bryt ut den dominerande termen e inuti logaritmen. (b) 2 = arctan 1. (c) Faktorisera

taljare och namnare och forkorta.

&) Ledtrdd 3

2

452 1 d
@ In(e* (1 + %)) =2x+In(1+ i). (b) Gransvardet ar — arctanxix = 1. (c)
2 2 dx

X+
Uttrycket blir

;jamférx — 2% ochx — 27.

/ Losning

(@) Bryt ut e i logaritmen:

4x? 1 4x?

ln(e2X+4x2) ) 2X+h’1(1+§) ) 2+;1H(1+eﬁ)
3x+5 3x+5 342
X
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.S 4x> .
Standardgrénsvardet — — 0 gerln(1+ —) - In1=0,s&
e2x er

. InE*+4x*) 2+0
lim =
X—00 3x+5 3+0

2
3

T
(b) Eftersom arctan 1 = 2 ar uttrycket en differenskvot for arctan i punkten 1:

1
1+x2

. arctan(l +h)—arctanl d
lim = — arctanx
h—0 h dx

x=1 x=1

(c) Faktorisering ger, for x & 2,

=4  (x-2)(x+2) x+2
x2—4x+4 (x — 2)? x—2

Taljaren gar mot 4 och namnaren mot 0, med olika tecken fran olika hall:

. Xx+2 . o x+2
lim —— = +oo, lim =
x-2t X —2 x-2" X—2

gransvardet existerar inte

—00

Kontrollerat mot facit.

. t—sint
3. Inversen till ——
1-—cost

Man kan med viss mdda visa att funktionen

f(0) = t—sint

1-cost

ar strangt vaxande och darmed 1 — 1 p& intervallet (0, 277). Darmed har den invers f 1.

(@) Bestam inversens definitionsmangd. Motivera! (2p)
CT
(b) Berdkna (f 1) (E)' (3p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrad 1

Invers funktion: inversens definitionsmangd ar f:s vardemangd. Derivatan fas med Inversa

funktioners derivata.
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¢) Ledtrad 2

(a) En kontinuerlig, strangt vaxande funktion pa (0, 27t) har vardemangden

(lime - f(0), lime-o f©). ® () (a) = ﬁ dar f(b) = a.

¢) Ledtrdd 3

2
t
(@) Vidt — 07 hjalper Taylorutveckling: tiljaren ar E + ... och ndmnaren E +....(0b)
Préva b = .
2 Lésning

(@) f ar kontinuerlig och strangt vaxande pa (0, 21), s& vardemangden ar intervallet mellan de
ensidiga gransvardena i andpunkterna.

= t?
Vidt - 0*. Medsint=t— = t°Bi1(f) ochcost=1-— = * t*Bo(t), dar By, By 4r begransade

nara O:
r 5 t 4
t-sint g B0 £-CBi 0_,
1-cost £ 1 L
€0 S OB 5B 2

Vidt — 2mr . Taljaren gar mot 21 — 0 = 2 > 0 och namnaren 1 — cos t mot 0 genom positiva

varden, sa f(t) — +oo.

Inversens definitionsmangd ar f:s vardemangd:

Df—l = (0, 00)

(b) Forst behovs b = {1 (g) dvs. 8sningen till f(b) = g Man ser att

m—sinm n—0

- _I
fo = 1-cosm 1-(-1) 2

och eftersom f &r injektiv ar b = 1t den enda lGsningen. Kvotregeln ger
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(1 —cost)(1—cost)—(t—sint)sint
(1 - cos t)?

f©o=

, 2:2-(m-0)-0
f=22"0"0 0,

Formeln fér inversens derivata (som fas genom att derivera f (f 1 (t)) = timplicit):

SN 1 _ 1 M7
P Fre ™

Kontrollerat mot facit.

4. Hogre derivator av sinx genom induktion

Visa att

_(sinx) = sin(x + ™
—(SINn Xx) = S1IN (X —_—
XN 2

for varje heltaln = 1,2, 3, .... (5p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrad 1

Ett bevis med induktion éver derivatans ordning.

&) Ledtrad 2

artt

d d°
Basfallet ar n = 1. I induktionssteget ar —— sinx = — (— sin x).
g dxp*1 dx (de )

¢) Ledtrdd 3

. 7-[ DY . .. .
Nyckeln ar identiteten cos u = sin (u + E) som féljer av additionsformeln for sinus

T
med sin — = 1 och cos T - 0.
2 2
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¢ Lésning

Hjalpresultat. For varje reellt u ger additionsformeln (Trigonometri)

. T . T . T .
sm(u+§)=smucos§+cosusm§ =sinu-0+cosu-1=cosu

Basfall. Forn = 1 ar
VL i sin (x + =) = HL
= —sinx=cosx =sin(x+ =) =
dx 2

enligt hjalpresultatet med u = x.

Induktionssteg. Anta att formeln galler for ndgot heltaln = p > 1, dvs.

& : pt, . :
—sinx =sin(x+ —) (induktionsantagandet)
dxp 2
o . . pn
Da ar, med kedjeregeln och hjalpresultatet med u = x + DX
i sin d(dp in x) ds'n( +pn) cos ( L
——sinx= — (=—sinx) = —sin(x+ —) = X+ —=
dxP+1 dx " dxP dx 2 2
T T +
=sin(x + Pty —)=sin(x+ u)
2 2 2
vilket ar formeln forn = p + 1.
Enligt induktionsprincipen galler
" . nm. ..
— sinx = sin(x + —) for alla heltal n > 1
dxn 2
Kontroll: for n = 2 ger formeln sin(x + 1) = — sin x och for n = 4 ger den sin(x + 2m) = sinx,

som det ska vara.

Kontrollerat mot facit.

xX2+x-2
xX—2

Bestam nollstallen, lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan

5. Kurvan

- X tx=2
y=fx = ~— 73
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Skissera kurvan samt ange i vilka intervall funktionen ar vaxande/avtagande respektive
konvex/konkav. (5p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning av en rationell funktion: polynomdivision for asymptoter, teckenschema for
derivatan och andraderivatan for konvexitet.

¢) Ledtrad 2

r
Faktorisera taljaren for nollstallena. Polynomdivision ger f(x) = kx + m + > och da ar
o

y = kx + m en sned asymptot. Namnarens nollstalle ger en lodrat asymptot.

¢) Ledtrad 3

saf(x)=1- L ochf'(x) = L

f)=x+3+ =2 PEE

x—-2'

2 Lbésning

Nollstillen. x*> + x — 2 = (x — 1)(x + 2), s&

_ (- D+
=

nollstallen x =1 och x = -2

f)

-2
Kurvan skar y-axelni f(0) = R 1.

Asymptoter. Polynomdivision:

X(x—2)+3(x—-2)+4 4
P L LRt LT SN
x—2 x—2
Eftersom - 0ddx — toodry = x + 3 en sned asymptot at bada hallen. Vid x = 2 gar
e

taljaren (x — 1)(x + 2) — 4 och namnaren mot 0:

linzl_ f(x) = —oo, ]i[£1+ f(x) = +o

lodrat asymptot x =2, sned asymptoty = x+3 dax — +o
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Nagon vagrat asymptot finns inte, och f saknar globala extremvarden.

Derivata.

4 _(x—2)2—4_x2—4x_x(x—4)

MO CF~ c-22  ®-2¢ «-2¢

Kritiska punkter: x = 0 och x = 4.

x<0 0 0<x<2 2 2<x<4 4
X - 0 + + + +
x-4 - - - - - 0
(x —2)? + + + 0 + +
f(x) + 0 - odef. - 0
f(x) 2 lok. max ¥ asymptot N lo}
lok. max f(0) =1, lok. min f(4) = 16+2i =9

f ar vaxande pa (—o0, 0] och [4, o) och avtagande pa [0, 2) och (2, 4].

Andraderivata.

8
(x-2)°

0= (1-4x=2)7) =

f" araldrig noll och byter tecken bara vid x = 2, som inte hor till definitionsmangden. Alltsé ar f
konkav pa (—0, 2) och konvex pa (2, o), och

kurvan saknar inflexionspunkter

Skiss. Den vanstra grenen kommer underifran langs asymptoten y = x + 3, gar genom (=2, 0),
vander i maximipunkten (0, 1) och stértar mot —oo vid x = 2 efter att ha passerat (1, 0). Den
hogra grenen kommer fran +oo vid x = 2, vander i minimipunkten (4, 9) och narmar sig sedan
asymptoten y = x + 3 ovanifran. Kurvan ar symmetrisk kring asymptoternas skarningspunkt
(2,5).
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25
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lok. max (0, %) — -
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|
|
|
|
|
|
|
-7
|
b
|
|
|
|
|
|

Kontrollerat mot facit.

6. Kulstotning

Det resultat som en kulstdtare uppnér beror bland annat pa elevationsvinkeln 8 och hjden h kulan
lamnar handen.

Kastparabelns ekvation ar

gx*

o (1 + tan” 6)

y=h+xtan0 -

dar v ar utgangsfarten och g tyngdaccelerationen. Ledning: Kulan traffar marken i punkten (x, y) =

(R, 0).
: : N : . _dR N
(a) Bilda kastvidden R som implicit funktion av z = tan 8. Bestam F genom implicit derivering. (2p)
z

(b) Hur langt kan han maximalt st6ta? (2p)
(c) Hur ska 0 véljas for att han ska stéta sa langt som mojligt? (1p)

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

dR
Implicit derivering foljd av en optimering: storsta kastvidden ligger dar — = 0.

dz

¢) Ledtradd 2

gR?

Sattin (x,¥) = (R,0)ochtanf =z: 0=h+ Rz - ﬁ(l + z?). Derivera bada leden med
1%

avseende pa z, med R = R(z).

¢) Ledtrad 3

gR*z viooo . )
i 0,dvs.z = _R Satt tillbaka detta i sambandet och s ut R.
v g

R =0gerR -

¢ Lésning
T T
(a) Med z = tan 0, 3 <f< > och nedslagspunkten (R, 0) bestams R = R(z) implicit av

gR® 2
-h=Rz-=—(1+z

2 ( )
Derivera bada leden med avseende pa z (produktregeln och kedjeregeln, R = R(z)):

0zR’z+R—%(2RR’(1+z2)+R2-2z)
\%

Samla termerna med R':

R? . gR
R-ZL =R (& a+A)-2)
\% A%
gR%*z
dR _ R- =7
dz ~ 9gR
3 g—2(1+zz)—z
\%

T
(b) Nar 6 gar mot iz gar kastvidden mot O (kulan kastas rakt upp eller rakt ned), sa den storsta
kastvidden antas i en inre punkt dar R'(Z) = 0. Taljaren maste da vara noll, och eftersom R > O:
2

=0 = z=—

P gR’z %
v2 gR
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Insattning i sambandet fran (a):

2 gR® v v

R 2 " )

2

~ gRZ ~ V2
g 2 2

gR? N v: _v*+2gh — R v2 (v + 2gh)

2v? 2g 2g
vy/V? +2gh
RlTlElX =
g
V2
(c) Den optimala vinkeln ges avtan @ = z = :
gRmax
0 = arctan

v
\/v? +2gh

%
Eftersom ————
\/ V2 +2gh
e
man de valkadnda vardena R,,x = — och 8 = 45°,
g
Kontrollerat mot facit.
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