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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2020-05-27 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_200527.pdf, m0047m_200527sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt

e Uppgift 1: additionsformeln for arcustangens och en vinkel i ett rutnat

2x
1+x
o Uppgift 2: tre gransvarden: (——) , en rotdifferens mot —oo och ett ensidigt gransvarde
X

med arctan
e Uppgift 3: tangenten till astroiden x* + y? = 4 genom (1, 3\/§)
e Uppgift 4: relaterade hastigheter, den vertikala hastigheten i pariserhjulet London Eye
e Uppgift 5: den logistiska differentialekvationen, sigmoidens inflexionspunkt
och asymptoter
e Uppgift 6: optimering, snabbaste vagen med roddbat och till fots

¢) Saanvander du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad

mot lararens facit.

1. Additionsformeln f6r arcustangens
Antagatt—1 <x<loch-1<y<1.

(a) Bevisa, exempelvis genom att derivera en lamplig funktion eller anvanda additionsformler, att
x+ty
— Xy :

arctan x + arctan y = arctan
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(3p)

(b) Berakna vinkeln ¢ (réd) i figuren harunder. Antag att var och en av de 6 kvadraterna (svarta) har

sida 1. Kan formeln ovan anvdndas pa nagot satt manntro? (2p)

Figuren i tentan: ett rutndt av 3 X 2 enhetskvadrater (3 breda, 2 héga). Vinkelns spets ligger i mitten av
den vanstra kanten. Darifran gar en bla stracka till det 6vre hégra hérnet och en gron stracka till den
nedre kantens punkt tva rutor at héger; en gron stracka forbinder ocksa den punkten med det 6vre
hogra hornet. Vinkeln i ligger mellan den bla och den forsta grona strackan.

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

(@) En identitet med Arcusfunktioner: visa att en funktion har derivatan noll och alltsa ar konstant
(Medelvardessatsen), eller anvand additionsformeln fér tangens (Trigonometri). (b) Dela upp

vinkeln i tva vinklar vars tangens kan lasas av i rutnatet.

¢) Ledtrad 2

+
Y _ arctanx pd —1 < x < 1. (b) Den vagrata

o . X
(a) Hall y fast och bilda f(x) = arctan

mittlinjen delar ¢ i en vinkel ovanfér och en under linjen.

¢) Ledtrad 3

@ (1 -xy)> + (x+y)? = (1 + x*)(1 + y?), och f(0) = arctany. (b) Delvinklarna ar

arctan — och arctan —.
3 2

2 Lésning

(@ Hally € (-1, 1) fast och satt

X+

f(x) = arctan = Y arctanx, -1<x<1

Har ar |xy| < 1,s81 - xy > 0 och f ar deriverbar pa hela intervallet. Kvotregeln ger

dxty (1-x)-x+y)(y) _ 1+y°
dx 1—xy (1 -xy)? (1 -xy)?
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sa med kedjeregeln

oo 1 4y 1 1+y? 1
)= oy U0y TR T TP Gy TR
1+

1—-xy
Namnarenar1 —2xy + x>y? + x> + 2xy +y?> = 1 + x> + y2 + x*y? = (1 + x*)(1 + y?), s&

, 1 1
f()=—5-=5=0

1+x2 1+x?

Enligt medelvardessatsen ar f konstant pa intervallet (—1, 1), och konstanten &r

0+y
f(0) = arctan —arctan 0 = arctan y

X+

—xy

Alltsa &r arctan — arctan x = arctany, dvs.

Xty
arctan x + arctan y = arctan 1 , —1<xy<1
—xy

Alternativt med additionsformler. Division av sin(a + 8) = sina cos 8 + cos a sin 3 med
cos(a + f8) = cosacos § — sina sin 3 (taljare och namnare delade med cos a cos f3) ger

tan a + tan
tan(a + ) = —'B
1-tanatanf
Satt @ = arctan x och = arctan y. Eftersom -1 <x,y <1 ér—%+< a,f <%, s&a-5<a+f<
X
%. P& det intervallet &r arctan invers till tan, s& a + 8 = arctan Y .
— Xy

(b) Lagg origo i vinkelns spets, mitt pa den vanstra kanten. Den bla strackan gar till punkten (3, 1)
och den grona till (2, —1). Den vagrata mittlinjen delar ¢ = a + 8 med

1 1
a = arctan —, [ = arctan =
3 2
, 1
Formelni (a) med x = 5 ochy = E ger
s 5/6
Y = arctan m = arctan /6 = arctan 1
o
v 4

Alternativt geometriskt. De grona strickorna har langden v/22 + 12 = 4/5 och den bl&
i
V32 + 12 = 4/10. Eftersom 5 + 5 = 10 &r triangeln ratvinklig och likbent, s& basvinkeln y &r 1

Kontrollerat mot facit.
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2. Tre gransvarden

Bestam foljande gransvarden (med motivering), om de existerar:

@
lim (u :
x—o X
(1p)
(b)
lim ;
x==00 /X2 +2X + X
(2p)
(©
) x—5
thl arctan ( m).
(2p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Gransvarden med standardgransvardet for e (Exponentialfunktioner och logaritmer), férlangning
med konjugatet och oegentliga gransvarden inuti en kontinuerlig funktion.

&) Ledtrad 2

X

1
@ (1+ =) - e.(b)Forlang med v/x2 + 2x — x och kom ihdg att v/ X2 = |x| = —xnarx <
X

0. (c) Faktorisera namnaren.
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¢) Ledtrad 3

x 2
1
(a) Skriv uttrycket som ((1 + )—() ) . (b) Namnaren blir 2x. (c) Kvoten blir =2 som

gar mot —oo fran vanster.

¢ Lésning

X

(a) Med standardgransvardet (1 + =) — e och kontinuiteten hos u F u?:
X

2x 2

L™+l - e
X

(

(b) Férlang med rotkonjugatet (for stora negativa x ar x> + 2x > 0):

1 VX H2x—x X2+ 2x—X
V2+2x+x  (x2+2x) - x2 2x

2 2
Forx <0arvx?+2x = |x[4/1+ = =-x4/1+ =, s
X X

—xﬂ/1+)2—(—x__,/1+§+1 RE U
2x 2 2
) 1
lim — =-1

X==0 /x2 +2x + X

(c) Namnaren har nollstallena 2 och 5, sa x> — 7x + 10 = (x — 2)(x — 5) och for x & 5

xX—5 1

= - -0 dax - 2
x2-7x+10 x-2

T
Eftersom arctanu — —5 ddu — —ooblir

. xX—5 b

lim arctan (————=) = — =

x—2" x2—7x+10 2

Kontrollerat mot facit.

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2020-05-27 - 2026-10-19 5/12



MOO065M - M0047M-2020-05-27

3. Tangent till en astroid
Finn tangenten till astroiden

X234y =4
genom punkten (1, 3\/§). (5p)
Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

Implicit derivering ger tangentens lutning; sedan enpunktsformeln for en rat linje.

¢) Ledtrad 2

Kontrollera forst att punkten ligger pa kurvan. Betrakta y = y(x) och derivera bada leden
med avseende pa x.

¢) Ledtrad 3

2 13,2 . ' y.»
— + — = = — (= .
5 Y Ogery (X)

¢ Lésning

2/3 2/3

Punkten ligger pa kurvan: 173 + (3/3) =1+ (3% =1+3=4.

Lutning. Lat y = y(x) nédra punkten och derivera implicit:

2 a3 2 3 : x 1P y 13
— + — =0 = =— (-~
B 3 Y STE (X)

I punkten (1, 3+/3):
1/3 1/3
k=-(3v3) =-3%) =-v3
Tangent. Enpunktsformeln gery — 3\/_ = —\/3 (x- 1), dvs.

y= Bk 4)=4/3-V3x
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Kontrollerat mot facit.

4. Vertikal hastighet i London Eye

Pariserhjulet London Eye har en diameter pa 120 meter och roterar ett varv pa 30 minuter. Med vilken
vertikal hastighet stiger man nar man ar 96 meter 6ver lagsta punkten pa hjulet och pa vag uppat? (5p)

Totalpoding: 5
¢) Ledtrad 1

Relaterade hastigheter: uttryck hojden i vridningsvinkeln och derivera med avseende pa tiden
med kedjeregeln (Elementéara funktioners derivator).

¢) Ledtrad 2

Lagg origo i hjulets centrum. En punkt p& hjulet &r (60 cos 0, 60 sin 0), dar vinkelhastigheten

< = 21 d/mi
ar 30 rad/min.

¢) Ledtrad 3

y =60cosf -0 =x6.Hsjden 96 m dver lagsta punkten gery = 36, och “pé vig
uppat” (moturs rotation) ger x = +48.

/ Losning

Lagg origo i hjulets centrum. Radien ar 60 m, sa centrum ligger 60 m Gver lagsta punkten. Lat
hjulet rotera moturs (ingen inskrankning) och &t 6(t) vara vridningsvinkeln fran positiva x-axeln.
En gondol har da koordinaterna

x =60cos0, y =60sin 0

Ett varv pa 30 minuter ger vinkelhastigheten

. T
9 )= — = — i
(3] 0 15 rad/min
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Laget. 96 m over lagsta punkten betyder y = 96 — 60 = 36 m. D& ar

X =14/602 -362 = £124/52-32 =448 m

Vid moturs rotation rér sig gondolen uppat pa den hégra halvan av hjulet, sa x = 48 m.

Hastigheten. Kedjeregeln ger

. d : : 2
y =a(6051n6)=60c059-9 —x0 =48 —

30
. léem ) .
y = = m/min ~ 10,1 m/min

Kontrollerat mot facit.

5. Den logistiska sigmoiden

I en enkel matematisk modell for antalet ackumulerade smittofall y = y(t) i en typisk epidemi lyder y
den logistiska differentialekvationen

dy

— =ky(1-y/L).

VA GRS )
(@) Visa att sigmoiden

y(t) - 1+ e—k([—TO)

uppfyller differentialekvationen ovan. (2p)

(b)Latk = 1,L = 2, Ty = 0. Finn inflexionspunkter och asymptoter till sigmoiden ovan. Skissera
kurvan. (3p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

(a) ar en kontroll med kedjeregeln: rakna ut bada leden. (b) ar kurvundersokning
med andraderivatan.
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¢) Ledtrad 2

(g L ,
(@) SkrivE = e & TO); daary = 1 och E = —KE. (b) Undersékt — 0o och tecknet p&

+E
y.

¢) Ledtrad 3

2¢t blir v = 2et by = 2e'(1 €Y
e+l T @ 2 Y T @

(b) Med y =

/ Losning

, L
(a)Satt E = e kT0) s3att E' = —kE ochy = ﬁ Vansterledet:

dy L . KLE
dt (1+E)? (1+E)?
Hogerledet:
kL 1 kL E kLE
y(1-1)= o= (- =)= T = g
L 1+E 1+E 1+E 1+E (1+E)

Leden &r lika, s& | y(t) uppfyller y = ky (1 - y/L) |

(b)Medk=1,L =2,Ty =04ar

2 2
y(t)_1+e‘f_ef+1

Asymptoter. Eftersome™ - 0dat - o©oche! - 0dat — —oo:

2 0

}ingoy(t) 170 2, tlglggo y(t) = 071

+0 -0

y ar kontinuerlig pa hela R, sa det finns inga lodrata asymptoter, och de vagrata asymptoterna
utesluter sneda:

y=2dat - oo, y=0dat - -

Derivator. Kvotregeln ger
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2ef(e! +1)—2e' et 2ef G
(el +1)? B (et + 1)?

y(@)=

sd y ar strangt vaxande. Vidare

2el(et + 1) = 2et - 2(et + 1)t 2e'(1 - e

" =
o @ 1y CERE
Fort <0are' < 1lochy >0 (konvex), fort>0are' > 1ochy < 0 (konkav). Teckenbytetit =
2
0 ochy(0) = ol 1 ger

inflexionspunkt (0, 1)

Skiss. En S-formad kurva som kommer in langs t-axeln (y = 0) fran vanster, vaxer hela tiden, ar
, 1
brantast i inflexionspunkten (0, 1) (lutning y (0) = E) och narmar sigy = 2 &t hoger. Kurvan ar

symmetrisk kring inflexionspunkten, eftersom y(—t) = 2 — y(t).

1,5

infl. (0, 1)

0,5

Kontrollerat mot facit.

6. Snabbaste vagen till brasan

Teknologen Karen, kall och blot efter ett kraftigt regnvader, befinner sig i en roddbat R i en sj6 4 km
fran narmsta punkten A pa den réatlinjiga stranden. Hon vill sa snabbt som mgjligt komma fram till den
varmande brasan i vindskyddet P pa stranden genom att forst ro till stranden och sedan med blota
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stovlar ga den eventuellt resterande strackan till P. Avstandet mellan A och P ar 3 km. Mot vilken
punkt S pa stranden ska hon ro om hon ror med 4 km/h och gar med 5 km/h? (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Optimering av en funktion pa ett slutet intervall: jamfor kritiska punkter och andpunkter.

¢) Ledtrad 2

\/x2+16+3—x
4 5 °

L&t x = |AS| med 0 < x < 3. Den totala tiden &r T'(x) =

¢) Ledtrdd 3

T'(x) = 0 ger 5x = 4+/x2 + 16, vars enda l6sning ligger utanfor intervallet. Vad sager
det om tecknet pa T i [0, 3]?

2 Lbésning

Lat x vara avstandet fran A till S. Det l6nar sig aldrig att ro till en punkt utanfor strackan AP (bade

rodden och promenaden blir da langre an att ro till narmaste dndpunkt), sa 0 < x < 3. Rodden ar
VX% + 42 km med 4 km/h och promenaden 3 — x km med 5 km/h:

Vx>+16 33—
T(x)= X4 + SX, 0<x<3

Andpunkter.
4 3 8 . 5 5 )
T(0)= -+ - =—h=96min, T(3)=-+0=-h="75min
4 5 5 4 4
Kritiska punkter. T ar deriverbar 6verallt och

T'(x) . S
44/x% + 16

T'(x) = 0 kraver 5x = 4+/x2 + 16, sa x > 0 och efter kvadrering 25x%> = 16x? + 256, dvs. 9x? =
16 16

256 och x = = Den punkten ligger utanfor [0, 3]. Eftersom 5x < 4v/x%2 + 16f6r0 < x < 3

(till exempel x = 0 ger 0 < 16) ar T'(x) < 0péhelal0,3],s& T arstrangt avtagande dar och

ul| =
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minimum antasix = 3:

S = P : Karen ska ro direkt till vindskyddet, vilket tar Z h=1h15 min

Kontrollerat mot facit.
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