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#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2020-04-02 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_200402.pdf, m0047m_200402sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till MOO65M
med samma innehall.

Oversikt

e Uppgift 1: induktionsbevis for n:te derivatan av xe ™ och en binomialsumma

i oandligheten, x"2 och en differens av brak

X
V4 - x2
e Uppgift 4: approximation av v/2 med linjarisering och Newton—Raphsons metod
2 _
x“+x—2
X2
e Uppgift 6: optimering, den mest ekonomiska hastigheten for en lastbilstransport

_ L sin 2x
e Uppgift 2: tre gransvarden,

e Uppgift 3: injektivitet, invers, definitionsmangd och vardemangd for

e Uppgift 5: nollstallen, extremvarden, inflexionspunkt och asymptoter for

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtradd 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad

mot lararens facit.

1. Derivator av xe * och en binomialsumma

(a) Bevisa, exempelvis med induktion, att det for alla positiva heltal n galler att

n

dxn

(xe™) = (-1)"(x —n)e™*.

(4p)

(b) Visa, exempelvis med hjalp av binomialsatsen, att
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Y (Z)(—Z)" =(-1)", n=0,12,....
k=0

(1p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrad 1

(a) ar ett bevis med induktion dar induktionssteget ar en derivering (produktregeln). (b) &ren
direkt tillampning av binomialsatsen (Talféljder och summor).

¢) Ledtrad 2

(a) Basfallet ar n = 1. Anta att formeln galler for n = p och derivera bada leden en gang till:

dp+1_ddp n— yn ny n—-kik
W_ad;.(b)(a+b) —Zkzo(k)a bX.

¢) Ledtrdd 3

d
@) = (x—-pe™®=(@+1-x)¢*. (b)valja=1ochb = -2.

J Lbésning
(a) Basfall. For n = 1 ger produktregeln

dix xeX)=1-eX-xe™*=-(x-1)e*=(-D'x-1)e™

sa formeln galler.

Induktionssteg. Anta att formeln galler for nagot heltal p > 1 (induktionsantagandet):

a -
(™) = (1P (x~ p)e™
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art!

dxptl

(™) = S (=P = (1P (1€ = (x=p)e™)
=(CP(p+1-xe™= (1P x-(p+1)e”

vilket ar formeln férn = p + 1. Enligt induktionsprincipen galler

n

4 (xe™) = (=1)"(x — n)e™™ for alla heltal n > 1
dx"

(b) Binomialsatsen med a = 1 och b = =2 ger

n_ n_ : N, n-k k — : n k
CU'=(-2"= T (12 = £ D)

k=0 k=0

vilket galler forallan =0, 1, 2, ... (forn = 0 &r bada leden 1).

¥ (D = (L

k=0

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Bestam foljande gransvarden, om de existerar:

(a)

n sin 2x

x—o  3x
(1p)
(b)

Jig "
(2p)
(©

lifr%(xiz ) x2i4)'

(2p)

Totalpoding: 5
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¢) Ledtrad 1

Gransvarden: (a) instangning, (b) skrivom potensen med exponentialfunktionen, (c)
gemensam namnare.

¢) Ledtrad 2

(@—-1<sin2x < 1.(b) x)‘2 = eX2 InX och et ar kontinuerlig. (c) x> — 4 = x—2)(x+2).

¢) Ledtrdd 3

(b) Standardgransvardet x?Inx — 0dax — 0" féra > 0. (c) Taljaren blir x — 2, som
kan forkortas bort.

2 Lbésning

(@) Forx > O galler—1 <sin2x < 1,sa

2
(b) Fér x > 0 ar X° = X’ = X Inx Standardgransvardet ger x> Inx — 0d&x — 07, och

eftersom exponentialfunktionen ar kontinuerlig ar

. 2 : 2
lim x¥ = ehrnxqu Inx _ eO —

x—0*
(c) Med gemensam namnare (x — 2)(x + 2):

1 4 x+2)—-4 x—2 1
x—-2 x2-4 (x+)(x-2) +2)x—-2) x+2

. 1 4 . 1 1
lim ( - )=lim —— = -
x-2°x—2 x2-4" x-2x+2 4
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Kontrollerat mot facit.

3. Inversen till
4 —x?

Betrakta funktionen

—2<x<2.

X
y=fx= \/ﬁ’
(a) Visaatt f ar 1 — 1 (injektiv). (2p)

(b) Finn inversen f~1(x). (2p)

(c) Bestam inversens definitionsmangd och vardemangd. (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Funktioner och invers: en strangt monoton funktion ar injektiv, och inversen fas genom att l6sa ut

yurx = f(y).

¢) Ledtrad 2

(a) Visa att f (x) > 0 pa hela intervallet (Derivata). (b) Kvadrera x = Lz och l6s ut y?.
4-y
(c) Inversens definitionsmangd &r f:s vardemangd och tvartom.

¢) Ledtrad 3

2

X
T+ 2 ; tecknet valjs sa att x och y har samma tecken.
Y

(c) Undersok f(x) ddx — £2 (Oegentliga gransvarden).

Co 4 5
@f(x) = @ (b)y” =

¢ Lésning
(a) Med kvotregeln:

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2020-04-02 - 2026-10-19 5/14


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Funktioner-och-invers
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Derivata
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Oegentliga-gr%C3%A4nsv%C3%A4rden

MOO065M - M0047M-2020-04-02

—2x
1 VAR —x — =
oo 2V/A-x2 _ (4-x)+x* 4 .
f()= 4 — x2 a (4-x2P2  (4-x2)3"2

for —2 < x < 2. Alltsd ar f strangt vaxande pa intervallet och darmed

f ar injektiv

) - y :
(b) Satty = f~1(x), dvs. x = f(y) = —=—=. Kvadrering ger
Va-y?
2 = y? = PA-y)=y? = YP1+x0) =4 = y=+ 2x
4 - y? V1 +x2

Kvadreringen kan ha infért en falsk rot. Eftersom /4 = y? > 0 har x = f(y) och y alltid samma
tecken, sa plustecknet galler:

2x
=i
X — e—
Fw=—==
2x = 2x/v/1 +x? _2x/\/1+x2_x
V1+x2 A 4x? 2/4/1 + x?

1+x2

Kontroll: f(

(c) f ar kontinuerlig och strangt vaxande pa (-2, 2), och
. X . X
lim ———= =- lim ——— =+
x-=2t A /4 — x2 x=2" +/4 — x2

eftersom taljaren gar mot F2 och namnaren mot 0. Alltsa ar Vi =R, och

D =V;=R,  Vp=Df=(-2,2)

2Xx
V1+x2

2 2
|X| =20ch—x - +2dadx — too,

| x| V1+x2

Det stammer med formeln:

Kontrollerat mot facit.

4. Tva approximationer av /2
Finn en enkel approximation av \/Q pa tva olika satt genom att:
(a) Linearisera funktioneny = \/)_c kringa = %. (2p)

(b) (M0O047M): Skriva kod/kommandon i MATLAB som utfor tva iterationer med Newton-
Raphsons metod
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_ [(xa)

ot =X e )
n

pa funktionen f(x) = x% — 2 med startvarde xo = 1. (1p)

(b) (M0029M): Utfora tva iterationer med Newton-Raphsons metod

_ f(xn)

e )
n

pa funktionen f(x) = x> — 2 med startvarde xy = 1. (1p)

(c) Forklara formeln i Newton-Raphsons metod ovan med figur och harledning. (2p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrdd 1

Linjarisering med derivatan (tangenten som approximation) och Newton—Raphsons metod

(Ekvationslosning med derivata).

¢) Ledtrad 2
@ L(x) = f(a) + f (a)(x — a) och v/2 ~ L(2). (b) Med f(x) = x* — 2 férenklas iterationen

1 2
till Xpe1 = 5 (xn + —). (c) Tangenten i (xo, f(x0)) skar x-axeln i x;.

n

¢) Ledtrad 3

(a) f(%) = % och f(%) = % b)x; = %’ (c) Satty = O tangentens ekvation y = f(xg) +

f (x0)(x = Xo).

2 Lbésning
(@) Med f(9) = y/Xarf () = ——, 58
a) Me = /X ar = ——,s8
2y/x
9 3 9 1 1
f(é_l)_i’ f(z)—2.—§—§
2
Linjariseringen kring a = % ar
- 2026-10-19 7114
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EW= 3+ 5 (=)

och

\6=f(2)%L(2)=%+ (-2) = %%1,4167

1
4

W=

(Det exakta vardet ar \/5 ~ 1,4142.)

(b) (M0O047M) Till exempel:

f
df @(x) 2*x;
x0 = 1;

@(x) x.h2 - 2;

x1

x0 - £(x0)/df(x0);
x1 - £(x1)/df(x1);
disp(x2)

X2

eller med en for -slinga:

n = 2; % antal iterationer
f
df

@(x) x.n2 - 2;
@(x) 2xx;

X =1; % startvarde
for k = 1:n

x = x - £(x)/df(x);
end

disp(x)

17
Koden skriver ut 1,4167, dvs. B

(b) (M0029M) Med f(x) = 2x blir iterationen

Xn+1 = Xp — =—+—=—=(x +£)
e N I
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1 2 3
=—(1+-=-)=— =
X1 2( 1) >’ X2

17
12

N[ =
~
N W
+
[SSRIN N
| —
Il

Samma varde somi (a).

(c) Vi soker ett nollstalle r till f. Figur: grafen tilly = f(x) skar x-axeln i r. Fran en gissning X dras
tangenten i punkten (X, f(Xg)); den skar x-axeln i x{, som ligger narmare r an Xxg.

Tangentens lutning ar f (Xo), s& enpunktsformeln ger

¥ = f(x0) + f (Xo)(X = Xo)

Tangenten skar x-axeln i (x1, 0):

' f(xo)
0 = f(x0) +f (X0)(x1 —X0) < |X1 =X0~ 5
f'(xo)
forutsatt att f'(xo) & 0. Idén ar att tangenten approximerar kurvan nara X, sa tangentens
X
nollstélle approximerar kurvans. Upprepas samma sak i (x1, f(x1)) fas x; = xq — ’I:(( 1)), och
X1

sd vidare.

Kontrollerat mot facit.

X2 +x-2
5. Kurvan ——
x2

Bestam nollstallen, lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan

X2 +x-2
y=fx)= — 2

Skissera kurvan samt ange i vilka intervall funktionen ar vaxande/avtagande respektive
konvex/konkav. (5p)

Totalpodng: 5
&) Ledtrdd 1

Kurvundersokning: faktorisering for nollstallena, gransvarden for asymptoterna, teckenschema
fér derivatan och andraderivatan.
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¢) Ledtrad 2

1 2
Skrivf(x) =1+ — - = =1+ x "1 —2x72, 54 gar bade gransvardena och
X X

deriveringen enkelt.

¢) Ledtrad 3

0= 22 oen )= 2

4 —
. . Glém inte att x = 0 delar upp teckenschemat.

(x—6)
3 T

J Lésning

Nollstéllen. f ar definierad for x B 0 och

x-Dx+2)
x2

fx) =

nollstallen x = -2 ochx =1

Grafen skar inte y-axeln.

1 2
Asymptoter. Med f(x) = 1+ — — —ar
X X

lim f(x)=1
X— too
say = 1 arvagrat asymptot at bada hallen (och da finns ingen sned asymptot). Nara 0 gar taljaren
mot —2 och ndmnaren x*> mot 0%, s&
lim f(x) = —o0
x— 0%

asymptoter y = 1 (vagrat, x — +o0) och x = 0 (lodrat)

Derivata.

, 4 -
f(xX)=-x2+4x3= X

x3

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2020-04-02 - 2026-10-19 10/14



MOO065M - M0047M-2020-04-02

f &r viaxande pa (0, 4] och avtagande pa (—oo, 0) och [4, ). Nagra lokala minimum finns inte.

Andraderivata.

f'(x)
f(x)

konkav

0 0<x<4 4 x>4
+ + 0 -
0 + + +
odef. + 0 -
asymptot o lok. max N
16+4-2 9
lok. max f(4) = — 16 "3

f(x)=2x3-12x"*= 2XX_412 =
0 0<x<6
0 +
odef. -
asymptot konkav

2(x—6)
x4
6 X>6
0 +
+ +
0 +
infl. konvex

f &r konkav pé (—0, 0) och (0, 6) och konvex pa (6, ). Teckenbytet i x = 6 ger, med f(6) =

36+6-2 _ 10
36 9’

inflexionspunkt (6, 19—0)

Skiss. Till vanster kommer kurvan in under asymptoten y = 1 fran x = —oo, avtar genom
nollstallet (—2, 0) och stértar ned mot —oo vid x = 0. Till hoger stiger den fran —oo, gar genom

1, 0), korsar asymptoteny = 1ix = 2 (dar < = 2), nr maximum (4, 3), passerar
( y X X 8
inflexionspunkten (6, 12) och narmar sig sedany = 1 ovanifran.
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lok. max (4, 9/8)

(=2)\0)

XxX—6
P

Kontrollerat mot facit. Lérarens [6sning skriver f (X) = 2
10
o

, Vilket dr samma sak, men anger

inte inflexionspunktens y-vdrde; det dr

6. Den mest ekonomiska hastigheten

Teknologen Balder ska frakta en liten racerbil med lastbilstransport en stracka pa 200 kilometer.
Bestam den mest ekonomiska hastigheten och den minsta kostnaden for denna transport under
féljande forutsattningar: Balder kostar 320 kronor per timme och drivmedel kostar 10 kronor per liter (i

1 +v/200 liter drivmedel per

landet Utopia). Vid hastigheten v kilometer/timme forbrukar lastbilen =

kilometer. Antag att 40 < v < 100. (5p)

Totalpodng: 5
¢ Ledtrad 1

Optimering: Extremvarden for en kontinuerlig funktion pa ett slutet, begransat intervall.
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¢) Ledtrad 2

200 - :
Restiden &r —— timmar. Kostnaden &r l6nekostnad plus drivmedelskostnad, K(v) = 320 -
200

1 1%
— +10 - (= + =) - 200. Jamfér &ndpunkterna och de kritiska punkterna.
1% 5 200

¢) Ledtrad 3

64000 : 64000
K(v) = +400 +10voch K (v) =10 - ——.
%
¢ Lésning
Vid hastigheten v km/h tar resan T = —— timmar. Lonekostnaden blir
%
200 64000
Ky =320 — = kr
\% %

och drivmedelskostnaden
1 %
K, =10+ (= + —) - 200 = 400 + 10v kr
5 200

Totalkostnaden ar

64000

K(v) = +400+10v, 40<v <100
K ar kontinuerlig pa det slutna och begransade intervallet, s& ett minsta vérde finns och antas i
en andpunkt, en singular punkt eller en kritisk punkt.

¢ Singuldra punkter: barav = 0, som inte ligger i intervallet.
64000

— =0 = v2 =6400 < v = 80 (eftersomV >
v

o Kritiska punkter: K (v) = 10 —
0).

Funktionsvarden:

K(40) = 1600 + 400 + 400 = 2400, K(80) = 800 + 400 + 800 = 2000, K(100) = ¢

128000

5 0,sav = 80 ar ett minimum. Det minsta vardet ar
1%

Dessutom ar K (v) =
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v = 80 km/h ger den minsta kostnaden 2000 kr

Kontrollerat mot facit.
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