MOO47M-2019-12-19

#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2019-12-19 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_191219full.pdf, m0047m_191219sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till
M0065M med samma innehdll.

Oversikt

e Uppgift 1: induktionsbevis for en formel for n:te derivatan av xe**

e Uppgift 2: tre gransvarden: en kvot narx — 00, en kvot med absolutbelopp och en kvot
med sin och tan

e Uppgift 3: Taylorpolynom av ordning 2 fér e med Lagranges restterm och en uppskattning
av/e

e Uppgift 4: lokala extremvarden och virdemangd for x* "X
3

e Uppgift 5: inverterbarhet, inversens varde och inversens derivata for 2
X

e Uppgift 6: storsta cylindern inskriven i en kon

&) S& anvinder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtrad 1) ger
modellen och ledtrad 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. Hogre derivator av xe>X genom induktion

Bevisa, exempelvis med induktion, att det for alla positiva heltal n galler att

dn
e (xe*) = (2"x +n - 271y e,

(5p)

Totalpodng: 5
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¢) Ledtrad 1

Ett bevis med induktion, dar induktionssteget ar en derivering med produktregeln.

&) Ledtrad 2

Basfallet &rn = 1. Anta att formeln galler f6r n = p och derivera bada leden en gang till:

t d b

dxPtl  dxdxp’
¢) Ledtrad 3

d
o [(2Px + p - 2P 1) eX] = 2Pe® + 2 (2Px + p - 2P71) e?X. Samla ihop och anvind
X

2P +p-2P = (p+1)2°.

/ Lésning
Basfall. Forn = 1 ger produktregeln

di (xe*™) = e™ +x-2e¥ = (2x+ 1)e* = (2x+1- 20) e
X

sa formeln galler forn = 1.

Induktionssteg. Anta att formeln géller for ndgot heltal p > 1 (induktionsantagandet):

dP
e (xe*) = (2Px +p - 2P 1) e*

pt1l

Vi vill visa att (xe®) = (2P*1x + (p + 1)2P) e**. Med induktionsantagandet och

dxp+1
produktregeln far vi

d
—— (xe*™) = o [(2Px +p - 2P 1) e™] = 2Pe® + (2Px + p - 2P71) - 2e*

= (2P + 2P Ix +p - 2P)e™ = (2P Ix + (p + 1)2P) e

vilket ar formeln forn = p + 1.

Enligt induktionsprincipen galler
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j—n (xe*) = (2"x +n- 2" 1) e* for alla heltal n > 1
X

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Bestam foljande gransvarden, om de existerar:

(a)
. 3x3 - 15x°e™*
lim ———.
x-w 4x2 sinx — 7x3
(1p)
(b)
-2] - +
lim |2x - 2| — | 2x 2|.
x-0 X
(2p)
()
sin 5x — 3x
P 2tan3x —4xcosx’
(2p)

Totalpodng: 5

¢) Ledtrad 1

00 0
Gransvarden av typerna [—] och [6], med standardgransvarden och absolutbelopp.
0.0]

¢) Ledtrad 2

(a) Bryt ut x3 i taljare och namnare. (b) Skriv om absolutbeloppen utan beloppstecken fér x

sin
nara 0. (c) Dela téljare och namnare med x och anvand —— — 1.
X
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¢) Ledtrad 3

x? sin x
(a)g - OochT — Onarx - o, (b)For—1 <x<1ar|2x-2| =2-2xoch

2 tan 3 in3x 1
|2x+2] = 2x+ 2. () X = g 202X,
X

3x  cos3x

/ Losning
00

(a) Typen &r [—]. Utbrytning av x> ger
00

3X3 _ 15X5e—x ~ 3-15- e_x
Asinx =7, sinx

2 .
X sin x
Narx — oo gar -~ 0 (exponentialfunktionen vaxer snabbare &n varje potens) och —— — 0
e X

(eftersom | sinx| < 1). Alltsd

I 3x3 - 15x°¢* 3-0 3
m = = o
x1—>°° 4x2sinx—7x3 0-7 7

0
(b) Typen ar [6]. Eftersom |2x — 2| =2 = 2xférx < loch |2x + 2| = 2x + 2 for x > —1 galler
for-1 <x<1,xEO:

|2x-2]| - [2x+2]  (2-2x)-(2x+2) —4x

=-4
X X X
-2] - +
lirn|2x 2| - |2x+ 2| __4
x-0 X
0, .
(c) Typen ar [6]. Division med x i taljare och namnare ger
sin 5x
sin5x-3x T 3 5:1-3 2
2tan3x-4xcosx . Sindx 1 6:-1-1-4-1 2
: y —4cosx

3x c0s 3x
sin 5x — 3x

im
x-0 2 tan 3x — 4x cos x

=1

Kontrollerat mot facit.
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3. Taylorpolynom fér e* och en uppskattning av /e
Lat
fx)=¢*, x€ER.

(a) Bestam ett andra ordningens taylorpolynom till f kring punkten a = 0, inklusive Lagranges
restterm. (3p)

(b) Anvand detta polynom for att visa att

> —.
Ve 8

(1p)

(c) Anvand feltermen for att bestamma det maximala vardet differensen

13
e— —
Ve 8
kan fa. (1p)
Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1
Taylors formel med Lagranges restterm.
¢) Ledtrad 2
, (0 (s
f(x) = Pa(x) + Ea(x) med Pa(x) = f(0) + f (0)x + %xz och Ex(x) = f3(' )x3 for nagot s

1
mellan O och x. Satt sedan x = 5

&) Ledtrad 3

S

e 1
Alla derivator av e* ar e, sa Ez(%) = 18 med (0 <s < 5 Detta ar positivt, och e® <
172

e
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/ Lésning
@FC)=f X =f (x)=¢e"saf(0)=f(0)=f (0) = 1. Taylors formel ger

2 S
ef=1+x+ XE + E»(x), E>(x) = %x3

for nagot s mellan 0 och x.

1
(b) Med x = E ar

1 1 e 1

— 12 _

e p +E =l+=-+—+—="=

ves () 2() 2 8 6 8 8 48

1
med( <s < 5 Eftersom e > ( ar resttermen positiv, sa

13
>
Ve 8
(c) Differensen ar precis resttermen:
13 ¢€°
—_—— = — 0 < S < —
Ve 8 48
- . 12 2 13 \/_ ° .. .
Eftersom e® ar vaxande &res < e'* = /e, s& /e — g E For att f& en grans utan y/ei
hégerledet l6ser vi ut 4/e:
1 13 13 48 _ 78
e(l- )< — & /e
Vel 48) 8 VBs 8 47 47
Darmed
13 e 1 78 13
0< -—<-—=<—=-—===—=~(,035
Ve 8 48 48 47 376
o i} e . 13
Anmdrkning: en enklare men grovre grans fds av e < 4, dvs. v/e < 2, vilket ger /e — E <
2
— = —. Den verkliga differensen ar ungefar 0,024,
48 24’

Kontrollerat mot facit. Ldrarens l6sning formulerar (c) som att bestimma “en évre gréns” fér
S

e 1
differensen; det exakta maximum av E antas inte, eftersom s < E sd svaret dr en Gvre grdns,
13
376
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4. Funktionen xXInX
Bilda funktionen
f(x) =x"x x>0.

Bestam eventuella lokala extremvarden. Gor teckenstudium av derivatan, skissera kurvan i dess
huvuddrag och ange funktionens vardemangd. Ledning: skriv férst om f(x) som eln ), (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Skrivom med logaritmlagarna och gor en teckenstudie av derivatan och kurvundersokning.

¢) Ledtrad 2

Inf(x) = xInx - Inx = x(Inx)?, s& f(x) = eX09° yndersok gransvardena narx — 0% och
Xx — oo och derivera med kedjeregeln.

¢) Ledtrad 3

f(x)= (n ¥’ (Inx + 2) In x, med nollstillen x = e ochx = 1. Anvand /xInx — 0

narx — 0.

¢ Lésning

Omskrivning. In f(x) = xInx * Inx = x(Inx)?, sa
f) =@ x>0

Eftersom exponenten ar > 0 ar f(x) > e® = 1 férallax > 0.

Gransvirden i andpunkterna. Standardgransvardet v/xInx — Onarx — 0% ger
x(nx? = (Vxlnx)’ -~ 0 — lim f() = ¢* = 1
X — +

och eftersom x(Inx)?> — oo narx — 00 arlimy -« f(X) = .
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Derivata. Kedjeregeln och produktregeln ger

21Inx

() = e (Inx)? +x - ) = @ (Inx + 2) Inx

Kritiska punkter: Inx = =2 och Inx = 0, dvs. x = e 2 och x = 1.

O<x<e? e7? e?<x<1 1 x>1
Inx + 2 - 0 + + +
Inx - - - 0 +
enx’ + + + + +
f ) + 0 - 0 +
fx) 2 lok. max N lok. min 2

Funktionsvardena ar

fle)=e D =e* ~172,  f)=e" =1
lok. max f(e™?) = '’ lok. min f()=1

vardemangd. f > 1 med likhetix = 1, och f &r kontinuerlig med f(x) — conarx — oo, Enligt
satsen om mellanliggande varden antas alla varden i [1, 00):

Vi = [1,00)

Skiss. Kurvan startar i (0, 1) (utan att nd dit, eftersom x > 0), stiger brant till maximipunkten
(e?, e4e*2) ~ (0,14; 1,72), sjunker till minimipunkten (1, 1) dar den tangerar linjen y = 1 och

vaxer sedan obegransat.

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2019-12-19 - 2026-10-19 8/12



MOO065M - M0047M-2019-12-19

lok. max (e~ e(4e2))

1,5
1
lok. min (1, 1)
0,5
0
0 0,5 1 1,5 2
X
Kontrollerat mot facit.
. X3
5. Inversen till
1+x2
Lat
3
= — R.
f)=12 x€
(a) Visa att funktionen ar inverterbar. (2p)
(b) Finn
1
_1 -
Q.
(1p)
(c) Berakna
1
_1 -
)

2p)
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Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Inverterbarhet via monotonicitet, och Inversa funktioners derivata.

&) Ledtradd 2

1 ' 1
(a) En strangt vaxande funktion &r injektiv. (b) Lés f(y) = > © (™ (x) = ——dary =

fo)
0.

&) Ledtrad 3

) 2 2 + 3
fx)= % I (b) blir ekvationen 2y3 —y2 —1=0;provay = 1.

2 Lbésning

(a) Kvotregeln ger

3(1+x)-x3-2x _ x*+3x% _ X(x*+3)

A+x)7  (1+P  (1+x)

fx) =

Alltsa ar f (x) > 0 for x B 0 och f (0) = 0. Eftersom derivatan &r positiv utom i en enda punkt ar f
strangt vaxande pa R (man ser ocksa direkt att f(x) < 0 = f(0) fér x < 0 och f(x) > 0 for x > 0).
En strangt vaxande funktion ar injektiv, sa

f ar inverterbar

)y = (3) betyder f(y) =

3

y
1+y?

= 2y =1+y’ & 2y°-y*-1=0

Nl —= NI

y = 1 4r en rot, och faktorisering ger (y — 1)(2y? + y + 1) = 0. Andragradsfaktorn har
diskriminanten 1 — 8 < 0 och saknar reella rotter (vilket ocksa foljer av att f ar injektiv). Alltsa

1
f_l(i): 1
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(c) Implicit derivering av x = f(y) med avseende pax ger 1 = f (y) y, dvs.
1 (@+y%’
fo)  y(*+3)

1 , 1-4
I punkten x = Eéry=10chf(1)= > =1E0,s4

=

ydy= L
™G 7y

1

Kontrollerat mot facit.

6. Storsta cylindexrn i en kon

Bestam den maximala volymen av en rak cirkular cylinder inskriven i en cirkular kon med héjden 12 cm

och basradien 4 cm. Vi forutsatter att symmetriaxlarna till cylindern och konen sammanfaller. (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

En optimeringsuppgift: Extremvarden for en funktion av en variabel pa ett slutet intervall.

¢) Ledtrad 2

L&t cylindern ha radien r och héjden h, sa V' = nirh. Likformiga trianglar i ett snitt genom
symmetriaxeln ger sambandet mellan r och h.

¢) Ledtrad 3

4
12r_ W12 dvs.h=3(4-r),s4V(r) =3nr’(4-r)for0 <r < 4.
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¢ Lésning

L&t cylindern ha radien r och héjden h. Dess volym ar V. = nr?h. Cylinderns 6vre kant ligger pa

konens mantel. I ett snitt genom symmetriaxeln ger likformiga trianglar (konens radie p& héjden h

arr, avstandet till spetsen ar 12 — h):
r 4

12-h 12

< 12-h=3r < h=34-r)

Alltsa
V(r)=3nr’(4-r)=3n@4r*-r’), 0<r<4
I andpunkterna ar V(0) = V(4) = 0. Derivatan ar
V'(r) = 3m (8r — 3r?) = 3nr(8 - 3r)

8 ,
med nollstéllenar = Qochr = 3 € (0,4). V' r positiv pa (0, &) och negativ pa (&, 4), sar =

8 p
3 ger maximum (alternativt V (%) =3n(8-6" %) =-24n <0).Ddarh=3(4 - %) = 4 och

8 82 4 256m
V — :3 — . - =
(3)=31(3) 3775

_256n

Viax = 5 cm® ~ 89,4 cm®

(r=§cm, h =4 cm)

Kontrollerat mot facit.

Se aven
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