MOO47M-2019-10-30

#itenta #matematik #envariabelanalys

Kurs: MO065M — Envariabelanalys 1 Datum: 2019-10-30 Kalla: originaltentamen och lararens
[6sningar (m0047m_191030full.pdf, m0047m_191030sols.pdf) MO047M dr féregdngaren till
M0065M med samma innehdll.

Oversikt

1 n
k(k+1) n+1°

e Uppgift 1: induktionsbevis fér den teleskoperande summan )’ ch

dess gransvarde
e Uppgift 2: tre gransvarden, en faktorisering, ett rotkonjugat och en division med x?

T
e Uppgift 3: identiteten arctan e* + arctan e * = — via derivatan, samt en MATLAB-plott
e Uppgift 4: tangenten till Pascals snigel i punkten (1, \/§) med implicit derivering

e Uppgift 5: kurvundersokning av xe‘"2
e Uppgift 6: relaterade hastigheter, adiabatisk expansion pV¥ = C

¢) Saanvénder du sidan

Forsok sjalv forst. Ledtrad 1 sager vilken sorts uppgift det ar, ledtrad 2 (inuti ledtradd 1) ger
modellen och ledtrdd 3 (inuti ledtrad 2) nyckelsteget. Losning ar hela utrakningen, kontrollerad
mot lararens facit.

1. En teleskoperande summa genom induktion

Formeln

n

1 n
éﬁﬂk+1)_n+1

galler for alla alla positiva heltal n.

(a) Bevisa detta (exempelvis med induktion). (4p)
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(b) Vad kommer summan att g& mot nar n gar mot oandligheten? (1p)

Totalpoding: 5

&) Ledtrad 1

Ett bevis med induktion om en andlig summa (Talféljder och summor), foljt av ett [[Oegentliga

gransvarden|gransvarde dan — oo]].

¢) Ledtrad 2

Basfallet &r n = 1. Anta att formeln géller f6r n = p och skriv summan tillp + 1 som

summan till p plus termen

P+ DP+2)

¢) Ledtrad 3

p_ . 1
ptl (p+Dp+2)

. Taljaren blir

Efter induktionsantagandet ska du forenkla

P+ +1=(p+ 1)

J Lésning

(a) Basfall. Forn = 1 ar
VL:L;E;L:HL
1-2 2 1+1

Induktionssteg. Anta att formeln géller for nagot heltal p > 1, dvs. att

p
1 _p —
El kk+1) p+1 (induktionsantagandet)

Da ar

p+l p

Z ; = Z 1 + 1 _ p + 1

o kk+1) T k(k+1) (@+DE+2) p+l (@+P+2)

_p(p+2)+1  (p+r1? p+1

T e+DP+2) (@+LpE+2) (E+D+1
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vilket ar formeln fér n = p + 1. Enligt induktionsprincipen géller

n

1 n .
El K+ D) =1 for alla heltal n > 1

1 1 1
Alternativt bevis utan induktion. Partialbrdksuppdelningen = -
PPACINEEN Yk +1) k  k+1

summan teleskoperande:

( )= (—1)+(1—1)+...+(1_ 1 )=1-
Z k k+1 2 2 3 n

(b)

Kontrollerat mot facit.

2. Tre gransvarden

Bestam foljande gransvarden, om de existerar:

(a)
X -x2-x-2
lim
x=2 x—2
(1p)
(b)
lim\/x2+3x—\/x2—3x.
2p)
()
. 7x%Inx - 2xsinx
lim .
x-0* 3x%cosx — x3eX
(2p)

Totalpoding: 5
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¢) Ledtrad 1

Gransvarden av typerna [%] och [oo — o0]; (a) l6ses med faktorisering, (b) med rotkonjugat och
(c) med standardgransvarden.

¢) Ledtrad 2

(a) x = 2 ar ett nollstalle till tiljaren, sd x — 2 ar en faktor. (b) Férlang med v/x2 + 3x +
v/ X2 — 3x. (c) Dividera taljare och nAmnare med X2

¢) Ledtrad 3

@ x> —x*—x—2=(x—2)(x* + x + 1). (b) Taljaren blir 6x; bryt ut v/x2 = |x| = xi
sin x
namnaren. (c) Anvand x? Inx — 0 och ~ - 1.

/ Losning

(a) Taljarenar8 —4 -2 -2 =0ix = 2, sé polynomdivision med x — 2 ger
X-x-x-2=(x-2*+x+1)
och

_ 2
lim x—-2)x*+x+1)
x—2 x—2

=lim(x* +x+1)=4+2+1=|7
limoc -+ 1)

(b) Férlang med rotkonjugatet:

2 A
/Yo St e i) o
VX2 +3x+4/x2-3x  /x2+3x++/x2-3x

Forx > 0arvx?2 = x, sa

6x _ 6 B 6
x(\/1+%+\/1—%) \/1+%+\/1_% 1+1

dax — oo, eftersom roten ar kontinuerlig. Alltsa

lim (v/x2 +3x - /x2 - 3x) =3

X— 00
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(c) Dividera taljare och namnare med x%:

sin x
4 _9.
75 Inx - 2xsinx _ /X Inx=2 x
3x2 cos x — x3eX 3 cos x — xeX

sin x
Ddx — 0% garx*Inx — O (standardgransvarde), —— — 1,cosx — 1ochxeX — 0.Alltsa
X

~ 7x%Inx—2xsinx 0-2 2
lim = =—=
x-0" 3x2cosx — x3ex 3-0 3

Kontrollerat mot facit.

3. En arcustangensidentitet

(a) Visa att

arctane* + arctane * = =, x € R.

NS

(4p)
(b) Beskriv med kod/kommandon hur denna likhet skulle kunna visas grafiskt i MATLAB. (1p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Derivering av Arcusfunktioner med kedjeregeln (Deriveringsregler), och sedan att en funktion
med derivatan noll pa ett intervall &r konstant dar (Medelvardessatsen).

¢) Ledtrad 2

Bilda f(x) = arctan e* + arctan e * och visa att f (x) = 0 for alla x. Bestam sedan
konstanten genom att berakna f i en lamplig punkt.

¢) Ledtrad 3

—X

Forlang ~ med e?*: det blir

m JValjx = 0,dararctan1 =

I

e +1
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¢ Lésning

(a) Lat f(x) = arctan e* + arctan e, x € R. Kedjeregeln ger

ex _ e—x ex e—x . e2x ex ex

fe0= ot - =

1 + ezx 1 + e_ZX 1 + eZX (1 + e_ZX) . eZX 1 + ezx e2X + 1

for alla x. Eftersom R &r ett intervall ger medelvardessatsen att f ar konstant, f(x) = C. Med x =
0:

C =f(0)=arctan1 +arctan1 = 2 -

S
N S

Alltsa

. T
arctan e® + arctane = 5 for allax € R

P

(b) Plotta vansterledet Gver ett intervall och se att grafen ar den vagrata linjen pa héjden

NS

1,571, till exempel:

X = -10:0.01:10;
y = atan(exp(x)) + atan(exp(-x));
plot(x, y, x, pi/2xones(size(x)), '--")

axis([-10 10 0 2])

De tva kurvorna sammanfaller. (Lararens forslag ar samma kod utan den
streckade jamforelselinjen.)

Kontrollerat mot facit.

4. Tangent till Pascals snigel

Finn tangenten till kurvan (Pascals snigel/limacon)
2
(O +y* =20 =x 4y’
genom punkten (1, v/3). (5p)

Totalpoding: 5

pellesmoln.org/meta/tentor/M0047M-2019-10-30 - 2026-10-19 6/12



MO0065M - M0047M-2019-10-30

¢) Ledtrad 1

Implicit derivering: kurvan ar inte en funktionsgraf, men lokalt kring punkten ary = y(x).

&) Ledtrad 2

Kontrollera forst att punkten ligger pa kurvan. Derivera bada leden med avseende pa x
(kedjeregeln p& y? ger 2yy') och sittinx = 1,y = v/3innan du [6ser ut y .

¢) Ledtrad 3

2(x% +y? = 2x)(2x + 2yy' — 2) = 2x + 2yy . 1 punkten arx® + y> — 2x = 2, s&
ekvationen blir 8y/3y =2 +2+4/3y.

2 Lésning
Punkten ligger pa kurvan: (1 + 3 - 2)2 =4=1+3.

Implicit derivering. Med y = y(x) ger derivering av bada leden
2% +y? —2X)(2x + 2yy —2) = 2x + 2yy

1(1,v/3)arx>+y>—2x=20ch2x-2=0,s3

-

| %

2-2-2\/§y':2+2\/§y' = 6\/§y':2 «=>y':3

o

Tangenten. Enpunktsformeln ger

y—\/§=§(x—1) = y=§x+83£

3
B

Kontrollerat mot facit.
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2
5. Kurvan xe *

Bestam nollstallen, lokala extremvarden, inflexionspunkter och asymptoter till kurvan

y=f(x) =xe™.

Skissera kurvan samt ange i vilka intervall funktionen ar vaxande/avtagande respektive konvex/konkav
(Eng: concave up/concave down). (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Kurvundersokning: symmetri, gransvarden, teckenschema for derivatan och andraderivatan.

¢) Ledtrad 2
Funktionen ar udda, sa det riacker att studerax > 0. Forx — oo: satt t = x* och anvind
td
standardgransvardet priin 0. Derivera med produktregeln.
e
&) Ledtrdd 3

f(x) = (1-2x)e™ och f'(x) = (4x3 — 6x)e™ = 2x(2x2 - 3)e ™™ .

¢ Lésning

Symmetri och nollstallen. f(—x) = —xe ¥ = —f(x), sa f ar udda och grafen ar symmetrisk kring

2
origo. Eftersom e™ > ( har f samma tecken som x, och

| enda nollstallet ar x = 0 |

Asymptoter. Med t = x? (sd x = /t for x > 0):
, {172
limxe™ =1lim— =0

X — 00 t— oo et

enligt standardgransvardet, och av uddheten gér f(x) — 0&avendadx — —oo. f ar kontinuerlig pa

hela R, sa det finns inga lodrata asymptoter:

asymptot y = 0 da x — oo
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Derivata.

f)=e™ +x-(-2x)e™ =(1-2x¥)e™ =-2(x - ﬁ) (x + %)e—xz

1
med nollstallenx = +—.

E

V2
il = 27> s 0 4 0 -
e + + + + +
f(x = 0 4 0 -
f(x) N lok. min 2 lok. max N
Medf(%) = %e‘m = \/% ~ 0,429:
lok. max f(— = ——, lok. min f(— L
77 N

Eftersom f — 0ibada andarna ar de ocksa globala. f &r vaxande pa [—%, %] och avtagande pa

(-0, — 3

ﬁ] och [%, 00),
Andraderivata.
£'(x) = —4xe™ + (1 - 2X3)(-2x)e™ = (4x® - 6x)e™® = 4x(x - \/g) (x + \/g e ™

med nollstallen x = 0 och x = +4/3/2 = £1,225.

2 2 0
4x - - - 0 + +
X % - - - - - 0
x+4/3 - 0 + + + +
£ ) - 0 + 0 - 0
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2

—/2<x<
x<-4/3 -1/ \/; 0 0<x<4/3 \/
0

fx) konkav infl. konvex infl. konkav inf

. 3
f byter tecken i alla tre punkterna. Med f (£4/3/2) = i\/; e 32 ~ +0,273:

inflexionspunkter (0, 0) och (+ \/g , i\/g e ¥?)

f &r konvex pa (—\/E, 0) och ( %, 00) och konkav pa (—oo, —\/g) och (0, \/g)

Skiss. Kurvan kommer in fran y = 0 under x-axeln langt till vanster, sjunker till minimum
(—%, —\/Lz—e), stiger genom origo (inflexionspunkt, lutning 1) till maximum (%, \/Lz*e) och avtar

sedan mot y = 0 ovanfor x-axeln.

0,6

max

0,4

0,2

infl. (0, 0)

-0,2
-0,4
min
-0,6
=3 =) =l 0 1 2 3
X
Kontrollerat mot facit.
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6. Adiabatisk expansion

Nar luft expanderar adiabatiskt (dvs. utan varmeutbyte med omgivningen) uppfyller trycket p och
volymen V sambandet

ull

pVY = C (konstant), y =

Vid en viss tidpunkt ar trycket 5 bar, volymen 28 dm? och volymen 6kande med hastigheten 2 dm?3/s.
Hur snabbt andras trycket vid denna tidpunkt? (5p)

Totalpodng: 5
¢) Ledtrad 1

Relaterade hastigheter: Implicit derivering av ett samband med avseende pa tiden.

¢) Ledtrad 2

Se p = p(t) och V = V (t) som funktioner av tiden och derivera pV" = C med produkt-
och kedjeregeln.

¢) Ledtrad 3

: : : V'
pVY+pyVY V' =0gerp = —ypT.
J Lbésning

Med p = p(t) och V = V (t) ger derivering av pVY = C med avseende pa t:

_ypVV iV pV’

VV+pyWVrlyv =0 & p = - 2
p py p v )4 v
Vid tidpunkten arp = 5bar, V = 28 dm? och V' =2dm¥s:
, 7 B5og 14 1
p=—=" =—-— = —— bar/s

5 28 28 2

1
trycket minskar med > bar/s

Kontrollerat mot facit.
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