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Kapitel M1
Kraftpar, tvakraftsdel,
uppdelning I delsystem

M1.1 Kraftpar

Figur 1.1 Kraftpar

Tva lika stora men motriktade krafter som inte har samma
verkningslinjer bildar ett kraftpar. Resulterande kraft &r noll, men
kraftparet ger upphov till ett resulterande moment.

Momentet med avseende pa en godtyckligt belagen punkt O i
figuren ovan blir:
7, =F(a+d)-Fa=Fd

dvs. momentet beror enbart pa krafternas belopp och avstandet
mellan deras verkningslinjer, oberoende av var momentpunkten
ligger. Ett kraftpar ger saledes upphov till ett rent moment, vilket
betecknas med nagon av symbolerna nedan:

v i
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M1.2 Tvakraftsdel

Verkningslinje

Figur 1.2 Tvakraftsdel

Om krafter angriper endast i tva punkter pa en kropp maste, for att
kroppen skall vara i jamvikt, galla att:

e Kirafterna ar lika stora men motriktade
e Kirafterna har gemensam verkningslinje

Om krafterna inte har samma verkningslinje, kommer krafterna
att bilda ett kraftpar, som ger upphov till ett rent moment, och
kroppen kan inte vara i jamvikt.

M1.3 Uppdelning i delsystem

I Young-Freedman “University Physics” behandlar kapitlet om
jamvikt endast foremal som betraktas som stela kroppar utsatta for
utifran paverkande krafter. Manga system utgors emellertid av tva
eller flera kroppar som ar forenade med varandra. Da racker det inte
alltid med att behandla systemet som en enda enhet. Detta kan leda
till ett statiskt obestdmt system, dvs samtliga obekanta storheter kan
inte bestdammas ur jamviktsekvationerna. Man maste i sadana fall
dela upp systemet i delsystem och formulera jamviktsvillkoren for
varje sadant for sig.

Tekniska konstruktioner bestar av ett system av delar hopbyggda
for att pa ett sakert satt bara upp laster eller dverfora krafter. Darfor
ar det viktigt att kunna berékna krafter internt i konstruktionen. En
sadan kraftanalys kraver att konstruktionen delas upp i delsystem pa
vilka jdmviktsvillkoren anbringas var for sig. | konstruktioner av
detta slag ar, om inte annat ségs, massan for sjalva konstruktionen
forsumbar i forhallande till de krafter den utsétts for.

Det ar alltsa viktigt att kunna frilagga. Figur 1.2 ar en

sammanstéllning av kontaktkrafter vid frilaggning i nagra vanliga
situationer.



KRAFTPAR, TVAKRAFTSDEL, UPPDELNING | DELSYSTEM 7

Typ av kontakt

Kraftsituation pa den kropp som frilagges

1. Snére, rep, lina eller
kedja (masslost).

Kraften T ar riktad fran kroppen langs linan
(Man kan inte trycka med en lina).

2. Friktionsfri trissa

Kraften T ar lika stor i bada sndrandarna.

3. Glatt yta

Sténg

Lada

Kraften ar vinkelrdt mot kontaktytan.

4. Strav yta

Léda

F

N

Nér vi har friktion &r det Iampligt att dela upp
kontaktkraften i en komposant vinkelrét mot
kontaktytan (normalkraften N) och en komposant
tangentiellt Iangs kontaktytan (friktionskraften
F).

5. Rullager eller rullstéd

: 2 Balk
F

F
y

Tank dig att balken utstts for en kraft i x-led. Da
skulle rullstodet inte kunna halla kvar” balken.
Man séger att rullstdet bara kan ta upp krafter i

y-led.

6. Fast lager

¥ Balk

FX
F
l y
Ett fast lager kan ta upp krafter i bade x- och y-
led.

Figur 1.2 Kontaktkrafter vid olika kraftsituationer
(forts pa nasta sida).
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7. Fast inspannig M

F
V:iggg x
1 I Balk Fy
/]

L/

~

En fast inspénning kan &ven ta upp moment.

8. Friktionsfri led

|

/ En friktionsfri led kan ta upp krafter i bade x- och
A—, 77 y-led.

Figur 1.2 Kontaktkrafter vid olika kraftsituationer
(forts fran foregaende sida).
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Exempel
1.

Stottan AB, vars massa ar forsumbar, & med friktionsfria leder
fastad dels vid ett horisontellt golv i A, dels vid ett homogent hjul,
med massan 25 kg, vid B. Berakna det minsta moment T som maste
anbringas pa hjulet for att det n skall borja glida. Den statiska
friktionskoefficienten mellan hjul och yta &r 0,40.

L&sning:
Frilagg stotta och hjul var for sig.

Stéttan ar en tvakraftsdel, vilket ger krafterna F vid A och B pa
stottan. Newtons tredje lag ger belopp och riktning for kraften fran
stottan pa hjulet vid B.

Jamviktsekvationer for hjulet:
Borja med

21320



10 MEKANIK

dar den sokta storheten r ingar. Da ser man vilka andra storheter
som behover bestammas. Man far:

z—mg-r+N-r—f.r=0 (1)
Pa gransen till glidning:

f=uN (2)
Ekvation (2) i (1):

r=mg-r—=N-r+uN-r=mg-r—N@Q-pg)r (3)

> F,=0ger:

Fcosé—f =0

Med ekvation (2) insatt:
Fcosd—-uN =0

U N
s 4
cosé )
D F,=0ger:
-mg+N-+Fsind=0 (5)

Ekvation (4) i (5):
-mg+N+uNtand =0

mg

N=——2 6
1+ p tand ©
Ekvation (6) i (3):
mg
=mg-r—-—(1—u)-r 7
r=me 1+ystan0( ) Y
Forenkling ger:
1+tané
r:mgr—#s( " )
1+ u tand

Numeriskt:

m=25 kg; r=0,15 m; x,=0,40; 6 = arcsino’—zz =36,9.

Insattning och utrdkning ger: 7 =19,81N-m

Svar: 20N-m A
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100N

[m] T
100N

Polygripens handtag pressas ihop med kraften 100 N enligt figur.
a) Hur stor blir kraften pa brickan?
b) Hur stor blir kraften pa leden vid A?

L&sning:
a) Frildgg en av skanklarna.

100N

0,27

Jamviktsekvation:
Momentekvationen med avseende pa A:

> 7,=0 ger:
F-0,060-100-0,27 =0
F =450N

Detta ar brickans kraft pa skankeln. Enligt Newtons tredje lag &r
kraften fran skankeln pa brickan lika stor men motriktad.

b) J&mviktsekvationer:
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D F,=0ger:
Fsin45°-A =0

A =Fsin45’ = 450%=318,2N

> F,=0ger:
A —Fcos45°-100=0

V2

A =100+F cos 45° =1OO+4507 =418,2N

Totala kraften fran leden

Fu= A+ AZ = 318,22 + 418,22 =524, 49N

Detta ar kraften fran leden pa skankeln. Enligt Newtons tredje lag ar
kraften fran skankeln pa leden lika stor men motriktad.

Svar: a) 0,45 kN; b) 0,52 kN

3.
P> 600N

0.20m

*|C
0.20 m

8 5

D

0.20m
/DA
0.20m | 0.20m

Berékna beloppet av kraften vid leden C i den belastade ramstruktur
som visas i figuren. (Leder ritade pa detta satt skall enligt
konvention tolkas som att de &r friktionsfria om inget annat sdgs).

Ldsning:
Frilagg hela ramen
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Qﬁ 600N
0.20m
*C
0.20m
B E
q . D
0.20 b
.20m
A F,
TTTA Yy
AyV
X
0.20m 0.20m |

Jamviktsekvationer:
> 7, =0ger:
F.-0,4-600-0,6=0

F. =900 N

D F =0ger:
600~ A =0
A, =600 N

D F,=0ger:
F.—A =0

A =F. =900N

Frilagg delen CD.

> 600N
0,20m
Lo
<+
0,20m
Dy

Jamviktsekvation:
D 7, =0ger:
C,-0,2-600-0,4=0
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C,=1200N

Frilagg delen ABC:

| 0.20m
‘ 0.20m

> 7y =0ger:
C,-02-C,-02-A-02=0
C,=1800N

Totala kraften i C

Fe =(C)* +(C,)" =+1200% +1800% = 2160 N

Svar: 2,2 kN

Uppgifter
M1.1

I

Berékna beloppet av kraften vid leden A for den belastade ramen i
figuren.

Svar: 2,0 kN
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M1.2

0,6 0,6

A
A 4
] A
A 4

B
1,2 200Nm

[m]

Berékna beloppet av kraften vid leden C.

Svar: 0,24 kN
M1.3
[mm]
?4#’ 80N
s

80N

a) Hur stor blir kraften pa stangen i tangens kaft da man nyper at
tangens skanklar med kraften 80 N enligt figur.

b) Berakna kraften fran leden vid A.

Svar: a) 0,22 kN; b) 0,30 kN
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M1.4

En tang for att klippa av t.ex. staltrad och bultar visas i figuren.
For en handkraft F=120 N, hur stor blir kraften pa bulten?

Svar: 2,2 kN
M1.5

500

En lyftanordning for att transportera tunnor med massan 135 kg
visas i figuren. Berdkna beloppet av kraften som verkar pa tunnan
vid E (och &ven F).

Svar: 5,2 kN
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M1.6

150N [mm]

Platsaxen som visas i figuren kan dven anvéandas for att klippa av
staltrad. Om 150 N anbringas pa tangens handtag, vad blir da
klippkraften pa staltraden?

Svar: 1,5 kN

M1.7

200N
‘ 0,30m

)

T=30N'm

o

Berakna momentet med avseende pd O fran enligt figur anbringad
kraft och moment pa skruvnyckeln.

Svar: 90 N -m, medurs
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Ovriga blandade uppgifter i statik
M1.8

Anordningen enligt figur anvands for att spdnna remmen som l6per
over de friktionsfria trissorna sa att dragkraften i remmen blir T. For
att fa lamplig kraft T i remmen placeras vikten, med massa m, pa
lamligt avstand | fran A. Remmen och alla trissorna kan anses ha
forsumbar massa. Aven massan hos armen OAB kan forsummas.
Armen OAB ér fast i den friktionsfria leden i O. Det géller att
massan m = 8,00 kg och avstandet b = 0,300 m.

a) Frilagg armen OAB (inklusive trissan i A och massan m).
b) Bestam avstandet | sa att dragkraften i remmen blir T = 100 N.
¢) Berakna storleken pa kraften som verkar pa leden i O.

Svar:a)-; b) I skavara 66 cm; c) 190 N

M1.9
e———3m re— 2 m —
@ (o™~ D)} Sh
c B A w
I
400 kg . ,
D

Berakna beloppet av kraften fran den friktionsfria leden B pa delen
ABC i det belastade ramverket som visas i figuren. Ramverkets
egenmassa ar férsumbar, och lederna i A, B och D ar friktionsfria.

Svar:16 kN
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M1.10

< 150 mm —>|

Berakna beloppet av kraften fran den friktionsfria leden A pa delen
ABC i det belastade ramverket som visas i figuren. Ramverkets
egenmassa ar forsumbar, och lederna i A, B och D ar friktionsfria.

Svar: 1,08 kN

M1.11

Ramstrukturen enligt figur anvands for att bara upp laster. Lederna i
A, B, C och D dr alla friktionsfria. Tyngdkrafter pga ramens massa
ar forsumbara i forhallande till de krafter som verkar pa den. Vid ett
tillfalle belastas strukturen med kraften P = 3,0 kN enligt figur.

(mm)

300

p=
@
oe}
>
@)

300 600

Bestam resulterande reaktionskraft (storlek och riktning) i leden A,
da vinkeln 6 = 30°.

Svar: Resulterande kraft i led A ar 11 kN med riktning 29° ner fran
horisontallinjen i positiv x-riktning.






Kapitel M2
Polara koordinater

For att beskriva en partikels rorelse i ett plan finns férutom x-y-
koordinater och radiella och tangentiella (n-t-) koordinater ocksa en
tredje uppsattning koordinater, ndmligen polara koordinater. Dessa
ar sarskilt anvandbara da en partikels position bestdams genom att
mata radiella avstandet fran observationspunkten (polen) och
vinkeln i forhallande till en fix referenslinje. Har infors nya
enhetsvektorer € radiellt ut fran den fixa punkten O till partikeln i

fraga, och €, vinkelrdt mot € och positiv at det hall vinkeln @
réknas positiv, se figur 2.1.

y Bankurva
A
e 1
€}
/ e '
N e
/A
r
A
0 /
o) X

Figur 2.1. Enhetsvektorer i polara koordinater

Partikeln A:s lage ges av
r=re (2.1)

r

Partikeln A:s hastighet ges av
\7=f=i(rér)=rér + 18, (2.2)
dt
Observera att enhetsvektorn €, andras med tiden i och med att den
andrar riktning da partikeln ror sig langs bankurvan. Detta galler

aven for €,. For att fa uttrycket for hastigheten maste alltsa enligt

ekvation (2.2) &, bestammas.

21
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yA

)o

Yo

><v

Figur 2.2. Geometri for utveckling av enhetsvektorernas tidsderivator

Figur 2.2 ger
€, =(cosd,sind) (2.3)
€, =(—sind,cosd) (2.4)
Derivering av detta med avseende pa tiden ger:
€, = (-sin@ 6,cos6 ) =08, (2.5)
€, = (-cos@ 0,—sind 6) = —08, (2.6)

Inséttning av ekv.(2.5) i ekv.(2.2) ger att
V =r€, + 68, (2.7)
Partikelns acceleration

a=v :%(rér +T08,) =€, +18, + 08, +rle, +rog, (2.8)

Uttrycken for € och ée enligt ekvation (2.5) och (2.6) insattes i

r

(2.8).

éz('r'—réz)é, +(ré+2r‘é)é€ (2.9)
déar

a, =fF-ro’

a, =rd +2i0

Termerna i a, utgors av beloppséndringen av v, , I, samt riktnings-
andringen for v,, —rd*.

Termerna i a, =(rd +2ré) utgdrs av beloppsindringen av v,
rd + 0 samt riktningsandringen for v_, ro.
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Accelerationens belopp ar
a=.a’+a’ (2.10)

Exempel

Armen i figuren ovan roterar i horisontalplanet kring en vertikal axel
genom O. En partikel med massan 3,0 kg, som kan glida i sparet,
dras med linan S mot O med den konstanta farten 0,060 m/s. | det
ogonblick da r =0,20 m har armen vinkelhastigheten @ =5,0 rad/s,

moturs, och den minskar med 2,0 rad/sz. Berakna kraften i linan och
normalkraften fran armen pa partikeln samt ange vilken av sidorna i
sparet (A eller B) partikeln ligger an mot.

L&sning:

Frilagg partikeln i det angivna laget. Krafter vinkelrata mot rorelsens
plan (N och mg) ritas ej ut.

Poléra koordinater anvands. Newtons andra lag,
r-komponenten

D F =ma, ger:
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-T= m('r' - réz)
Numeriskt: ¥ =0; r =0,20 m; 8=w=5,0rad/s; m=3,0kg
Inséttning ger: T=15 N.

6-komponenten av Newtons andra lag

D F,=ma, ger:

N = m(ré + 2r‘6>)

Numeriskt :r =0,20m; & =-2,0rad/s?; f =—0,060 m/s
Inséttning ger: N=-3,0 N

Svar: Linkraften ar 15 N; Normalkraften &r 3,0 N, och partikeln
ligger an mot sida B av armen.

Uppgifter
M2.1

Laget for hylsan P i den roterande armen OA kontrolleras av en
"kraftskruv”, se figur. | ett visst 6gonblick galler att #=8,0 rad/s och
0 =-20 rad/sz. Vidare sa ar r=0,20 m, ¥=-0,30 m/s samt '=0.
Berédkna r- och #&-komponenterna av P:s acceleration i detta
dgonblick.

Svar: a, =-13m/s*; a, =-8,8 m/s’
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M2.2

En raket avfyras vertikalt uppat, och dess lage mats med radar, se
figur. D& vinkeln@ =60°, & r=9,0 km, r=21m/s® och §=0,020
rad/s. Berékna beloppet av raketens hastighet respektive acceleration
I detta 6gonblick.

Svar: v =360 m/s; a =20 m/s?

M2.3

Skivan OA roterar moturs kring en horisontell axel genom O med
den konstanta vinkelhastigheten #=3,0 rad/s. Nar skivan passerar

laget @ =0°placeras en partikel med massan m p& denna pa
avstandet r=0,50 m fran O. Partikeln borjar glida vid vinkeln

0 =45°.
Berékna statiska friktionskoefficienten mellan partikel och skiva.
Svar: 0,35
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M2.4

Den sparforsedda armen roterar moturs kring en axel genom
centrum i ett horisontalplan med konstant vinkelhastighet 6=10
rad/s. Den fjaderbelastade hylsan med massan 1,5 kg kan oscillera
med forsumbar friktion i sparet. Om hylsan har farten 0,60 m/s
relativt armen da den passerar centrum, hur stor &r da den sidokraft
som armen paverkar hylsan med. Vilken av sidorna A eller B ar i
kontakt med hylsan?

Svar: 18 N; sida A

M2.5

En kula med massan 2,0 kg forflyttas i ett vertikalplan med en
robotarm. Denna roterar medurs kring en fix, horisontell axel O och
har vinkelhastigheten 50 grader/s, och vinkelaccelerationen 200
grader/s?, moturs, nar armen bildar vinkeln ©=30° med
horisontalplanet. Dessutom forkortas den hydrauliska stangen med
den konstanta farten 0,50 m/s.

Vad maste gripkraften P minst vara i detta lage for att kulan inte
skall lossna, om den statiska friktionskoefficienten mellan kula och
gripklo &r 0,50.

Svar: 27 N.



Kapitel M3
Inelastisk stot

Young-Freedman: “University Physics” behandlar i kapitlen 8-3 och
8-4 fullstdndigt inelastiska kollisioner respektive elastiska
kollisioner. De allra flesta fallen av kollision (eller stot) ar varken
det ena eller andra utan nagot daremellan.

Va1 VB1
S —
Fore stot Q Q
my, m,
positiv riktning
Vaz Ve
— —
Efter stot Q Q

Figur 3.1. Definition av hastigheter vid ett stotférlopp

Vid en stot mellan tva partiklar géller att rorelseméngden for
systemet (de tva partiklarna) bevaras.

M,V +MgVg =MV, + MV, (3.1
For givna massor och med hastigheterna fore stot kanda, sa har man
hér tva obekanta, respektive partikels hastighet efter stoten
V,, 0ch vg,.
Det behovs darfor ytterligare ett samband for att man skall kunna
berdkna dessa hastigheter.

For en elastisk stot galler enligt ekv.(8-19) i "University Physics”
att relativa hastigheten for de tva partiklarna ar lika fore och efter
stoten. FOr en helt inelastisk stot &r relativa hastigheten noll efter
stoten, vilket ju inte ar fallet fére stoten. For att karakterisera en stot
har darfor storheten stottal (studskoefficient), med beteckning e
inforts. e definieras som:

relativhastigheten efter stot
relativhastigheten fore stot

(3.2)

Med beteckningar enligt figur 3.1 kan detta formelmassigt skrivas

27
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Va2 —Vao
Var— Ve

e= (3.3

Observera att i detta samband &r alla hastigheter antagna positiva at
hoger. Om vid en berdkning nagon av hastigheterna ar eller antages
riktad at vanster, maste detta tas hansyn till genom att forse denna
med minustecken i ekvationen.

Exempel

.
:

Tva jarnvagsvagnar med samma massa rullar mot varandra med
hastigheterna v, =1,5 km/h respektive v, =2,5 km/h och kolliderar.

Stottalet mellan vagnarna ar 0,20. Berdkna vardera vagnens
hastighet efter stoten.

L&sning:

Va Vg
AN «B

Fore stot
m m

X
R

VB2

Vao
o _ _
D D

I D

Yitre krafter i horisontalled pa systemet de tva vagnarna &r
férsumbara under stoten, varfor systemets rorelsemangd bevaras i
horisontell led (x-led).

mv, + m(=vg) = mv,, + mvg, (1)
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Notera minustecknet for v,. Detta kommer sig av att positiv
riktning dr ansatt at hoger men v, har riktning at vénster.
V,, ochv,, ar bada antagna vara riktade at hoger.
For stottalet géller
o= Vo2 = Va2 (2)
VA_(_VB)
Av samma orsak som ovan skall v, &ven har ha minustecken.

V,, Vg, V., OCh Vg, betecknar beloppen av hastigheterna;
riktningarna tas hansyn till med tecken i ekvationerna (1) och (2).
Ekvation (2) ger:

VBZ :e(VA + VB) + VA2 (3)
Ekvation (3) insattes i (1):
Va=Vg =Vp, +e(VA +VB) +Vas

V,—Vg —€E(V, +V
Vy, =2 B 2( atVs) (4)

Numeriskt: v, =1,5 km/h, v, =2,5 km/h, =0,20.
Inséttning i (4) ger:
V,, =-0,90 km/h.

Ekvation (3) ger sedan
Vg, =-0,10 km/h.

Observera att i ekvation (4) behtver man inte ange hastigheterna i
m/s. Anvander man km/h sa far de sokta hastigheterna

enheten km/h ocksa, och det ar ju en enhet som anvands.

Svar: Vagn A har hastigheten 0,90 km/h &t vanster; vagn B har
hastigheten 0,10 km/h ocksa at véanster.
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Uppgifter
M3.1
\Aim/s vszﬁn/s
\ \
m,= 2 kg mg 3 kg

Tva cylindrar glider med férsumbar friktion mot varandra langs en
stang med de hastigheter som anges i figuren. Stottalet e=0,60.
Berékna respektive cylinders hastighet efter stéten.

Svar: Cylinder 1: 4,5 m/s at vénster; cylinder 2: 2,7 m/s at hoger.
M3.2

Bil B star stilla och blir pakord av bil A som har hastigheten v. Bil A
har massan m och bil B har massan km. Stottalet mellan bilarna &r
0,20. Bestam hastigheterna for bilarna efter kollisionen uttryckt i
storheterna k och v.

1-02k . 12

Svar: v,, = ik
+
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M3.3

1600

1100

For att testa tennisbollars studsférmaga, slapps de fran axelhojd, och
for att duga skall de studsa upp till den héjd som anges i figuren.

Berékna stéttalet mellan boll och golv samt hur stor procentuell del
(n) av den mekaniska energin (med detta avses kinetisk och
potentiell energi) som gar forlorad (Gvergar i andra energiformer,
vilka?) vid stéten.

Svar: €=0,83; n=31%

M3.4

En fallhammare anvands for att sla ned palar i marken. Den skall
vara utformad sa att den vid stoten forlorar hela sin kinetiska energi.
Vid palningen slapps hammaren 4,0 m ovanfor palen. Stottalet
mellan hammaren och palen, som har massan 300 kg, ar 0,30.

a) Vilken massa skall fallhammaren ha?
b) Vilken hastighet far palen omedelbart efter stoten?
¢) Hur stor blir procentuella forlusten av mekanisk energi?

Svar: a) 90 kg; b) 2,7 m/s; c) 70%
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M3.5

0,20kg  0,15kg

Tva kulor A och B ar upphéangda som figuren visar. Kula A fors at

sidan sa att linan den ar upphingd i bildar vinkeln 60° med
vertikallinjen, varefter den slépps. Berdkna utslagsvinkeln & for
kula B efter stoten. Det aktuella stottalet e=0,85.

Svar: 64°
M3.6

1,5 kg 4,0 kg
LA B LU
—

Tva cylindrar, A och B med massorna 1,5 respektive 4,0 kg, kan
glida med foérsumbar friktion langs en stang. B &r i kontakt med en
ospand fjader med fjaderkonstanten k=6,0 kN/m, da cylinder A
stoter emot med hastigheten v=5,0 m/s. Stéttalet e = 0,50 . Berékna

fjaderns maximala hoptryckning efter stoten.

Svar: 0,053 m



Kapitel M4
Masscentrum

M4.1 Partikelsystem, kroppar

(utbredd massfordelning)

Sa har langt har vi behandlat krafter som om dessa verkade i en enda
punkt. Emellertid existerar inte sa exakt koncentrerade krafter,
eftersom kontakt mellan kroppar alltid sker 6ver en viss (om &n
liten) yta och motsvarande kontaktkrafter ar foljaktligen fordelade
over den ytan. Gravitationskraften som verkar pa en kropp ar en
kraft som &r fordelad 6ver hela kroppens volym. For kroppar som ar
homogena och symmetriska har vi intuitivt placerat tyngdkraften i
symmetricentrum utan att reflektera dver bakomliggande orsak till
att man kan gora sa. Vad man darmed gor, ar att ersatta den utbredda
gravitationskraften med dess resulterande punktkraft. Nu &r
emellertid langt ifran alla kroppar homogena och symmetriska,
varfor det behovs allméangiltiga metoder for att berédkna belopp och
angreppspunkt for resultanten till den utbredda gravitationskraften.

Pa kroppen till vanster i figur 4.1 verkar gravitationen pa varje
liten del av denna. Vi vill ersétta alla dessa “deltyngdkrafter” med en
resulterande tyngdkraft (kroppen till hoger i figur 4.1). Denna
resultant maste ha samma kraft- och momentverkan som alla
”deltyngdkrafter” har.

Figur 4.1 Likvéardiga kraft- och momentsystem

Lika kraftverkan fas om

33
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Zmig = Mg

M = imi (4.1)

Hér &r antaget att tyngdaccelerationen g inte varierar dver kroppens
utstrackning.

Fran figur 4.1 fas att resulterande kraftmoment med avseende pa
t.ex. y-axeln till foljd av gravtiationens verkan pa alla masspartiklar,
som kroppen kan ténkas vara sammansatt av, blir:

7, = MgX +MygX, + ... MOX; + ..M, gX,, = Z m.gx; (4.2)
i=1

Men detta moment skall vara identiskt med det kraftmoment med
avseende pa y-axeln som den resulterande tyngdkraften (hdgra
figuren) ger:

7, = MgXx,, 4.3)
Ekv. (4.2) och (4.3) ger:

i migxi = ngcm

i=1
zmixi Zmixi
: = enl. ekv. (4.1) = (4.4)
>m
Da ekv. (4.4) inte innehdller g kallas x_, masscentrum for kroppen i
fraga, och detta sammanfaller med kroppens tyngdpunkt om g inte
varierar dver kroppens utstrackning.

Xcm = M

Analogt fas
2my;
Vor =S (45)
Z m;z;
i (4.6)

Zcm =
>.m,
Ekvationerna (4.4)-(4.6) kan sammanfattas i en vektorekvation:
2.mT,
T =
>m

Ekvationerna (4.4)-(4.7) & desamma som ekvationerna (11-3) -
(11-4) i "University Physics”.

Ekvationerna (4.4) - (4.6) och (4.7) ar praktiskt anvandbara bara
da masscentrum for ett system av diskreta partiklar skall bestammas.

4.7)
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For en kropp med kontinuerlig massfordelning later man
punktmassorna i dessa ekvationer Gverga i masselement dm.
Storleken av dessa far ga mot noll, varvid antalet masselement gar

mot odndligheten, och summan Z overgar till en integral I :
i

Ekvationerna (4.4)-(4.6) blir da:

jxdm

Xom = Idm (4.8)
_Iydm

ycm_ J‘dm (49)
Izdm

Z, = Idm (4.10)

X, Y, z i respektive ekvation star for masselementets i fraga
koordinat.

Ekvationerna (4.8)-(4.10) kan sammanfattas i en vektorekvation

Jrdm (4.11)

r.cm =

- Idm

M4.2 Sammansatta kroppar

For en kropp som kan anses sammansatt av delar vilkas masscentra
enkelt kan bestdmmas, t.ex. till f6ljd av symmetri, kan ekvationerna
(4.4)-(4.6) anvandas for att bestdmma den sammansatta kroppens
masscentrum. Varje delkropp ersétts med en likvardig punktmassa
med samma koordinater som delkroppens masscentrum.

<V

Figur 4.2a Sammansatta kroppar
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m m,
. m, .
®
| | | | -
I I I Ll
X X2 X3 X

Figur 4.2b Likvardigt punktmassesystem

For t.ex. x-koordinaten for den sammansatta kroppen i figur 4.2:
Ekvation (4.4) ger:

M+ MyX, + MyX,
™ m+m,+m,

X

dér X, anger x-koordinaten for delkropp i:s masscentrum.

Generellt:
Z m;X;
Zmi
i

ger x-koordinaten for den sammansatta kroppens masscentrum.
Analoga uttryck galler fér y- och z- koordinaterna.

X, = (4.12)

Exempel
1.

x:y2/4

Berékna masscentrums lage for den tunna, homogena skivan som
2

som begrénsas av kurvan x = yT samt linjerna x=1 och x=4.
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L&sning:
x-koordinaten for masscentrum ges av.
J X dm O
Xcm =
I dm

Som masselement dm véljs en del av skivan for vilken x-koordinaten
ar konstant. En smal, vertikal remsa med bredden dx bel&gen vid en
godtycklig koordinat x uppfyller detta villkor.

x:y2/4

1 = 4
dxH

dm=0 dxy (2)
dar o antages vara densiteten per areaenhet, dx ar bredden och y éar

hojden pa masselementet.

X i taljarens integral betecknar x-koordinaten for masselementet i
fraga.

Inséttning i ekvation (1) ger:
x=4
'[ X oy dx
Xcm = X?<1:4— (3)
j oy dx
=1

Integrationsvariabeln &r hér x, varfér funktionssambandet
2

X= yT anvands for att uttrycka y i x.

y — 2X1/2 (4)
Ekvation (4) i (3):

4 4
Ix 2x2dx jxs’zdx
X _ 1 _ 1

cm

4 T4
J'2x”2dx J'xl’zdx
1 1
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Masscentrums y-koordinat ges av:

fyam
ycm_ J'dm

Vi anvander samma masselement som férut, dvs. det som ges av
ekvation (2). y i ekvation (5) ar y-koordinaten for masselementets

masscentrum, som blir % da detta approximeras som en

()

rektangular remsa med bredden dx och hdjden'y.
Inséttning i ekvation (5):

4
J‘;O'ydx
Yem 214— (6)
Iaydx
1

Integrationsvariabeln &r daven hér x, varfor funktionssambandet
ekvation (4) anvénds for att uttrycka y i x. Insattning i ekvation (6):

:4[2xdx
Yem :41— (7)
IZx“zdx
1
2 4

3[X3/2]f

Svar: Koordinaterna for masscentrum ar (2,7;1,6)
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[mm]

70

100

100

Bestdm x-och y-koordinaterna fér masscentrum foér den tunna,
homogena skivan i figuren ovan.

Lésning:
[mm]
y y y
A
Lad =
T 100 100 100

Figur. Originalskiva=kvadrat-kvartscirkel

For masscentrums koordinater géaller:

z m; X;
i — mX, —M,X,

Xem = 1)
z m; m, —m,
>.my,
ch — — mlyl B m2 y2 (2)
>m, m, —m,

Observera minustecknet i saval taljare som namnare. Detta kommer
sig av att del 2 skurits bort fran del 1.

m, ar massan for del 1 (c &r massan per areaenhet), och X, &r x-
koordinaten for masscentrum for del 1.



40

MEKANIK

Numeriskt:
m, = o -0100-0,100
x, = 0,050

For del 2 géller:

m, =O'-£7Z' r? :O'Eﬂ"O,O?Oz
4 4

X =0f100_£=0,100_4'0’070
i 37 3

Inséttning i (1) ger:

a-0100-0,100-0,050—a1,,.0,0702.(0,100_4-0.070j

4 3

XCm = 1
00,1000,100_0-271-0’0702

X =0,0373m

Symmetri gor att
Yo = Xgn =0,0373 m
Svar: (37;37) mm

Uppgifter
M4.1

[mm]

30

45°

30

Berékna y-koordinaten for den Y-formade konstruktionen, som
utgors av smala, homogena, likadana stanger.
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Svar: 2,1 mm

M4.2

xy=k

Bestdm masscentrums koordinater (uttryckta i k) fér den tunna,
homogena skivan i figuren ovan.

Svar: (1,44; 0.36k)
M4.3

Bestdm masscentrums koordinater (uttryckta i a) fér den tunna,
homogena skivan i figuren ovan. (Observera att masselementen kan
valjas antingen i form av vertikala remsor eller horisontella, och att
man kan ha olika element vid berédkning av x- respektive y-
koordinat!).
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M4.4

Bestdm masscentrums koordinater (uttryckta i a och b) for den
tunna, homogena skivan i figuren ovan.

Svar: (E;Z—bj
2 5
M4.5

[mm]

80

40/4(

40

80 40

Berékna masscentrums koordinater for skivan i figuren ovan.

Svar: (80;40) mm
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M4.6

En homogen, smal stang ar bojd till den form som visas i figuren,
och den ar upphéangd i en friktionsfri led i O. Bestdm langden a,
uttryckt i r, sa att stangen hanger i jamvikt i detta lage.

Svar: a=2r

M4.7

/2

Bestdm y-koordinaten for den homogena skivans masscentrum
uttrycktir.

Svar: 0,54r
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M4.8

50 [mm]

50

150

50

Berékna masscentrums koordinater for skivan i figuren ovan.

Svar: (0,11; 0,11) m



Kapitel M5
Icke konstant acceleration

| Fysik 1 behandlades rorelse dar accelerationen &r konstant, kapitel
2 i “University Pysics” av Young & Freedman. | dessa fall ar
sambanden (2-9), (2-13) och (2-14) speciellt anvéndbara.

Emellertid &ar accelerationen for en partikel eller kropp langt ifran
alltid konstant. Luftmotstandet nar man t.ex. cyklar eller aker bil
beror pa hastigheten och ger upphov till ett bidrag till accelerationen
som beror av hastigheten och alltsa inte ar konstant. Fjaderkraften,
F=kx, som ar ett exempel pd elastiska krafter, varierar med
fjaderforlangningen (-forkortningen), sa finns det en fjader som
paverkar en kropp i rorelse, sa ger fjaderkraften upphov till en
acceleration som beror pa kroppens lage (koordinat). Hur skall man
da hantera sadana fall? Under alla omstandigheter utgar man fran

. . dv - o
definitionen av acceleration a =E' som alltid galler. Beroende pa

om accelerationen &r given som funktion av tiden, hastigheten eller
koordinaten, fortsatter man pa olika sétt.

M5.1 Accelerationen ar en funktion

av tiden
Accelerationen ar given som funktion av tiden, a =a(t) . Detta fall

gas igenom i "University Physics” kapitel 2-7, sa lasaren hanvisas
dit.

M5.2 Accelerationen ar en funktion
av koordinaten

Accelerationen ar given som funktion av koordinaten, a=a(x):

Enligt kedjeregeln kan uttrycket a = % skrivas som

dvdx dv
a=——=—V
dx dt  dx
eller om man separerar variabler
adx=vadv. (5.1)

Hér satter man nu in det uttryck man har for a, dvs a uttryckt som
funktion av x, a(x).

45
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Sedan integrerar man fran startlaget, dar koordinaten & x, och
hastigheten v,, till slutldget dar koordinaten &r x, och hastigheten &r
V,.

Xy A
J'a(x)dx = jvdv

Xy Vi
Man utfor integrationen, satter in de storheter man kanner och
beraknar det som efterfragas.

Till sambandet (5.1) som géller for linjar rorelse finns ett mot-
svarande samband for rotationsrorelse.

adf=wdw (5.2)

Acceleration a motsvaras vid rotationsrorelse av vinkelacceleration
a , hastighet v motsvaras av vinkelhastighet @ och koordinat x av
vinkelkoordinat@.

M5.3 Accelerationen ar en funktion

av hastigheten

Accelerationen ar given som funktion av hastigheten, a=a(v):

Ekvation (5.1) anvénds d&ven i detta fall, men eftersom
accelerationen ar en funktion av v, maste man dividera bada leden
med a(v) sa att alla termer innehallande v kommer pa samma sida

om likhetstecknet innan man integrerar.
dx = L (5.3)
a(v)
Sedan integreras ekvation (5.3).

Z v dv
Jd “law

Exempel

1. En bil har i startdgonblicket en acceleration som &r 5,0 m/sz, och
som minskar linjart till noll pa 10 s. Hur lang tid tar det for bilen att
fardas 300m?

Lésning:
Bilens acceleration kan skrivas

a=a,—kt
dar a,=5,0 m/sz, och k fas ur villkoret att a=0 for t=t;=10 s.

k=2 _%0_,g
{10
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Alltsa: a=5,0-0,50t (1)

Hastigheten under accelerationsskedet ges da av:

jdv:jadt

Vo 0

Med ekvation (1) insatt:

t
V-V, = [(5,0-0,50t)dt
0

V=V, +5,0t—0,25t° 2)

Ekvation (2) ger bilens hastighet v, efter 10 s, da accelerationen
upphort (starthastighetenv, =0):

v, =25m/s

Tillryggalagd stracka under accelerationsskedet ges av

Tds = Tth = tj(5,0t —0,25t%)dt
0

Vo 0

sl=2,5q2—0’—3?5tf =166,7 m

Aterstdende stracka 300-166,7 m=133,3 m avverkas med den
konstanta hastigheten v, = 25 m/s. Tiden for detta blir

, =223 5 335
25
Totala tiden t, =t, +t, = (10+5,33)s =15,33s

Svar: 15s.

2. Pontoner skall utformas till ett flygplan som skall starta och landa
pa sjoar. Vid landning har planet hastigheten 160 km/h nar det nar
vattenytan och denna hastighet skall reduceras till 30 km/h pa en
stracka av 400 m. Accelerationen kan under detta skede tecknas som
a=-Kv’. Berakna konstanten K som bestams av storlek och form
pa pontonerna.

Ldsning: Accelerationen &r inte konstant utan given som funktion av
hastigheten. Darfor anvénds sambandet

adx=vdv (1)
| just detta fall galler for accelerationen att
a=—Kv? 2)

Ekvation (2) insattes i (1):
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—Kv?dx = vdv
som skrivs om till
dv

—Kdx =—
v

Integrera fran startvarden for x respektive v till slutvéarden.

j—de :Vngdv
0

Vi

v
—Ks=Inv,-Inv, =In-2%
Vl

1, v
K=-=In-%
SERYA

160

30

Numeriskt: s=400 m; v, =—— m/s;v, = — m/s.
3,6 3,6

1

Insattning ger: K =4,2-10° m’

Svar: K=4,2-10°m*

Uppgifter
M5.1

Retardation

49

En bromsande kraft anbringas pa en partikel vid tiden t=2 s, och
denna kraft ger upphov till en retardation enligt diagrammet ovan.
Partikeln har fran borjan hastigheten 100 m/s. Vilken ar partikelns

hastighet vid tiden t=4 s respektive 6 s?

Svar: 61 m/s respektive —18 m/s.
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M5.2

a (m/sz)

s (m)
0 40 120

Ett fordon ror sig rétlinjigt med en acceleration som o6kar linjart med
koordinaten (s) enligt diagrammet. Da koordinaten s=40 m é&r
hastigheten 20 m/s. Berdkna hastigheten for s=120 m.

Svar: 30 m/s

M5.3

Luftmotstandet mot en bil i rorelse ar proportionellt mot hastigheten
i kvadrat. Diverse andra friktionsforluster ger en konstant
inbromsande kraft, sa att accelerationen for bilen da motorn
frikopplats kan tecknas

a=-C, -C,V°
dar C, och C, &r konstanter.

Om bilen har hastigheten v, da motorn frikopplas, hur lang
stracka s (uttryckt i givna storheter) rullar bilen innan den stannar?

Svar: s=——In 1+&v§
2C, C,
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M5.4

|
2 I

En kropp faller mot och traffar med hastigheten v, en latt platta

fastsatt ovanpa ett system av fjadrar. Kroppen foljer med
plattformen nedat vid den efterfoljande rorelsen och har da
accelerationen

a=g-cx

dar ¢ ar en konstant och x mats fran plattans ursprungliga lage.
Fjadrarnas maximala hoptryckning noteras vara x. . Bestdm fran

detta ett uttryck for konstanten c.
VZ+20X .
X2

max

Svar:c =

M5.5

En projektil skjuts in med hastigheten v, i en behdllare med en

viskOs vétska. Vatskefriktionen ger upphov till en acceleration som
kan skrivas

a=—kv?

dér k &r en konstant.
Hur lang stracka s har projektilen tillryggalagt da hastigheten

reducerats till V?‘) och vad ar tiden for denna hastighetsreduktion?

Svar: s=¥; t=i



Kapitel M6
Troghetsradie,
sammansatta kroppar,
tunna skivor

M6.1 Troghetsradie

Figur 6.1. lllustration av begreppet tréghetsradie
| stallet for att ange troghetsmomentet for en kropp ges i manga fall i
stéllet uppgift om troghetsradien for kroppen.
Antag att den osymmetriska kroppen i figuren ovan har massan M
och troghetsmomentet 1, med avseende pa en axel O.

Man kan nu gora tankeexperimentet att kroppens massa M fordelas
jamnt i form av en tunn ring med sadan radie k,, att ringens
troghetsmoment blir detsamma som kroppens.

Ringens troghetsmoment kan da skrivas:

l,,., = [r?dm=[kidm =k; [ dm = kM

Men denna rings troghetsmoment &r detsamma som den
ursprungliga kroppens, dvs.

lo=1, =Mk?

ring

51
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Kroppens troghetsradie med avseende pa en rotationsaxel genom O
definieras saledes:

|
Ko = VO (6.1)

dar 1, ar kroppens troghetsmoment och M dess massa.

M6.2 Sammansatta kroppar

e

Figur 6.2. Uppdelning av en kropp i delkroppar

Kroppens troghetsmoment med avseende pa en axel genom O ar
enligt definition:

Iy :j r2dm = j r2pdV (6.2)
\%

dar p ar densiteten och dV ar masselementets volym.
Men kroppens totala volym V =V, +V, +......+V,, varfor ekvation
(6.2) kan skrivas:

lo = [rpdV + [r*pdV +...+ [ r*pdV
V,

Vl V2 n

dvs.

lo=lg+ g, +et g, (6.3)

Troghetsmomentet for en sammansatt kropp med avseende pa en
viss axel &r lika med summan av delarnas troghetsmoment med
avseende pa axeln i fraga.
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M6.3 Tunna skivor

Den tunna skivan som visas i figur 6.3 ligger i xy-planet (saknar
utstréckning i z-planet).

YA

<Y

Figur 6.3 Troghetsmoment for tunn skiva

Skivans troghetsmoment med avseende pa z-axeln

I, = [ rdm = [ (¢ + y?)dm (6.4)
Troghetsmomentet med avseende pa x- respektive y-axlarna :

1, = [ y?dm (6.5)

1, = [ x*dm (6.6)

Fran ekvationerna (6.4)-(6.6) inses att
L, =1, +1, (6.7)

zz

géller for en tunn skiva som saknar utstrackning i z-led.
Exempel

YA YA
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En skiva i form av en tunn, homogen halvcirkel har massan 2,0 kg
och radien 0,25 m. Berékna skivans troghetsradie med avseende pa
Z-, X-, y- och y’-axlarna.

Lésning:

Izz Izzl Izz

Figur Halv cirkelskiva=hel-halv

Det géller enligt sambandet for sammansatta kroppar att

l, =-2 1
= o
For hel cirkelskiva med massan 2M
(2M)r?
= 2
=" @
Ekvation (2) i nséttes i (1):
Mr?
| = 3
2= ®)

Notera att uttrycket for troghetsmomentet for en halv cirkelskiva till
formen ser likadan ut som foér en hel skiva. Till beloppet ar dock
troghetsmomentet for den hela skivan dubbelt sa stort eftersom
massan ar dubbelt sa stor.

Troghetsradien

Izz _ H L
k,, :\/%_enllgt 3) 7 4)

Numeriskt: r=0,25 m. Insattning i (4) ger:
k,, =0,177m



W 2 4 4
Troghetsradien

;
ky ==0125m
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h ; - X X
ﬁ NN
Ixx Ixxl IXX
Det géller
Ixx = Ixxl_ Ixx
I _ Ixxl (5)
XX 2
Men da skivan &r tunn galler att:
(2M)r?
Ixxl = T (6)
Ekvation (6) i (5):
Mr’
Ixx - 4 (7)
Troghetsradien
Lo . r 025
K, = i enligt (7): 5= "o =0125 m
Skivan ar tunn och saknar utstrackning i z-led. Da galler att
L, =1, +1,
L, =1,,- 1, 8)
Ekvation (3) och (7) insattes i (8):
MrZ Mr? Mr’
| - roMr Mr ©)
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YA YA

cm

For att fa troghetsmomentet med avseende pa y’-axeln, maste forst
troghetsmomentet med avseende pa en med y’ parallell axel genom
masscentrum bestammas (kan goéras med Steiners sats da l,, ar
kand), och sedan anvanda Steiners sats.

Steiners sats ger:

l,, =g +Md/
Iy =1, —Md/ (10)
.. =1, +Md; (11)

yy
Ekvation (10) inséttes i (11):
l..=1,—Md+Md; (12)

yy
Ekvation (9) insattes i (12):
_Mr?

Ly —Md? +Md? (13)
Ur tabell fas att d, :ﬁ, varfor d, =r _ar
3 ar
Inséttning i (13) :
2 2 2
”:Mr -M ar +M r—ﬂ (14)
vy 4 3z 3r

Troghetsradien

/I »
— yy __ :
ky‘y. “\ M =enligt ekv. (14)
2 2
Al
4 \3rx 37

Numeriskt: r=0,25 m ger att ky.y, =0,633r=0,158m

Svar: k,, =0,18 m; k, =k, =0,13m; ky.y. =0,16 m

XX
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Uppgifter
M6.1

Bestam uttrycken for tréghetsmomenten med avseende pa x-, y- och
z- axlarna. Stdngernas massa kan forsummas. Vardera kulan har

masSan m.

Svar: 1, =1, =2mL% I, =4mL’®

XX

M6.2

4

Berdkna troghetsmomentet med avseende pa dels z-axeln, dels x-
axeln for den halva, tunna ringen i figuren.

2
Svar: I, = m2r o :mrz(é—i)
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M6.3

[mm]

300
150

100

Berakna troghetsradien for halcirkelskivan med avseende pa x-
axeln. Skivan ar tillverkad av stal och har tjockleken 30 mm.

Svar: 0,23 m
M6.4
C
[m]
0,25
© 05 A
0,25
B

Berakna troghetsradien med avseende pa O for konstruktionen ovan.
Var och en av de tva smala, homogena stangerna har massan 8,0 kg.

Svar: 0,42 m



Kapitel M7
Rotation kring fix axel,
lagerkrafter

M7.1 Lagerkrafter

Figur 7.1. Definition av storheter som anvénds vid rotation kring fix
axel

Da en kropp roterar kring en fix axel O, paverkas den av en kraft
fran axeln. | tekniska sammanhang &r denna typ av rorelse vanligt
forekommande, och det dr da viktigt att kunna dimensionera axeln
och vélja material sa att den klarar den kraft som den i sin tur enligt
Newons tredje lag utsatts for. Detta avsnitt avser att visa hur
berakningarna av sadana sa kallade lagerkrafter lampligast utfors.

Utgangsekvationerna ar (8-34) i "University Physics”

> F=Ma,, (7.1)
som beskriver masscentrums translationsrorelse och (10-6)
z r=la (7.2)

som heskriver rotationsrorelsen.

Masscentrum gar har i cirkelbana, och dess rorelse delas darfor
upp i en rorelse i radiell riktning (normal-, n-riktning) och en i
tangentiell riktning (t-riktning).

Ekvation (7.1) blir da:

59
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2

ZFnzMan=Mv—= Mr Cl)2 (73)

cm
rcm

D F =Ma, =Mr, a (7.4)

Eftersom kroppen roterar kring den fixa axeln O, tas moment-
ekvationen med avseende pa den punkten. Ekvation (10-6) skrivs da:

1, = loa (7.5)

M7.2 Momentancentrum

Figur 7.2 Momentancentrum

En kropps allmanna rorelse kan beskrivas som en translationsrorelse
och en rotationsrorelse kring masscentrum. Emellertid kan kroppens
rorelse i ett givet dgonblick beskrivas som enbart en rotationsrorelse
kring en viss punkt, kallad momentancentrum. Antag att
hastighetens riktning i tva punkter A och B pa en kropp ar kanda.
Om kroppens rorelse i det aktuella 6gonblicket ses som en ren
rotationsrorelse kring detta momentancentrum C, gar varje punkt pa
kroppen i en cirkelbana kring C. Momentancentrum maste da fran A
sett ligga i en riktning vinkelratt mot hastighetsvektorn v,, och fran
B sett vinkelratt mot V. Skarningen mellan dessa bada linjer,
dragna vinkelratt mot Vv, respektive V, ger da laget for
momentancentrum C, som kan betraktas som en momentan
rotationsaxel.

Om beloppen av hastigheterna v, och v, &r kénda galler med
figurens beteckningar

V=N Vg = Lo

dar @ &r kroppens rotationshastighet.
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Figur 7.3 Momentancentrum, parallella hastigheter
Om hastigheterna i punkterna A och B ar parallella, galler:

V,=ho

Vp = lyo =(1, — d)o
Vi Iy

vy I, —d

dvs. om v,, vy och d dr kdnda kan r,, momentancentrums l&ge,
bestammas.

Ett exempel pa momentancentrum &r ett hjul som rullar utan att
glida.

Figur 7.4 Momentancentrum for hjul som rullar utan att glida

Har ar hjulets kontaktpunkt med underlaget momentancentrum.
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Exempel
1.

Va

0,18

0,12

Pistongen horande till hydraulcylindern ror sig i ett visst 6gonblick
horisontellt at héger med hastigheten v, = 2.0 m/s, och delen BO &r
horisontell. Bestdam momentancentrums ldge och berdkna
vinkelhastigheten for OB i detta dgonblick.

L&sning:

Momentancentrum ligger i punkten C. Delen AB:s rorelse kan i
detta dgonblick betraktas som en rotation med vinkelhastigheten @
kring momentancentrum. Da galler:

V=T, o= \:—: (1)
Punkten B:s hastighet
Vg = lo )
Ekv. (1) 1 (2) ger:
VA

B r_A 3)

Vg =T

OB:s vinkelhastighet ges av att
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vy = 0,120,
\Y
Vo = rfz (4)
Ekv. (3) i (4):
s Vr_A r
_ A _ B
“o =017 = A0 12r, ()

Geomertin ger att r,=016m; r, =018 -0,16°=0,0825m
v,=20m/s.
Inséttning i ekv. (5) ger: @, =8,59 rad/s

Svar: 8,6 rad/s moturs

2.

Ett halvklot med massan M och radien r slapps fran vila i laget 6=0
och roterar fritt i vertikalplanet kring den fixa axeln O. Harled
uttryck for n- och t- komposanterna av kraften fran axeln O pa
halvklotet som funktion av vinkeln 6.

Ldsning:
Frilagg halvklotet for en godtycklig vinkel 6.

n.
\

Rotation kring fix axel, varfor ekvationerna
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> F, =Mr, o’ (1)
> R =Mr,a 2)
ZZ’O =l ©)

anvands.

Bérja med momentekvationen (ekv. (3)) for att bestimma o. Satt
sedan in i ekvation (2) och berdkna den tangentiella lagerkraften.
Med o kand kan o for en godtycklig vinkel & beraknas, varefter
ekvation (1) ger lagerkraften i normalriktningen (i radiell led).

Kraftmomentet med avseende pa O:
> 7o =Mg(coso)r,,
insattes i (3).
Mg(cos)r,, =l
o Mg(c:)s or,, (@)
o}

Troghetsmomentet for ett halvklot med avseende pa en axel genom
O:

|ozémﬁ (5)
och

=y ©)
Ekvation (5) och (6) insattes i (4):

3r
Mg (cos©) g 15gcosé
o= = (7)
5

> F =Mgcosd+0,

insattes i ekvation (2) tillsammans med (7):

Mgcosd+0O, =M ﬂw
8 16r
O, =Mgcosé S :—ﬁMgcose
128 128

For att fa O, maste vinkelhastigheten @ forst berdknas fér en
godtycklig vinkel 6.
FOr detta anvands sambandet

odo =adf (8)
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(Alternativt kan energisatsen anvandas.)
Ekvation (8) integreras fran startvardena «=0, =0 till wrespektive
6.
w 4
j wdw = j add (9)
0 0

a enligt ekvation (7) insattes i (9):

dew Jlsgcosede

5 oy lér

w? = 15¢gsiné (10)
8r

Vidare ar
> F,=-Mgsing+0,
som insattes i ekvation (1) tillsammans med ekvation (10):

—-Mgsin+0, = M3r—159$|n9
8 8r

0] :@Mgsm@
64

n

Svar: F = _83 Mg cosé

128
F, :@Mg sin@
64
Uppgifter

M7.1

\ 16m ‘

En homogen, smal stang med massan 20 kg kan rotera med
forsumbar friktion kring en horisontell axel. Stangen slapps fran vila
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i horisontellt lage. Berdkna beloppet av lagerreaktionskraften i axeln
omedelbart efter det att stingen slappts.

Svar: 49 N
M7.2

Den tunna, homogena skivan med massan M och radien r som visas
I figuren kan rotera med forsumbar friktion kring den horisontella
axeln O. Skivan slapps fran vila med vinkeln 6=0.

Bestdm som funktion av @ uttryck for n- och t- komposanterna av
kraften fran axelleden i O.

Svar: O, :%Mg sing; O, =—%Mg cosd

M7.3

En homogen, smal stav med massan M och langden 2b &r medelst
latta stanger, fastade i dndarna, upphangd i en horisontell axel O.
Konstruktionen slapps fran vila i det lage dar 6=0. Berdakna kraften i
axeln O dgonblicket efter.

Svar: m
|
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M7.4

o1

s
provstav

En anordning for att testa slaghallfastheten hos olika material utgors
av en pendel med massan M med masscentrum belaget pa avstandet
r,, fran upphangningsaxeln O. Troghetsradien ar k,. Vid testet

cm

stéter en punkt Q pa pendeln, belédgen pa avstandet g fran axeln O,
emot provstaven.

Detta avstand q &r s avpassat att den tangentiella kraften, O, , i

axeln blir noll. Punkten Q kalls for stétcentrum (nollmoment-
centrum).

Bestam q uttryckt i r och k, sa att O, =0.

2
Svar: q =k—°
r

cm

M7.5

[mm]

En smal, homogen stav med massan 10 kg kan rotera med forsumbar
friktion kring en vertikal axel O. En horisontell kraft F=150 N
anbringas pa staven 200 mm fran hogra andan da denna ar i vila.
Berékna beloppet av lagerreaktionskraften i O omedelbart efter det
att F borjat verka.
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Svar: 75 N

M7.6

En bil har hastigheten v, =8,5 m/s
a) Vilken ar hjulets vinkelhastighet?

b) Vilken hastighet (belopp och riktning) har punkten A pa hjulets
periferi?

c) Vilken hastighet (belopp och riktning) har punkten B pa hjulets
periferi?

Svar: a) 26 rad/s; b) 17 m/s; ¢) 12,0 m/s

M7.7

Staven AP:s rorelse begrénsas av glidhylsorna A:s och B:s rorelser. |

ett visst dgonblick har A farten 1,4 m/s i ett l&ge som ges av att

vinkeln = 45°.

a) Bestdm momentancentrums ladge for stavens rotation i detta
dgonblick.

b) Berdkna vinkelhastigheten for staven samt hastigheten (belopp
och riktning) for punkten P.

Svar: b) 4,0 rad/s respektive 3,1 m/s



Kapitel M8
Virtuellt arbete, virtuella
arbetets princip

Det finns flera olika sk energimetoder for att 16sa problem i statik.
De bygger pa att omformulera jamviktsvillkoren till en form som
ibland &r mer praktiskt anvandbar. Har visas hur sadana metoder kan
anvandas som en alternativ metod att l6sa jamviktsproblem.
Speciellt anvandbart blir dessa metoder ndr man har ett system av
manga stela kroppar forenade med tex leder. Vanlig
jamviktsmetodik  kraver dad  manga  frildggningar  och
jamviktsekvationer. Anvéndande av virtuella arbetets princip ger i
dessa fall kortare och enklare lésning. Ett ytterligare
anvandningsomrade ar att berdkna mojliga jamviktslagen hos en
kropp samt bestdmma stabiliteten hos dessa jamviktslagen.
Fundamentala begrepp kommer vara: arbete; virtuell forflyttning;
virtuellt arbete och virtuella arbetets princip.

M8.1 Arbete, virtuell forflyttning och
virtuellt arbete

Vi ska berdkna arbetet som utrattas av krafter och moment vid olika
tankta sma forflyttningar av systemet vi studerar. I figur 8.1 verkar

en kraft F pa ett objekt i angreppspunkten P. Om nu denna kraft
verkar under en infinitesimal liten translaterande forskjutning ds sa
ar arbetet som utréttats:

dW = Fds (8.1)

En virtuell forflyttning av systemet &r en tankt liten forflyttning &5 .
Pa samma satt som ovan, blir det virtuella arbetet SW utrattat av

kraften F blir vid en sddan forflyttning:
MW =F& (8.2)

Den virtuella forflyttningen kan dven vara en rotation, som visas i
exempel 1.

69
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b)

T

Figur 8.1 a) En kraft f verkar pa objektet i angreppspunkten P; b) En liten
forskjutning; c) Arbeett som utréttas ar

dW = Fds = ‘If‘|d§c056?| = Fscosé

Vid en virtuell forflyttning av ett idealt system kan urskiljas olika
typer av krafter:
1. Arbetande/aktiva krafter dvs yttre krafter som utréttar arbete
under forflyttningen.
2. Reaktionskrafter utrattar inget arbete om den virtuella
forflyttningen sker enligt tvangen (se figur 8.2).
3. Inre krafter bidrar inte till arbetet utan nettoarbetet fran dem
blir noll.

m| ! | m T
| | |
I W i R ERRTTRAAWRT TG

/

Figur 8.2 Forflyttningar enligt tvang (till vanster) och helt fritt (till
hdger). Laget fore forflyttningen &r streckat.
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M8.2 Virtuella arbetets princip

Figur 8.3 visar en partikel i jamvikt som paverkas av ett antal (har
fyra) krafter. Om vi gor en virtuell forflyttning o5 av partikeln (trots
att den eg har samma lage hela tiden da den &r i jamvikt) sa blir det
virtuella arbetet som utrattas:

MW=F -&+F, -&+F,-&+F, - &=(F,+F,+F,+F,)- & =

4
=3F.&%
: 3

/

m

<M

Figur 8.3 Virtuell forflyttning av partikel som det verkar krafter pa.

Vid jamvikt sa galler enligt jamviktsvillkoret att kraftsumman ovan

4 —
ar noll dvs Z F =0. Det ar alltsa ekvivalent med att det virtuella
i=1
arbetet &r noll. Resonemanget kan sjalvfallet utvidgas till godtyckligt
antal krafter som verkar pa partikeln. Det galler alltsa:

Y F=0cW=0 (8.3)

Detta &r virtuella arbetets princip. Lagg mérke till att det faktiskt ar
en vektorekvation som ar ekvivalent med en skalér ekvation.
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Exempel

Lina

O
c'|
o
3
99)
TR

7

A
Y
v

En vikt med massan m héanger i bommen enligt figur. Leden i O &r
friktionsfri. Massan hos bommen kan forsummas. Berakna kraften i
linan samt horisontella och vertikala reaktionskraften pa bommen i
O.

Losning:

Vi ska anvanda virtuella arbetets princip och valjer virtuell
forflyttning pa lampligt satt dvs om vi tex bara ar intresserade av
kraften i linan sa véljer vi en virtuell rotation, enligt tvangen, i liten
vinkel 660 kring O (krafterna i O utrattar da inget virtuellt arbete och
kommer inte med i analysen).

Frilaggning:
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Vi réknar nu komponentvis i forflyttningarnas riktningar istallet fér
att rakna med vektorer. Vid den lilla rotationen 60 blir forflyttningen
for punkterna A och B:

A:s forflyttning ora i y-led blir 6ra = 2160 1)
B:s forflyttning org i y-led blir org = Lo6 (@)
Punkten O:s forflyttning ar noll.

Det virtuella arbetet fran de arbetande krafterna fas som:
oW = -mg- 2L56 + Ssind5°- L0 (3)

Virtuella arbetets princip ger nu
oW =0
-mg- 2L66 + Ssin45°- L60 = 0

S = _ng :2\/§mg 4
sin45°

For att bestdmma vertikala komponenten av kraften i O gors en
virtuell forflyttning i y-led:

oW =0 ger:

-mg- oy + Ssind5°- oy + Oy oy =0

Oy = mg - Ssin45° (5)
(5) blir med (4)

O, =mg - _ngo sin45° =mg —2mg = —mg (6)
sin
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For att bestamma horisontella komponenten av kraften i O gors en
virtuell forflyttning i x-led:

___________ Q
) y
_—
X
oW =0 ger:
Oy 0x - Scos45°- ox =0
0, =—2M9_ ;o545 = 2mg (7)
SIn

Vi ska snart l6sa liknande jamviktsproblem med traditionell metod
att stalla upp jamviktsekvationerna. Sedan ska vi komma tillbaka
och losa fler jamviktsproblem med virtuella arbetets princip.

M8.3 Virtuellt arbete utrattat av ett
kraftpar (moment)

Enligt kapitel M1.1 ger ett kraftpar upphov till ett rent moment. Om
ett kraftpar verkar pa en kropp under en virtuell translation sa
kommer nettoarbetet bli noll eftersom den ena kraften utrattar lika
stort positivt arbete som den andra utréttar negativt. Om vi daremot
har en liten virtuell rotation soav kroppen kommer kraftparet
(momentet) att utratta arbete.



VIRTUELLT ARBETE, VIRTUELLA ARBETETS PRINCIP 75

Figur 8.5 Rotation av kropp som det verkar ett kraftpar pa.

Det virtuella arbetet fas vid en rotation som:

W = F%69+ F%é@ = Fd&6 (8.4)

For ett moment 7 = Fd galler alltsa for en virtuell rotation att
W =160 (8.5)

M8.4 Virtuellt arbete for system av

sammansatta stela kroppar
Virtuella arbetets princip for ett system av stela kroppar &r:

Ett sammansatt system av stela kroppar ar i jamvikt om och endast
om summan av arbetande krafternas och momentens virtuella arbete
ar noll under varje tankt virtuell forflyttning.

M8.5 Ldsningsmetodik

Vid l6ésning av problem med anvéndande av virtuella arbetets

princip sa fungerar ofta foljande losningsmetodik bra.

a) Frildagg och rita figur Over systemets lage fore virtuell
forflyttning.

b) Bestam typ av virtuell forflyttning. Forflyttning i enlighet med
tvangen gor att man slipper tvangskrafter i analysen (om dessa

inte dr intressanta). Endast yttre arbetande krafter kommer med i
berdakningen.

c) L&gg in koordinatsystem och bestdm vilken koordinat som
andrar sig under forflyttningen.

d) Berékna det virtuella arbetet
e) Los tex den sokta kraften genom att anvéanda W =0



76

MEKANIK

Uppgifter
M8.1

150 N

Stangen enligt figuren har massan m = 20 kg. En kraft med storlek
150 N anbringas horisontellt i A. Leden i O &r friktionsfri. Bestam
vinkeln 6 (<180°) vid jamvikt.

Svar: 57°

<
o
N

NN RNARANRANANAS

0~ P
WOIIIIIIIIFIIIIIIIS IS
Den tunna stangen, med massa m och langd I,vilar mot marken och

mot vaggen. Bada dessa kontakter ar glatta (friktionsfria). Bestam
storleken pa kraften P for jamvikt.

M8.3
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Beréknamomentet 7 som behdvsfor att sygemet kavarai jamvikt.
Lankarna &r friktiondritt lagrade och har massan moch langden /.

Svar: mglsing

M8.4

Bestdm den horisontella kraften i C vid jamvikt. Alla leder &r
friktionsfria.

Svar: 114 N
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