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SANSTAT - formelsammling

#matematik #statistik #formelsamling
@ Def 2.1 Den klassiska sannolikhetsdefinitionen
=49
PA) =4
Dar:

e gar gynsamma utfall
e m ar mojliga utfall

() Def 2.2 Multiplikationsprincipen
ny X ny %k -+ X n_q X ny

Om man genomfor k antal operationer, och varje operation har n antal méjliga utfall s& kan man
multiplicera dessa mojliga utfall for att fa totala mangden majliga utfall

(a) b [c)

ONORONONONONONONONONONO
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[\ Sats 2.1

n \\ k \end{pmatrix}= \frac{n!Kk!(n-k)!}$$ Antalet mojliga satt att valja ut $k$ antalet element
bland $n$ element utan aterlaggning mellan dragningarna och utan hansyn till ineb6rdens
ordning bland de utvalda element

() Def2.3

En funktion P som till varje hdandelse A i ett utfallsrum Q ordnar ett reelt tal P (A) sags vara ett
sannolikhetsmatt om P har en av féljande egenskaper

e 0<P(A)<1forallaA
e P(Q)=1
e P(AU B)=P(A)+ P(B)omAoch B ar disjunkta, dvs. inte kan intraffa samtidigt

[\ Sats 2.3

Foljande galler: P(A%) = 1 - P(A)

[\ Sats 2.4

Foljande galler: P(AU B) = P(A)+P(B)-P(A n B)
Betingad

(® Def2.4

med den betingade sannolikheten P (A | B) fér handelsen A, givet att B, menas:

A
P(A|B) = P_I(D(E;S)

[\ Sats 2.7 Lagen om total sannolikhet

Antag att haldelserna By, By, ..., B, ar disjunkta och tillsamman utgér hela utfallsrummet. Da

galler for varje handelse A att

P(A) =P (B1)P(A|By) + P(By)P(A|B,) + - + P(B,)P(A| By)
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Oberoende

() Def 2.5 (sid: 70)

OmP(A n B)=P(A) % P(B), sager viatt A och B ar oberoende handelser

[\ Sats 2.8 (sid: 74)

Betrakta ett forsok bestdende av n oberoende upprepningar av delférsok. Lat en handelse som
intraffar vid delférsoket med sannolikhet p. D& &r sannolikheten att A intraffar exakt k ganger
i forsoket

n \\ k \end{pmatrix}p~k(1-p)*n-k}$$

Diskreta fordelningar

(@ Def 2.5 (sid: 70)

Utfallet i ett slumpmassigt forsok i form av ett Reelt tal, betrakta innan forsoket ar utfort forsoket
kallas observat varde pa den stokastiska va
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Beskrivande statistik

#matematik #statistik #metod

Kurs: SO008M

Beskrivande statistik sammanfattar ett datamaterial med nagra fa tal och diagram: var vardena ligger,
hur utspridda de ar och vilken form foérdelningen har. Det ar det forsta steget i varje analys och amnet
for laboration 1. Har modelleras ingenting annu; allt raknas direkt pa de observerade vardena.

1. Lagesmatt och spridningsmatt

Lagesmatt sager var vardena ligger, spridningsmatt hur utspridda de ér.

Ligesmdtt Spridningsmatt

1 .
medelvirdeX = — )  x;  standardavvikelse s
n
median variationsbredd, max — min

kvartilavstand

Standardavvikelsen raknas med namnaren n — 1, samma s som i Punktskattning:

n

_ 1 ( _—)2
s= n_lglxl X

Medianen paverkas inte av enstaka extrema varden, medelvardet gor det. Ligger de néra varandra ar
materialet ungefar symmetriskt.

2. Median och kvartiler enligt Tukey

Sortera vardena. Djupet ar hur langt in fran kanten ett varde ligger i den sorterade listan.
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+1 di di i1
! 5 kvartilernas djup = Lme 1anen25 jup

medianens djup =

Nedre kvartilen Q1 réknas fran botten, 6vre kvartilen Q3 fran toppen. Slutar ett djup pa, 5 tas
medelvardet av de tva vardena runt det.

kvartilavstand = Q3 — Q1
2 Andra program riknar annorlunda

Minitab och raknaren interpolerar kvartilerna pa andra satt och kan ge nadgot andra varden an
Tukeys djup. I laboration 1 gav Minitab Q; = 6,825 mot Tukeys 6,85. Skillnaden &r liten och
andrar sallan slutsatsen.

Motsvarande begrepp for en stokastisk variabel finns i Median och kvantiler.

3. Stangsel, uteliggare och ladagram
Stangslen ligger 1,5 kvartilavstand utanfor ladan:

nedre stangsel = Q; — 1,5(Q3 — Qy), ovre stangsel = Q3 + 1,5(Q3 — Q1)
Varden utanfor stangslen ar uteliggare.

I ett lAdagram gar l&dan fran Q1 till Q3 med ett streck vid medianen. Morrharen gar ut till det mest
extrema vardet som fortfarande ligger innanfér stangslen, och uteliggarna ritas som egna punkter.
Sjalva stangslen ritas inte ut.

nedre stangsel 6,25 ovre stangsel 7,85

median 7,0
— | 0
Q1=6,85 Q3=7,25
°
data ) ) e @ 0o 0 0 o ° °

62 64 66 68 70 72 74 76 78 80 82 84 86
pekfingrets langd (cm)

Figuren hor till exemplet nedan. Stangslen ar utritade streckade for att visa var de ligger; i ett vanligt
ladagram syns de inte.
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‘= Exempel — Tukeys matt f6r elva varden

Elva pekfingerlangder (cm), sorterade:

64 66 68 69 70 70 71 72 73 75 84

Bestam median, kvartiler, kvartilavstand, stangsel och uteliggare, och ange var morrharen slutar.
Berdkna ocksa x och s.

¢ Lésning

Median. Djupet ar (11 + 1)/2 = 6; det sjatte vardet ar| 7,0 |.

Kvartiler. Djupet ar (6 + 1)/2 = 3,5, alltsd medel av tredje och fjarde vardet fran
respektive ande:

_ 68+6,9 _
2

_73+72

6:85 5 Q3 7

1 7,25 > Q3 - Ql = 0s4

Stangsel. 1,5 0,4 = 0,6:

6,85-0,6=[6,25,  7,25+0,6=[7,85

8,4 ligger ovanfor 6vre stangslet och ar en uteliggare. Morrharen gar till 6,4 och 7,5.

Medelvarde och standardavvikelse.

78,2
1

X = 711, s~[053

Medelvardet ligger 6ver medianen, dragen uppat av uteliggaren.

Pa raknaren. One-Variable Statistics ger x, sx och MedianX. Kvartilerna QiX och QsX
raknas med en annan metod och blir 6,8 och 7,3 héar; anvand Tukeys djup nar uppgiften
kraver det.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.
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4. Stam-bladdiagram och histogram

Ett stam-bladdiagram sorterar data fér hand och visar formen utan att tappa nagra varden. Fér 7,3 ar
7 stammen och 3 bladet. Blir det for fa stammar delas varje stam pa flera rader.

Ett histogram delar in vardena i klasser och ritar en stapel per klass. For fa klasser doljer formen, for
manga ger ett taggigt diagram. En tumregel &r ungefar 1/n klasser, och klassbredden bér vara en

multipel av matnoggrannheten sa att inga klasser blir tomma av avrundningsskal.

Snedhet. En lang svans at hoger betyder att fordelningen ar hogerskev (positivt sned), en lang svans at
vanster att den ar vénsterskev.

5. Tva stickprov eller par

Samma skillnad som i inferensdelen galler redan har. Jamfors tva olika grupper, till exempel méan och
kvinnor, ar det tva stickprov och vi ritar ett ladagram per grupp. Mats samma person tva ganger, till
exempel dominant och icke-dominant hand, ar det stickprov i par: rakna ut differensen per person och
beskriv differenserna.

/\ Vanliga fel

e Blanda lages- och spridningsmatt. Kvartilerna sjalva ar lagesmatt; det ar avstdndet mellan
dem som mater spridning.

e Morrhar till stingslen. Morrharen slutar vid det mest extrema observerade vardet innanfor
stangslen, inte vid stangslet.

o ox istallet for sx. Stickprovets standardavvikelse har namnarenn — 1.

o Jamfora par som tva grupper. Tva matningar per person ar inte oberoende; titta

pa differenserna.

Se aven

e Median och kvantiler

e Varians och standardavvikelse
e Punktskattning

e Tva stickprov

e Stickprov i par

e SO008M Lab 1 ifylld
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Resurser

e Khan Academy: Summarizing quantitative datamz

e Wikipedia: Box plotz
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Utfallsrum och handelser

#matematik #sannolikhetslara #grundbegrepp

Kurs: SO008M Forkunskaper: Mangdlara

Utfallsrummet ar mangden av alla mojliga utfall i ett slumpforsok. En handelse ar en delmangd av
utfallsrummet, alltsa en samling utfall som vi vill tilldela en sannolikhet.

1. Slumpforsok och utfallsxrum

Ett slumpmassigt forsok ar ett forsok vars resultat vi inte kan forutsaga med sakerhet. Mangden av
alla tankbara utfall kallas utfallsrummet och betecknas Q.

K6per vi tre maskiner och noterar for var och en om den fungerar (F) eller inte (O) efter sex manader ar
Q = {FFF, FFO, FOF, FOO, OFF, OFO, OOF, OO0}

Utfallsrummet delas in efter hur manga utfall det har:

Typ Utfall Exempel

andligt eller tre maskiner ovan; antal pulser per 5 s,
Diskret

uppréakneligt manga Q={0,1,2,...}
Kontinuerligt  ett eller flera intervall kraften i ett balkstod, Q = {x | 0 < x < 100}

Typen avgor hur vi raknar sannolikheter langre fram: summor i det diskreta fallet, integraler i
det kontinuerliga.

2. Handelser

En handelse &ar en delmangd av €2 och betecknas med stor bokstav, A, B, C. Att ”A intraffar” betyder
att utfallet hamnar i A. Att exakt en av de tre maskinerna fungerar ar till exempel
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A ={FOO, OFO, OOF }

3. Mangdoperationer pa hindelser

Handelser kombineras med mangdoperationer:

Beteckning Namn Intraffar nar

A° komplementhandelse A inte intraffar

AUB union A eller B eller bada intraffar
AnB snitt bade A och B intraffar

AnB=0 disjunkta handelser A och B kan inte intraffa samtidigt

Ac: Aintraffar inte A U B: Aeller B eller bada A n B: bade A och B disjunkta:ANB=90
Q Q Q Q

¢) Rita figur

Nastan varje uppgift med tva eller tre handelser blir enklare med ett mangddiagram. Handelsen
“exakt en av A och B” &r svar att skriva direkt, men i figuren syns den som (A n B€) U (B n A°)
— de tva manskéarorna utanfor snittet.

Hur vi satter sannolikheter pa handelserna och raknar med dem beskrivs i Sannolikhetsmatt.
‘= Exempel — Tva tarningar
Vi kastar en rod och en bla tarning. Lat A = “summan ar 7” och B = “minst en sexa”.
a) Beskriv utfallsrummet. Hur manga utfall har det?

b) Skriv upp A, A N B och B€. Hur m&nga utfall har A U B?

pellesmoln.org/kurser/SO008M - 2026-10-19 14 /345


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/M%C3%A4ngdl%C3%A4ra
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Sannolikhetsm%C3%A5tt

S0008M - Utfallsrum och handelser

J Lésning
a) Ett utfall ar ett par (r, b) med roda tarningens resultat forst:
Q={(r,b):r,b=1,...,6}, |Q| =6-6=36

Att halla isar tarningarna gor alla 36 utfall lika sannolika. Raknar vi i stallet summan som
utfall, {2, ..., 12}, ar utfallen inte lika sannolika.

b)
A=1{(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}, AnB={(1,6),(6,1)}

B€ = “ingen sexa” = alla par med r, b < 5, alltsa 25 utfall. Darmed har B 36 — 25 = 11

utfall, och
|AUB| = |A| +|B| - |AnB| =6+11-2=[15]

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

/\ Vanliga fel

e “Eller” betyder “minst en av”. A U B intraffar ocksa nar bada intraffar. “Exakt en av” &r en
annan handelse, se tipset ovan.
¢ Valja ett utfallsrum dar utfallen inte ar lika sannolika och sedan rakna g/m. Summan av

tva tarningar har elva varden, men de ar inte lika sannolika. Hall isar tarningarna.

Se aven

e Mangdlara

e Sannolikhetsmatt

e Klassiska sannolikhetsdefinitionen
e Betingad sannolikhet

e Stokastisk variabel
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Resurser

e Khan Academy: Probabilityz

e Wikipedia: Sample spacerz
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Sannolikhetsmatt

#matematik #sannolikhetslara #definition

Kurs: SO008M Forkunskaper: Utfallsrum och handelser

Ett sannolikhetsmatt tilldelar varje handelse ett tal mellan 0 och 1 sa att hela utfallsrummet far 1 och
disjunkta handelser adderas. Ur de tre kraven foljer alla rakneregler, bland dem komplementregeln

och additionssatsen.

1. Definitionen

Den klassiska definitionen P (A) = g/m galler bara nar utfallen ar andligt manga och lika sannolika. I
stallet for att definiera vad P (A) ar i allmanhet kraver vi att sannolikheter har vissa egenskaper.

Definition 2.3. En funktion P som till varje handelse A i ett utfallsrum Q ordnar ett reellt tal P (A)
kallas ett sannolikhetsmatt om

a) 0<PA)<1 forallaA
b) P(Q)=1
¢) P(AUuB)=P(A)+P(B) omA och B ar disjunkta

P (A) kallas da sannolikheten for A.

2. Masstolkningen
¢) Sannolikhet som massa

Tank pé sannolikhet som massa utspridd 6ver €2, med total massa 1. D& ar P (A) massan pa A,
och de tre egenskaperna blir sjalvklara: massan ar aldrig negativ och aldrig mer an helheten, hela
Q vager 1, och tva omraden som inte 6verlappar vager tillsammans summan av sina massor.
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Masstolkningen ar ocksa det enklaste sattet att troliggora raknereglerna nedan: rita mangddiagrammet
och fraga var massan hamnar.

3. Komplementregeln

Sats 2.3.

P(A%) =1-P(A)

A och A€ ar disjunkta och fyller tillsammans hela €2, s& deras massor summerar till 1.

&) "Minst en" via komplementet

“Minst en av handelserna intraffar” ar A U B, och “ingen intraffar” ar dess komplement. Darfor

P(ingen) = P((A U B)') =1 - P(A U B)

Nar “minst en” ar kranglig att rakna direkt ar “ingen” ofta enkel, och tvartom.

4. Additionssatsen

Sats 2.4.

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(A n B)

Adderar vi massan pa A och massan pa B har snittet A N B raknats tva ganger. Vi drar bort det en
géng. Ar A och B disjunkta &r P (A n B) = 0 och vi &r tillbaka i egenskap c).

/ Tre hindelser

Samma rakning med tre handelser: snitten parvis har raknats tva ganger och dras bort, men da
har trippelsnittet forst lagts till tre ganger och dragits bort tre ganger, sa det maste laggas tillbaka:

P(AUBUC)=P(A)+P[B)+P(C)-P(AnB)-P(AnC)-P(BnC)+PAnBn(
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/\ Vanliga fel

e Addera utan att dra bort snittet. P(A U B) = P(A) + P (B) galler bara for disjunkta
handelser. Ett svar storre an 1 ar ett sakert tecken.

 Blanda ihop disjunkt och oberoende. Disjunkt betyder P (A n B) = 0. Oberoende betyder
P(A n B) = P(A)P(B), se Oberoende handelser.
e Rakna “minst en” direkt nar komplementet “ingen” ar en enda term.

5. Losta lektionsuppgifter
:= Lektion 1, 6vning 7 — Satserna 2.3 och 2.4 med masstolkning

Troliggor komplementregeln (Sats 2.3) och additionssatsen (Sats 2.4) med hjalp av
masstolkningen eller en egen tolkning. Rita figur.

2 Lésning

Tank pa sannolikheten som massa utspridd 6ver Q, med total massa 1 (avsnitt 2).

Ac: Aintraffar inte A U B: Aeller B eller bada A n B: bdde A och B disjunkta:ANB=90
Q Q Q Q

Sats 2.3. A och A€ dverlappar inte och tacker tillsammans hela Q. Deras massor summerar
darfor till hela massan: P(A) + P(A°) = 1, alltsa P(A°) = 1 - P (A).

Sats 2.4. Dela A U Biitre bitar som inte 6verlappar: A N B, A n B och B n A°. Massan pa
A ar de tva forsta bitarna och massan pa B de tva sista. Adderar vi P (A) och P (B) har
mittbiten A N B kommit med tva ganger, sa vi drar bort den en gang:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(An B)
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Exempel. Med P (A) = 0,1, P(B) = 0,2 och P(A n B) = 0,05 (6vning 8 nedan) blir
P(A U B) = 0,25 — lagg ihop de tre omradena i figuren till dvning 8 och se att det stammer.

Resonemangsuppgift — det finns inget facit att jimfora med.

‘= Lektion 1, 6vning 8 (Vannman 2.15) — Tva fel pa byggelement

Vid tillverkning av en viss typ av byggelement kan tva slags fel, A och B, uppkomma. Vi vet
att P(A) = 0,1, P(B) = 0,2 och P(A n B) = 0,05. Berakna sannolikheten att en tillverkad
enhet har

a) atminstone nagot av felen,
b) felet A men inte felet B,
c) felet B men inte felet A,

d) exakt ett av felen A och B.

Z Lésning

Figuren fordelar sannolikhetsmassan pa de fyra omradena; b)—d) kan lasas av direkt.

0,75 (ingen)
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a) “Atminstone ndgot” ar A U B. Additionssatsen:

P(AUB)=0,1+0,2-0,05=[0,25

b) A delas i tva disjunkta bitar, A N BochA n B¢, saP(A) = P(An B)+P(An B°):

P(An B =P(A)-P(AnB)=0,1-0,05=[0,05

c¢) Pa samma satt:

P(BnA%=0,2-0,05=(0,15

d) “Exakt ett” ar de tva disjunkta manskéarorna fran b) och c):

P((An B U (B nA%))=0,05+0,15 =[0,20

Rimlighetskoll. “Exakt ett” plus “bada” ska vara “minst ett”: 0,20 + 0,05 = 0,25, som i a).

Svariboken (2:a uppl., 2.15): a) 0,25, b) 0,05, c) 0,15, d) 0,20.

:= Lektion 1, dvning 9 (Vannman 2.16) — Tre tidningar

I en tatort med 30 000 invanare finns tre tidningar, A, B och C. En undersokning visade att

Laser Antal Laser Antal
A 12 000 Aoch B 7 000
B 8000 AochC 4500
C 6 000 Boch C 1000

A,BochC 500

Hur stor ar sannolikheten att en slumpmassigt vald invanare laser

a) minst en av tidningarna,
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b) ingen av tidningarna,

c) en och endast en av tidningarna?

2 Lésning
Med invanaren vald pa mafa ar sannolikheten for varje grupp dess andel av 30 000:

12 8 6
P@=5. PB)=g3. PO)=5

30° 0’ P

7 4,5
P(AﬂB):%, P(AOC):%,

a) Additionssatsen for tre handelser:

12+8+6-7-45-1+05 14 [7]_
P(AUBUC)= = =25 7| 15 |* 047

b) Komplementet till a):

7
P(AUBUC)Y)=1-— =|—|~0,53
(( )) ==

c) Fylli mangddiagrammet inifran och ut: trippelsnittet forst, sedan de parvisa snitten minus
trippelsnittet, sist de tre ytteromradena.
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4000

De som laser exakt en tidning ar de tre ytteromradena: 1000 + 500 + 1000 = 2500.

2500 [1]_
P(exakt en) = m = E o 0,083

Rimlighetskoll. Summan av alla sju omraden i figuren ar 14 000, samma tal som gav 7/15

ia).

Svar i boken (2:a uppl., 2.16): a) 0,47, b) 0,53, c) 0,08. Stdmmer ocksd med det
handskrivna l6sningsférslaget.

:= Lektion 2, dvning 2 (Vannman 2.10 och 2.11) — Disjunkta handelser

2.10 Berékna P (B) om A och B ar disjunkta handelser sddana att P (A) = 0,250ch P(A U
B) =0,75.

2.11 Tva handelser A och B har sannolikheterna 0,6 respektive 0,7. Kan handelserna

vara disjunkta?
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J Lésning

2.10 Disjunkta handelser har P (A n B) = 0, sa egenskap c) i definitionen ger P(A U B) =

P(A) + P (B):

P(B)=P(AUB)-P(A)=0,75-0,25 =

2.11 Om de vore disjunkta skulle P(A U B) = 0,6 + 0,7 = 1,3 > 1, vilket strider mot
P (A U B) < 1. Nej, de kan inte vara disjunkta. Additionssatsen ger dessutom att snittet
maste vaga minst P(An B)=P(A)+P(B)-P(AuB)>1,3-1=0,3.

I masstolkningen: tva bitar med massorna 0,6 och 0,7 far inte plats i en total massa 1 utan

att 6verlappa.

Svar i boken (2:a uppl., 2.10 och 2.11): 0,5 och Nej.

‘= Lektion 2, 6vning 3 — Fel pa vaxellador

0,5

Vid tillverkning av vaxellador kan tva typer av fel uppkomma, fel A och fel B. Sannolikheten for fel

A ar 0,03 och for fel B ar den 0,05. Bada felen kan uppkomma samtidigt, med sannolikheten
0,015. vad ar sannolikheten att en slumpmassigt utvald vaxellada har

a) minst ett av felen,

b) inte nagot fel,

c) exakt ett fel?

/ Losning

Givet: P(A) = 0,03, P(B) = 0,05, P(A n B) = 0,015.

a) Additionssatsen:

P(A v B)=0,03+0,05-0,015 ={0,065
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b) Komplementet till a):

P((AU B)) =1-0,065 =[0,935

c) “Exakt ett” ar “minst ett” minus “bada”:

P (exakt ett) = P(A U B) — P(A n B) = 0,065 — 0,015 =

Ett annat satt, via manskarorna: P(A n B¢) + P(B n A®) = (0,03 - 0,015) + (0,05 -

0,015) = 0,015 + 0,035 = 0,05.

Facit: a) 0,065, b) 0,935, c) 0,05.

Se aven

e Utfallsrum och handelser

e Klassiska sannolikhetsdefinitionen
e Betingad sannolikhet

e Oberoende handelser

e Mangdlara

Resurser

e Khan Academy: Probabilitytz

e Wikipedia: Probability axioms
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Klassiska sannolikhetsdefinitionen

#matematik #sannolikhetslara #definition

Kurs: SO008M Forkunskaper: Utfallsrum och handelser

Om alla utfall i ett andligt utfallsrum ar lika sannolika ges en handelses sannolikhet av antalet
gynnsamma utfall dividerat med antalet mojliga. Definitionen férutsatter alltsa symmetri och duger

inte nar utfallen har olika sannolikhet.

1. Definitionen

Antag att utfallsrummet Q bestar av m mojliga utfall och att alla ar lika sannolika. Om g av dem ar

gynnsamma, det vill sdga medfor handelsen A, sa ar

P(A) =

3 |@

¢) Tva villkor

1. Andligt manga utfall m.
2. Alla utfall lika sannolika.

Antalet pulser fr&n ett radioaktivt preparat under 5 sekunder har utfallsrummet {0, 1,2, ... },
alltsa oandligt manga utfall. Dar fungerar definitionen inte, och vi far i stéllet skatta sannolikheten

ur relativa frekvenser.

2. Att rdakna g och m
Hela svarigheten i en uppgift ligger i att rakna g och m. Tva verktyg racker langt:

e Multiplikationsprincipen raknar ordnade val — “forst en, sedan en till”.
e Binomialkoefficienten (Z) raknar val utan hansyn till ordning.
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/\ Valj ett satt och hall fast vid det

Samma problem kan l6sas bade med och utan hansyn till ordning, men g och m maste réknas pa
samma satt. Att ta m som ordnade val och g som oordnade ger fel svar.

3. Dragning ur en urna

Den vanligaste tillampningen: en lada med N féremal, varav a ar av en viss sort (“defekta”) och N — a
av en annan. Vi drar n utan aterlaggning och fragar efter sannolikheten att fa exakt k av den forsta
sorten. Utan hansyn till ordning ar

N N -
m=C) 9= )

dar g foljer av multiplikationsprincipen: forst valjer vi vilka k av de a defekta, sedan vilkan — k av de
N - a felfria. Samma resonemang blir senare den hypergeometriska fordelningen.

4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 1, 6vning 1 — Tolv lappar i en lada

I en lada finns tolv lappar, numrerade fran 1 till 12. Vi drar en lapp slumpmassigt. Definiera
utfallsrummet och bestam, med den klassiska sannolikhetsdefinitionen, sannolikheten att vi drar
en lapp med nummer fyra eller lagre. Vilken handelse har sannolikheten beraknats for, och vilka
forutsattningar kravs for att definitionen ska fa anvandas?

¢ Lésning

Utfallsrum. Q = {1, 2, ..., 12}, dar till exempel talet 7 star for att vi drar lappen med
siffran 7. Alltsa m = 12.

Handelse. A = “lapp med nummer fyra eller lagre”, formellt A = {1, 2, 3,4},sadg = 4.
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Férutsittningar. Andligt manga utfall som alla kan antas lika sannolika — vilket de &r om
lapparna ar likadana och dragningen gors pa mafa.

Facit: 1/3.

‘= Lektion 1, 6vning 3 (Vannman 2.1) — Defekta muttrar

Bland 10 muttrar finns 4 defekta. Vi tar 4 muttrar pa mafa utan aterlaggning. Vad ar
sannolikheten att vi far

a) alla 4 defekta,
b) forst 2 defekta och sedan 2 korrekta,
c) exakt 2 defekta?

Vad blir g och mivarje fall?

¢ Lésning

a) Ordningen spelar ingen roll. m = (T) = 210 och bara ett urval bestar av alla fyra defekta:
_ (4
g-= (4) =1L

P =—~(0,0048

b) Har fragar vi efter en ordning, sa vi raknar ordnadeval. m = 10 - 9 - 8 - 7 = 5040.

Gynnsamt: tva defekta forst (4 * 3 satt) och sedan tva korrekta (6 * 5 satt), alltsag =4+ 3 -
65 = 360.

P=""""_=_x[0071

¢) Ordningen spelar ingen roll igen. Valj 2 av de 4 defekta och 2 av de 6 korrekta: g =
@)(©) =615 =90, och m = 210.

p=2 _ 3. 10429
7
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Rimlighetskoll. b) ar en av (g) = 6 lika sannolika ordningar for tva defekta och tva korrekta,

sab- 1i4 = % ska vara svaret i c). Det stammer.
Pa raknaren. nCx(4,2)*nCx(6,2)/nCx(10,4) ger % exakt; ctrl + enter ger narmevardet.

Svar i boken (2:a uppl., 2.1): a) 0,0048, b) 0,071, c) 0,429.

:= Lektion 1, 6vning 6 (Vannman 2.2) — Glédlampor

I en lada ligger 15 glodlampor, varav 5 ar defekta. Vi tar 5 lampor pa mafa utan aterlaggning.
Berdkna sannolikheten att vi far

a) ingen defekt lampa, b) exakt 1 defekt, c) exakt 2 defekta,
d) hogst 2 defekta, e) minst 3 defekta, f) minst 2 defekta.

Vad blir g och m?

2 Lésning

Ordningen spelar ingen roll, sam = (155) = 3003 i alla deluppgifter. Att fa exakt k defekta ger
g= (i)(sl_ok), enligt avsnitt 3. Figuren visar alla sex sannolikheterna; d) och e) delar upp dem
i tva komplementéara handelser.

15 lampor, 5 defekta, 5 dras utan aterlaggning
W hogst 2 defekta: 834/1001 = 0,833 minst 3 defekta: 167/1001 = 0,167

0,4
0,3

0,2

sannolikhet

0,1

, Il

0 1 2 3 4 5
antal defekta lampor bland de 5 valda
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5y,10
a) P = (0)1(55) Syl O 8 0,084
() 3003 | 143
O 5210 [ 50
b) P = = = ~
) ) 3003 | 143]" 30
5
QG 10-120 [ 400
U (%) ~ 3003 | 1001 ~ 0,400

d) “Hogst 2” &r 0, 1 eller 2 defekta. De tre handelserna ar disjunkta, sa vi kan summera
a)—c):

12 50 400 834

P = + + =
143 143 1001 1001

~ 0,833

e) “Minst 3” ar 3, 4 eller 5 defekta:

_ OO+ () _450+50+1 _[ 167

P 15 3003 1001
()

~ 0,167

f) “Minst 2” ar komplementet till “hogst 17, alltsa

P=1- 12+50 |81 ~ 0,566
B SVE RV N Evey
Rimlighetskoll. “Hogst 2” och “minst 3” ar komplement: % + % =

Pa raknaren. d) i ett steg med summamallen: £(nCx(5,k)*nCx(10,5-k),k,0,2)/nCx(15,5) .

Svar i boken (2:a uppl., 2.2): a) 0,084, b) 0,350, c) 0,400, d) 0,833, e) 0,167, f) 0,566.
Stdmmer ocks@ med det handskrivna l6sningsférslaget.

‘= Lektion 2, 6vning 1 — Roda och svarta kulor

I en urna ligger 25 kulor, 10 réda och 15 svarta. Utan aterlaggning och pa mafa valjs 5 kulor. Vad
ar sannolikheten att fa
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a) exakt 2 roda kulor,
b) hogst 2 roda kulor,

c) mer an 2 roda kulor i urvalet?

/ Losning

Ordningen spelar ingen roll, sa m = (255) = 53 130. Exakt k roda gerg = (1k0)(51_5k .

25 kulor, 10 roda, 5 dras utan aterlaggning
W hogst 2 roda = 0,699 mer an 2 réda = 0,301

0,4
0,3

0,2

sannolikhet

0,1

, I

0 1 2 3 4 5
antal réda kulor bland de 5 valda

a)

(DC5) _ 45455 _ 20475

P (exakt 2) = - ~
(exaklt2)= =" ~ 53130 ~ 53130

0,385

b) 0, 1 eller 2 roda &r disjunkta handelser, sa sannolikheterna adderas:

(D) + (D) + () 3003+ 13650 +20475 37128

P (hiogst 2) = - ~
(hbgst 2) &) 53130 53130

¢) “Mer an 2” ar komplementet till “hogst 2”:

P(meran 2) = 1 - 0,699 =[0,301
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Pa raknaren. 3 (nCr(10,k)*nCr(15,5-k),k,0,2)/nCr(25,5) gerb) direkt.

Facit: a) 0,385, b) 0,699, c¢) 0,301.

Se aven

e Utfallsrum och handelser

e Sannolikhetsmatt

e Multiplikationsprincipen

e Binomialkoefficient

e Hypergeometrisk férdelning

Resurser

e Wikipedia: Sannolikhetez
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Multiplikationsprincipen

#matematik #kombinatorik  #princip

Kurs: SO008M Forkunskaper: Klassiska sannolikhetsdefinitionen

Gors flera operationer i tur och ordning multipliceras antalet satt att gora var och en. Principen raknar
ordnade val och ar grunden for all kombinatorik i kursen.

1. Principen

Definition 2.2. Ska vi gora k operationer i tur och ordning, dar den forsta kan goras pé np satt, den
andra pa n, satt och sa vidare, sa ar det totala antalet satt

ny " ny -+ ng

Valjer vi tva dosor ur en férpackning med fem kan den forsta véljas pa 5 satt och den andra pa 4, sa det
finns 5 * 4 = 20 mojliga utfall.

2. Traddiagram

Principen syns tydligast i ett traddiagram: varje niva ar en operation, och antalet grenar multipliceras
niva for niva. En planka som bedéms pa tre stationer med 3, 2 och 2 alternativ ger ett trad med 3 + 2 -
2=1216v.

Tradet ar ocksa anvandbart for att lista utfallen och rékna de gynnsamma direkt, vilket ofta ar sékrare
an att rakna med formler nar antalet utfall ar litet.
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3. Med hansyn till oxdning
¢ Principen riknar ordnade val

Att forst dra dosa 1 och sedan dosa 2 ar ett annat utfall an att forst dra dosa 2 och sedan dosa 1.
Det ar ratt nar fragan galler en ordning (“férst en fungerande och sedan en trasig”), men
dubbelréknar nar ordningen inte spelar ndgon roll. Da delar vi bort de inbérdes ordningarna, och
det leder till binomialkoefficienten.

Att valja k element bland n kan goras pé fyra satt, beroende péa tva fragor: laggs det valda tillbaka, och

spelar ordningen roll? Tre av dem férekommer i kursen:

Oxrdningen spelar roll Ordningen spelar ingen roll
Med &terliggning  nk (férekommer inte i kursen)
ster (-1 (k= e ()
Utan aterlaggnin nn-1)--(n- =
riagening -k 'k

Bada talen i vansterkolumnen ar multiplikationsprincipen direkt: med aterlaggning har varje val n
alternativ, utan aterlaggning ett farre for varje val. Specialfallet k = n utan aterlaggning ger n!, antalet
satt att ordna n saker.

:= Exempel — Kod till ett cykellds

Ett cykellas har fyra ringar med siffrorna 0-9.
a) Hur manga koder finns?

b) Hur manga koder har fyra olika siffror?

c) Vivaljer en kod pa mafa. Vad ar sannolikheten att alla fyra siffror ar olika?

2 Lésning

a) Varje ring har 10 lagen oberoende av de andra, och ordningen spelar roll (1234 &r inte
4321). Det ar ordnat med aterlaggning:

10* = 10000
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b) Nu far en siffra som redan anvants inte véljas igen: ordnat utan aterlaggning.

10-9-8-7={5040

c) Alla 10 000 koder &r lika sannolika, sa klassiska sannolikhetsdefinitionen ger

P =—=10,504

Nastan varannan kod har alltsa en upprepad siffra — fler &n man kanske gissar.

Pa raknaren. nPr(10,4) ger 5040 .

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

/\ Vanliga fel

e Blanda ihop kolumnerna. Friga dig om {A, B} och {B, A} &r samma utfall. Ar de det ska
ordningen bort, annars inte.

e Rakna m och g pa olika satt. Raknas de majliga utfallen som ordnade maste de
gynnsamma ocksa réaknas som ordnade, se Klassiska sannolikhetsdefinitionen.

e Gl6mma att ett val paverkar nasta. Utan aterlaggning minskar antalet alternativ for varje
val,n(n—1) -, inten-n---.

4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 1, 6vning 2 — Tre schaktmaskiner

En maskintyp har 50 % chans att fungera i minst sex manader utan att nagra delar behover bytas.
Vi kdper tre maskiner. Vad ar sannolikheten att

a) alla tre,
b) exakt tva
har fungerat utan delbyte efter sex manader?
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2 Lésning

Lat F = maskinen fungerar efter sex manader och O = den fungerar inte. Varje maskin ger F

eller O, sa enligt multiplikationsprincipen finnsm = 2 + 2 + 2 = 8 utfall. Eftersom F och O ar

lika troliga ar alla atta lika sannolika.

maskin 1 maskin 2
F
F 0
0 F
0

a) Bara utfallet FFF ger att alla tre fungerar: g = 1.

P (alla tre) =

| -

maskin 3
F FFF
0 FFO
F FOF
0 FOO
F OFF
0 OFO
F OOF
0 000

markerat: exakt en trasig (O)

0,125

b) Utfallen med exakt tva F &r FFO, FOF och OFF (markerade i tradet): g = 3.

P (exakt tva) =

ool W

Facit: a) 0,125, b) 0,375.

pellesmoln.org/kurser/SO008M - 2026-10-19

0,375

36/345



S0008M - Multiplikationsprincipen

Se aven

e Klassiska sannolikhetsdefinitionen
e Binomialkoefficient
e Utfallsrum och handelser

Resurser

e Khan Academy: Counting, permutations, and combinations
e Wikipedia: Rule of productr
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Binomialkoefficient

#matematik #kombinatorik #formel

Kurs: SO008M Forkunskaper: Multiplikationsprincipen

Binomialkoefficienten (Z) ar antalet satt att valja k element bland n utan aterlaggning och utan hansyn
till ordningen. Den foljer ur multiplikationsprincipen genom att vi delar bort de inbdrdes ordningarna.

1. Sats 2.1
Antalet satt att valja ut k element bland n utan aterlaggning och utan hansyn till ordningen bland de
utvalda ar
k faktorer
(n B n! _;(n—l)---(n—k+13
K- ki(n-k)!  k(k-1)--2-1
k faktorer

med k! = k(k = 1) -+- 2 - 1 och konventionerna 0! = 1 och (j) = 1. Beteckningen (}) lases "n 6ver k”

och ar bara ett kortare satt att skriva braket.

2. Varfor

Anta att det gar att valja k element bland n utan hansyn till ordning pé x satt. Vi raknar de ordnade
valen pa tva olika satt:

e Direkt med multiplikationsprincipen: n(n — 1) ==+ (n — k + 1) sétt.
e Forst valja de k elementen pa x satt och sedan ordna dem inbérdes pa k! satt: x - k!.

Bada raknar samma sak, sa

nn-1)-+(n—-k+1) n
X = =

nn-1)-n-k+1)=x"k! = X (k

)
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3. Rakna for hand

&) Bréket i mitten ar det som raknas for hand

20v, . 20-19-18-17-16 . )
(5) blir = 2.3.2.1 — fem faktorer uppe, fem nere, och det mesta forkortas bort innan
vi multiplicerar. Fakultetsformen ar bra for bevis, men ingen raknar ut 20!.

Tva egenskaper sparar raknearbete:
n_.n n n-1 N n-1
P=C_ D =0 _ D)

Den forsta sager att valja ut k a&r samma sak som att valja bort n — k, sa (gg) = (325) = 595. Den andra
sager att ett visst element antingen ar med (da ska k — 1 till valjas bland de andra n — 1) eller inte
(d& ska alla k véljas bland de n — 1). Den bygger upp Pascals triangel, dar varje tal & summan av de
tva ovanfor:

B
ol

n=2 ‘1‘ ‘2‘ ‘1Ck4,1)+C(4,2)=C(5,2)
4+6=10

HREIREINEY

(e el (o] 1]

e (1) 6] 15 20 (15 (6 |1

Rad n innehaller (8), cees (Z) och summerar till 2", antalet delméangder av en mangd med n element.

Pa raknaren heter funktionen nCr (menu — Probability - Combinations): ncx(20,5) ger 15504.
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4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 1, 6vning 4 — Lottorader

Pa hur manga satt kan vi valja 7 nummer bland 35 utan aterlaggning och utan hansyn till
ordningen bland de utvalda? Resonera utifran multiplikationsprincipen: hur blir det om vi tar

hansyn till ordningen?

2 Lésning

Med héansyn till ordning. Forsta numret kan véljas pa 35 satt, andra pa 34 och sa vidare:
35+-34-33-32-31"-30 29 ordnade rader.

Utan hénsyn till ordning. Varje uppsattning av 7 nummer har raknats 7! ganger ovan, en
gang per inbordes ordning. Dela bort det:

+34-33-32-31-302
(35):35 34-33-32-31-30 9: 6794520

7 76:5-4-3-2-1
Samma resonemang for k nummer bland n ger Sats 2.1, se avsnitt 1 och 2 ovan.
P& raknaren. nCr(35,7) .

Facit: 6 724 520.

‘= Lektion 1, 6vning 5 — Fran lottoraden till Sats 2.1

Generalisera resonemanget i 6vning 4 sa att det galler for urval av k nummer bland n. Vad ar
viktigt i Sats 2.1? Varfor definierar vi (5) = 1?

2 Lésning

Generalisering. Med hansyn till ordning kan k nummer bland n valjas pan(n — 1) =+ (n —

k + 1) satt — k faktorer, en per val, och varje val har ett alternativ farre an det forra eftersom
vi inte lagger tillbaka. Varje oordnad uppsattning forekommer dar k! ganger, en gang per
inbordes ordning. Alltsa ar antalet oordnade urval
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nn-1)--(n-k+1) _n

k! (k)

vilket &r Sats 2.1 (avsnitt 2 ovan).

Det viktiga i satsen ar forutsattningarna: urvalet gors utan aterlaggning (annars blir det inte

n — 1 alternativ i andra valet) och utan héansyn till ordningen (annars ska vi inte dela med
k!).

Varfor (g) = 1. Att valja noll element kan géras pa precis ett satt — att inte valja nagot.

n!
Definitionen gor ocksa att fakultetsformen fungerar utan undantag: ol =1med0! =1.
I'n!

Resonemangsuppgift — det finns inget facit att jimféra med.

Se aven

e Multiplikationsprincipen

e Klassiska sannolikhetsdefinitionen
e Hypergeometrisk fordelning

e Binomialfordelning

Resurser

e Khan Academy: Counting, permutations, and combinations
e Wikipedia: Binomialkoefficientrz
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Betingad sannolikhet

#matematik #sannolikhetslara #definition

Kurs: SO008M Forkunskaper: Sannolikhetsmatt

Betingad sannolikhet &r sannolikheten for en handelse givet att en annan redan har intraffat, P (A |
B) = P(A n B)/P(B). Betingningen innebar att vi krymper utfallsrummet till det som &r férenligt med

den givna informationen.

1. Att krympa utfallsrummet

Tva personer kastar en tarning tva ganger var. Lat A vara att tarningssumman blir stérre an 8 och B att
forsta kastet blir 5. Av de 36 lika sannolika utfallen ger 10 handelsen A, sa P (A) = 10/36.

Far vi veta att forsta kastet blev 5 ar bara de 6 utfallen i B langre mojliga. Av dem ger 3 handelsen A,
och sannolikheten blir 3/6. Vi har raknat som om B vore hela utfallsrummet.

pellesmoln.org/kurser/SO008M - 2026-10-19 42 /345


file:///opt/buildhome/repo/public/tags/matematik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/sannolikhetsl%C3%A4ra
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/definition
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Sannolikhetsm%C3%A5tt
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Utfallsrum-och-h%C3%A4ndelser

S0008M - Betingad sannolikhet

® A:summa > 8 (10 av 36)
I B: forsta kastet 5 (3 av 6 ligger i A)

6 e o | o | o
5 e | © | o
§4 o o
9]
T
=
o
2 3 o
(4]
2
1

I masstolkningen blir samma sak

massan pa den del av A som ligger i B _P(AnB)

P(A| B)=
1B massan pa B P(B)

2. Definitionen

Definition 2.4. Med den betingade sannolikheten P (A | B) fér handelsen A givet handelsen
B menas

P(An B)

PA1B)= =0

¢ Forutsittning

Definitionen kraver P (B) > 0. Det gar inte att betinga pa nagot som aldrig intraffar.
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P (- | B) uppfyller sjalv alla egenskaper hos ett sannolikhetsmatt. Komplementregeln och
additionssatsen galler darfér ocksa betingat, till exempel P (A | B) =1-P(A | B).

/A P(A | B)arinte P(B | A)

Taljaren ar densamma, P (A n B), men namnarna skiljer sig. Sannolikheten att en skadad person

ar man ar nagot helt annat an sannolikheten att en man skadas.

3. Multiplikationsformeln

Definitionen skriven baklanges ger snittets sannolikhet:

P(AnB)=P(B)P(A | B)=P(A)P(B | A)

Den anvands nar det ar latt att tdnka sig forsoket i tva steg. Valjer vi tva dosor ur en forpackning med 5,
varav 3 har trasig knapp, ar sannolikheten att den forsta fungerar 2/5, och givet det ar sannolikheten
att aven den andra fungerar 1/4:

P (bada fungerar) = =0,1

(G2
N

Det ar precis vad ett traddiagram gor: sannolikheterna langs en gren multipliceras, och varje
sannolikhet efter forsta nivan ar betingad pa grenen fram till dit.

Med flera steg upprepas formeln och ger Lagen om total sannolikhet och Bayes sats.

4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 2, 6vning 4 och 5 (Vinnman 2.18) — Malm frén jarnverket
Vid ett jarnverk tas prover pa den inkommande malmen. Lat
A = Fe-halten ar st6rre an 66,5 %,
B = SiO2-halten ar mindre an 4,0 %.

Ur ett stort antal prover tar vi P (A) = 0,32, P(B) = 0,54 och P (A n B) = 0,23.
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Ovning 4. I ett nyligen analyserat prov vet vi att SiO2-halten &r mindre &n 4 %. Hur stor ar d&
sannolikheten att Fe-halten ar stérre &n 66,5 %? Skriv sannolikheten med formell beteckning.

Ovning 5. Bestdam den betingade sannolikheten fér B givet A och jamfér med &vning 4.

¢ Lésning
Ovning 4. Vi vet att B har intraffat och séker P (A | B):

P(AnB) 023

PA|B)= 5 = g~ [053
Ovning 5. Nu ar det A som ar given:
P(AnB 2
pB | a=2A0B)_023 o
P@A) 0,32

Jamforelse. Samma taljare, olika nAmnare. Eftersom A &r ovanligare &n B blir P (B | A)
storre: bland prover med hog Fe-halt har de flesta lag SiO2-halt, men bland prover

med lag SiO2-halt ar det farre an halften som har hog Fe-halt. Bada ar storre &n de
obetingade P (A) = 0,32 och P (B) = 0,54, sa de tva egenskaperna tenderar att
férekomma tillsammans.

Facit (6vning 5): 0,72. Svar i boken (2:a uppl., 2.18): 0,43.

:= Lektion 2, 6vning 9 — Tomas tva barn

Du stéter pa en gammal bekant, Tomas, som berattar att han har tva barn. Nar ni skiljs at sager
han: “Nu ska jag ga och hamta Anna pa dagis.” Vad ar sannolikheten att Tomas andra barn ar
en pojke?

J Lésning

Utfallsrum. De tva barnens kén: Q = {FF, FP, PF, PP}, dar vi antar att vart och ett av
de fyra utfallen har sannolikhet 1/4.
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Handelser. Vi vet att minst ett barn ar en flicka: A = {FF, FP, PF }.Visoker
sannolikheten att det finns en pojke, alltsa ett barn av vardera kén: B = {FP, PF}.

FF

A = minst en flicka

(de tre inramade)
1/4

2P A n B =enavvarje

(fyllda): 2 av 3
1/4

aldsta barnet forst: F = flicka, P = pojke

PBlA_P(AnB)_%_g
( )= P(A) 34 |3

Samma sak direkt ur utfallsrummet: av de tre utfall som ar férenliga med informationen
innehaller tva en pojke.

Facit: 2/3. Stimmer med det handskrivna l6sningsforslaget.

:= Lektion 2, 6vning 10 — Bil-get-problemet

I ett TV-program far du vélja en av tre dorrar. Bakom tva stér en get och bakom den tredje en bil,
som blir din om du valjer ratt dorr. Du pekar pa en dorr. Programledaren 6ppnar en av de tva
andra, och dar star en get. Du erbjuds att byta dorr. Ska du byta?

 Lbésning

Byt dorr.
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Den som haller fast vid sitt forsta val vinner bara om den valde bild6rren fran bérjan, vilket
har sannolikheten 1/3. Programledarens dorroppning andrar inte pa det.

Den som byter vinner om den fran bérjan valde en getdorr, vilket har sannolikheten 2/3.
Programledaren maste namligen 6ppna den andra getdérren, sa den kvarvarande stangda
dorren déljer da bilen.

2 1
P (vinst | byter) = = P (vinst | byter inte) = 3

Facit: byta dérr, med samma motivering.

Se aven

e Sannolikhetsmatt

e lLagen om total sannolikhet
e Bayes sats

e Oberoende handelser

e Multiplikationsprincipen

Resurser

e 3BluelBrown: Bayes theorem, the geometry of changing beliefsz — betingning som att krympa
omradet man tittar pa

e Khan Academy: Conditional probabilityt
e Wikipedia: Betingad sannolikhetrz
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Lagen om total sannolikhet

#matematik #sannolikhetslara #sats

Kurs: SO008M Forkunskaper: Betingad sannolikhet

Delar vi upp utfallsrummet i disjunkta fall kan sannolikheten for en handelse raknas fall for fall och
sedan summeras. Varje term ér fallets sannolikhet ganger den betingade sannolikheten for handelsen i
just det fallet.

1. Satsen

Sats 2.7. Antag att handelserna By, By, ..., B, ar disjunkta och tillsammans utgor hela utfallsrummet.
Da galler for varje handelse A att

P(A)=PB)P(A | B))+P(B)P(A | By)+ -+ P(By)P(A | By)

2. Varfor

B, ..., B, skar Aidisjunkta bitarA n By, ..., A n B, som tillsammans ar hela A:
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By B, B
A — —
An B, An B, AN B,
\ ‘/

Disjunkta bitar adderas enligt sannolikhetsmattets egenskap c), och varje bit skrivs om med
multiplikationsformeln P(A n B;) = P(B;)P(A | B)):

P(A) =YL PAnB)=YPB)PA]|B)
i=1 i=1

3. I ett traddiagram

Satsen ar exakt det vi gor i ett traddiagram: férsta nivan ar fallen B;, andra nivan ar de betingade
sannolikheterna for A i varje fall. Vi multiplicerar langs varje gren som slutar i A och adderar grenarna.

¢) Nar satsen behovs

Signalen i en uppgift ar att sannolikheten for A ar given per grupp — per fabrik, per transportsatt,
per skickat tecken — tillsammans med hur stor varje grupp ar. Da &r fallen B; grupperna.

Fragar uppgiften darefter “givet att A intraffade, vilken grupp kom det fran?” ar nasta steg Bayes sats.
I\ Vanliga fel

¢ Fallen tacker inte allt eller 6verlappar. By, ..., B, maste vara disjunkta och tillsammans
vara hela Q. Kontroll: P(B1) + -+ + P(By) = 1.

e Summera de betingade sannolikheterna utan vikter. P(A | B;) + P(A | B,) aringen
sannolikhet. Varje term ska vagas med P (B;).
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4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 2, 6vning 6a (Vinnman 2.25) — Batterier fran tre fabriker

Tillverkningen av ett batteri ar forlagd till tre fabriker: fabrik A star for 50 %, B for 20 % och C fér
30 %. Ett batteri fran fabrik A har 95 % sannolikhet att racka mer an 100 drifttimmar.
Motsvarande for B och C ar 97 % respektive 98 %. Batterierna blandas i ett stort centrallager.
Vad ar sannolikheten att ett batteri som tas pa mafa ur lagret racker mer an 100 drifttimmar?

¢ Lésning

Beteckningar. A, B, C = batteriet kommer fran respektive fabrik; H = batteriet racker mer
an 100 timmar. Fabrikerna ar disjunkta och tacker hela lagret.

P(A)=0,50, P(H | A)=0,95

P(B)=020, P(H | B)=0,97
P(C)=0,30, P(H | C)=0,98

Lagen om total sannolikhet — i tradet ar det summan av de grenar som slutar i H:

5o H 0,475
fabrik A -

0,05 He 0,025
0,5

0,03 He 0,006
0.3

0,98/ H 0,294

0,02 He 0,006

P(H) = summan av de markerade grenarna = 0,963

P(H)=0,50"-0,95+ 0,20 - 0,97 + 0,30 - 0,98 = 0,475 + 0,194 + 0,294 = | 0,963
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Rimlighetskoll. Svaret ar ett viktat medelvarde av 0,95, 0,97 och 0,98 och maste darfor
ligga mellan dem. Det gor det, och narmast 0,95 eftersom fabrik A vager tyngst.

Fortsattningen, b), finns i Bayes sats.

Svar i boken (2:a uppl., 2.24 = 3:e uppl. 2.25): 0,96.

:= Lektion 2, 6vning 8b (Vannman 2.27) — Felaktigt 6verforda tecken

Meddelanden kodade i binara tecken 0 och 1 6verfors i ett telekommunikationssystem. Ett utsant
tecken 0 mottas som 1 med sannolikhet 0,01 (och som 0 med sannolikhet 0,99). Ett utsant
tecken 1 mottas som 0 med sannolikhet 0,02 (och som 1 med sannolikhet 0,98). Tecknet

1 férekommer i proportion 0,6 och tecknet 0 i proportion 0,4. Hur stor andel av tecknen

overfors felaktigt?

2 Lésning

Beteckningar. Sp, S1 = tecknet 0 respektive 1 skickas; My, M1 = tecknet O respektive
1 mottas.

P(So N Mo) = 0,396
mottaget 0: 0,99

\

skickat 0: 0,4 mottaget 1: 0,01 — P(So N M1) = 0,004
0 )=y,

skickat 1: 0,6 mottaget 0: 0,02 —_— P(51 0/ Mo} = 0,012

mottaget 1: 0,98
P(S1 n M1) = 0,588

markerat: felaktigt éverfort, 0,016

Ett fel ar att skicka 0 och ta emot 1, eller att skicka 1 och ta emot 0. De tva grenarna
ar disjunkta:

P(fel) = P(So) P(M1 | So) +P(S1)P (Mo | S1) = 0,4+ 0,01 +0,6 - 0,02 = 0,004 + 0,0
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Deluppgift a) finns i Bayes sats.

Svar i boken (2:a uppl., 2.26 = 3:e uppl. 2.27): 0,016. Stdmmer ocksd med det
handskrivna l6sningsforslaget.

Se aven

e Betingad sannolikhet

e Bayes sats

e Sannolikhetsmatt

e Multiplikationsprincipen

Resurser

e Khan Academy: Probabilityz
e Wikipedia: Law of total probability ez
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Bayes sats

#matematik #sannolikhetslara #sats

Kurs: SO008M Férkunskaper: Betingad sannolikhet, Lagen om total sannolikhet

Bayes sats vander pa en betingning: vet vi hur sannolik handelsen A ar i varje fall B;, kan vi rakna ut hur
sannolikt varje fall ar givet att A har intraffat. Namnaren ar lagen om total sannolikhet.

1. Satsen

Lat By, ..., By vara disjunkta och tillsammans utgéra hela utfallsrummet, och lat P (A) > 0. D& ar

P(B)P(A | By)

Y. P(B))P(A | B)
j=1

PBi | A)=

2. Varfor

Det aringen ny idé, bara tva kdnda formler efter varandra. Definitionen ger

P(Bl N A)

PBi | A= PA)

Taljaren skrivs om med multiplikationsformeln, P (B; n A) = P(B;) P(A | B;), och nAmnaren med
lagen om total sannolikhet.

&) Itraddiagrammet

Taljaren &r en gren som slutar i A. Namnaren ar alla grenar som slutar i A. P (B; | A) &r allts& den
andel av A-massan som kommer via gren 1.
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3. Det vi har och det vi soker

Uppgifter ger nastan alltid P (A | B;) — hur ofta en fabrik tillverkar defekta enheter, hur ofta ett tecken
stérs — men fragar efter P (B; | A): givet en defekt enhet, vilken fabrik kom den fr&n?

/\ Basfrekvensen avgor

Avenom P (A | B;) arliten kan P (B; | A) bli stor om B; ar vanlig, och tvartom. Att glémma
faktorn P (B;) i taljaren ar det vanligaste felet.

:= Exempel — Ett positivt test fér en ovanlig sjukdom

En sjukdom finns hos 1 % av befolkningen. Ett test ger positivt svar hos 95 % av de sjuka och hos
10 % av de friska. En slumpmassigt vald person testar positivt. Vad ar sannolikheten att

personen ar sjuk?

2 Lésning

Beteckningar. S = personen &r sjuk, + = testet r positivt. Givet: P(S) = 0,01, P(+ | S) =
0,95, P(+ | §%) = 0,10.

Bayes sats med fallen S och S¢:

0,01 - 0,95 _ 0,009 _

0,01-0,95+0,99-0,10 0,1085 0,088

P(S | +)=

Tolkning med naturliga frekvenser. Tank dig 10 000 personer: 100 ar sjuka, och 95 av dem
testar positivt. Av de 9900 friska testar 990 positivt. Bland de 1085 positiva ar alltsa bara
95 sjuka:

P(sjuk | +) = 95/1085 = 0,088

95 sjuk
ﬁ 990 friska med falskt positivt svar

0 200 400 600 800 1000
antal positiva test av 10 000 personer
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Testet ar bra, men sjukdomen &r sa ovanlig att de falska positiva fran den stora friska
gruppen blir tio ganger fler &n de sanna positiva.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 2, 6vning 6b (Vannman 2.25) — Vilken fabrik?

Fortsattning fran Lagen om total sannolikhet: fabrik A, B och C star for 50 %, 20 % och 30 % av
batterierna, och andelen som racker mer an 100 drifttimmar ar 95 %, 97 % och 98 %. Vi tar pa

mafa ett batteri ur lagret och finner att det racker mer an 100 drifttimmar. Vad ar sannolikheten
att det ar tillverkat i fabrik A?

2 Lésning

Med H = batteriet racker mer an 100 timmar gav lagen om total sannolikhet P (H) = 0,963.
Bayes sats:

PA)P(H | A) _ 050095 0475 _

P | H) = ~
P(H) 0,963 0,963

0,49

Rimlighetskoll. Fabrik A gor halften av batterierna men har den lagsta hallbarheten, sa
bland de hallbara batterierna bér andelen fran A vara lite under 0,50. Det ar den.

Svar i boken (2:a uppl., 2.24 = 3:e uppl. 2.25): 0,49.

‘= Lektion 2, 6vning 7 (Vinnman 2.23) — Skador pa en arbetsplats

Pa en arbetsplats skadades 1 % av personalen under ett ar. 60 % av alla skadade var man. 30 %

av de anstallda var kvinnor. Ar det de manliga eller de kvinnliga anstallda som l&per stérst risk att
raka ut for en skada enligt denna undersékning?
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J Lésning
Beteckningar. S = personen skadas; M = personen ar man; K = M€ = personen ar kvinna.

Givet. P(S) = 0,01, P(M | S) = 0,60, P(K) = 0,30, allts3 P (M) = 0,70 och P (K |
S) = 0,40.

Vi séker risken per kon, P(S | M) och P(S | K) — betingningen &t andra héllet mot det
som ar givet. Bayes sats, har med namnaren P (M) given direkt:

P(S)P(M | S) _0,01-0,60

P IM) = =500 0,70

~ 0,0086

P(S)P(K | S) _ 0,01-0,40
P(K) 0,30

P(S | K)= ~0,0133

Svar. | De kvinnliga anstallda | l6per storst risk, trots att de flesta skadade ar man. Mannen

ar fler, och darfor ar de ocksa fler bland de skadade.

Svariboken (2:a uppl., 2.22 = 3:e uppl. 2.23): kvinnor.

:= Lektion 2, dvning 8a (Vannman 2.27) — Mottagen etta

Samma telekommunikationssystem som i Lagen om total sannolikhet: tecknet 1 skickas i
proportion 0,6 och 0 i proportion 0,4; ett utsant 0 mottas som 1 med sannolikhet 0,01 och ett

utsant 1 mottas som 0 med sannolikhet 0,02. Om 1 har mottagits, vad ar den betingade
sannolikheten att 1 har sants?

¢ Lésning

Med Sy, S; = skickat 0 respektive 1 och M; = mottaget 1 ger lagen om total
sannolikhet namnaren:

P(M:1) = P(So)P(M; | So) +P(S1)P(M; | S1) = 0,4- 0,01 +0,6 - 0,98 = 0,004 + 0,

Bayes sats:
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P(S;)P(M; | S;) _ 0,588

PG| M) = ——F31 ~ 0592

0,993

I traddiagrammet i Lagen om total sannolikhet ar det grenen S N M1 delad med summan
av de tva grenar som slutar i M.

Svar i boken (2:a uppl., 2.26 = 3:e uppl. 2.27): 0,993. Stdmmer ocksd med det
handskrivna l6sningsférslaget.

Se aven

e Betingad sannolikhet
e Lagen om total sannolikhet
e Sannolikhetsmatt

Resurser

e 3BluelBrown: Bayes theorem, the geometry of changing beliefsiz — basta visuella forklaringen
av varfor basfrekvensen spelar roll
e Wikipedia: Bayes satsm=
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Oberoende handelser

#matematik #sannolikhetslara #definition

Kurs: SO008M Forkunskaper: Betingad sannolikhet

Tva handelser &r oberoende om vetskapen om att den ena har intraffat inte andrar sannolikheten for
den andra. Da ar sannolikheten att bada intraffar produkten av de enskilda sannolikheterna.

1. Definitionen

Kastar vi en tarning tva ganger och later A = femma i férsta kastet och B = tvaa i andra &r

P(AnB) 1/36 _

1
PBIN=—F""T6 "6

Informationen att A har intraffat andrar inte var kinnedom om B. Multiplikationsformeln P (A N
B)=P(A)P(B | A)blirdd P(A n B) = P(A) P(B), och det tar vi som definition.

Definition 2.5. Om

P(An B)=P(A) - P(B)

sager vi att A och B ar oberoende handelser.

2 Tva sitt att siga samma sak

Om P (B) > 0 galler

P(A|B)=P(A) < P(AnB)=P(A)P(B)

Framét: multiplicera P(A | B) = P(A n B)/P(B) = P (A) med P (B). Bakat: dela produkten
med P (B). Produktformen ar symmetrisk i A och B och kraver inte att ndgon sannolikhet ar
positiv, och darfor anvands den som definition.
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Ar handelserna beroende maste vi kdnna till n&gon av de betingade sannolikheterna P (A | B)eller
P (B | A)for att kunna riakna ut P (A n B). Ar de oberoende récker P (A) och P (B).

2. Oberoende ar inte disjunkt
/\ Disjunkta handelser dr beroende

Disjunkta handelser kan inte intraffa samtidigt, sa P (A n B) = 0. Har bada positiv sannolikhet &r
P(A)P(B) > 0, och produktregeln bryts. Att veta att A intraffat sager tvartom valdigt mycket om
B: den intraffade inte.

Disjunkt ar en egenskap hos mangderna och syns i ett mangddiagram. Oberoende ar en egenskap
hos sannolikheterna och syns inte i figuren.

3. Fler an tva handelser

Tre handelser A, B och C ar oberoende om produktregeln galler for alla kombinationer:

P(AnBnC)=P(A)P(B)P(C)
P(A n B) = P(A)P(B)
P(AnC)=P(A)P(C)
P(Bn C)=P(B)P(C)

och motsvarande for fler handelser. Ar A, B, C, ... oberoende s ar ocksd komplementen
A, B¢, C¢, ... oberoende, liksom alla blandningar som A, B¢, C, ...

¢) "Minst en" for oberoende handelser
Kombinera komplementregeln med produktregeln:
P(minstenavA;,...,A,))=1-PA{n--nA)=1-P(A]) " P(A)

Det ar standardgreppet i nastan varje uppgift om oberoende handelser.
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4. Serie- och parallellsystem

Komponenter som fungerar oberoende av varandra kan kopplas pa tva grundsétt:

a) serie b) parallell c) serie + parallell
1] 1]
1 1
1 [ | I
1T [ 1
| |
1 1
Koppling Fungerar om Sannolikhet, komponenter med pi,p>
Serie alla komponenter fungerar p1p2
Parallell minst en komponent fungerar 1 — (1 — p1)(1 — p2)

Sammansatta system raknas inifran och ut: ersatt varje parallellgren med dess sannolikhet och
multiplicera sedan i serie.

5. Losta lektionsuppgifter

‘= Lektion 3, 6vning 1-3 — Justering av utombordsmotorer

En tillverkare av utombordsmotorer vet av erfarenhet att 40 % av motorerna behover justering av
forgasaren, 30 % behdver justering av tandningen och 21 % behover justering av bada. En

slumpmassigt vald motor visade sig behdva justering av tandningen.

Ovning 1. Givet den informationen, vad ar sannolikheten att motorns forgasare behéver justering?
Infor och definiera lampliga handelser.

Ovning 2. L6s samma uppgift men anta att 12 % av motorerna behéver justering av bade
forgasare och tandning. Jamfor med sannolikheten att en slumpmassigt vald motor behéver
justering av forgasaren. Vilken roll spelar informationen om tandningen har, och vilken roll
spelade den i 6vning 1?

Ovning 3. Ar handelserna i vning 1 oberoende? Ar de i dvning 2 det?
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J Lésning

Beteckningar. F' = motorn behdéver justering av férgasaren; T = motorn behdéver justering av
tandningen. P (F') = 0,40 och P(T) = 0,30.

Ovning1.P(F n T) = 0,21:

PENT) 021

PE D= =5~ =030~

0,70

Informationen hojer sannolikheten fran 0,40 till 0,70: motorer som behdver ny
tandinstallning behover oftare ocksa forgasarjustering.

dvning2. P(F n T) = 0,12;

0,12
0,30

P(F | T)=

0,40]= P(F)

Har spelar informationen om tandningen ingen roll alls.

Ovning 3. 16vning1arP(F)P(T)=0,40-0,30=0,128 0,21 =P(F nT),s4F och T
ar beroende. I 6vning2 arP(F n T) = 0,12 = P(F) P (T), sa de &r oberoende — samma
slutsats som P(F | T) = P(F).

Facit: évning 1: 0,70; évning 2: 0,40, informationen spelar ingen roll.

‘= Lektion 3, 6vning 4 (Vannman 2.30) — Disjunkt och oberoende?

Tva handelser A och B har sannolikheter skilda fran noll. A och B &r disjunkta. Kan A och B
vara oberoende?

/ Lbésning

Nej. Disjunkta handelser har P(A n B) = P () = 0. Eftersom bada sannolikheterna ar
skilda fran noll ar P (A) P (B) > 0. Alltsa ar
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P(An B) =08 P(A)P(B)

och produktregeln galler inte. I figuren: om A har intraffat ligger utfallet utanfér B, sa
P(B | A) = 0, vilket skiljer sig fran P (B) > 0.

Svar i boken (2:a uppl., 2.29 = 3:e uppl. 2.30): Nej.

‘= Lektion 3, 6vning 5 (Vannman 2.34) — Maskin med tre delar

En maskin bestar av tre delar som ar felfria med sannolikheterna 0,9, 0,85 respektive 0,95.
Delarnas funktionsduglighet antas oberoende av varandra. Bestam sannolikheten att maskinen

fungerar, om den fungerar

a) endast om alla tre delarna fungerar,

b) om minst en av de tre delarna fungerar.

/ Losning
Lat A; = del i fungerar; A1, Az, Az &r oberoende.

a) Seriesystem — alla maste fungera:

P(A; n A, nA3) = 0,9 0,85 - 0,95 ~[0,727

b) Parallellsystem — minst en ska fungera. Via komplementet, dar komplementen ocksa
ar oberoende:

P(A1 UA; UAs)=1-P(AS)P(AS)P(AS) =1-0,1-0,15-0,05 = 1 - 0,00075 = E

Tolkning. a) motsvarar figur a) i avsnitt 4 med tre block i rad; b) motsvarar figur b) med tre
block parallellt. Serie gor systemet samre an varje enskild del, parallell gor det battre.

Svar i boken (2:a uppl., 2.33 = 3:e uppl. 2.34): a) 0,73, b) 0,9993.
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‘= Lektion 3, 6vning 11 (Vannman 2.36) — Tre systemkopplingar

Varje komponent i systemen nedan fungerar med sannolikheten p, oberoende av de andra. Hur
stor ar sannolikheten att systemet fungerar?

a) serie b) parallell c) serie + parallell

1 [ ]
1T 1 1

[
[

J Lbésning

a) Tva komponenter i serie:

P=p-p=|p

b) Tva komponenter parallellt — systemet gar bara sonder om bada gar sénder:

P=1-(1-py=|2p-p’

c) En komponent i serie med parallellgrenen fran b):

P =p(1-(1-p))=|2p°-p’

Rimlighetskoll. Med p = 0,9: a) 0,81, b) 0,99, c) 0,891. Parallellkopplingen &r bast och c)
ligger mellan a) och b), som vantat.

Svar i boken (2:a uppl., 2.35 = 3:e uppl. 2.36): a) p?, b) 2p — p?, ¢) 2p*> — p°.

:= Lektion 3, 6vning 8 — Minst en dubbelsexa

Vad ar sannolikheten att fa minst en dubbelsexa vid 24 kast med tva tarningar?
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a) Bestam sannolikheten.

b) Bestam det minsta antal kast som kravs for att sannolikheten att fa minst en dubbelsexa ska
bli stérre an 0,5.

J Lésning
Lat A; = dubbelsexa i kast i. P (A;) = 1/36 och kasten &r oberoende.

a) Via komplementet:

24
35
P(minsten)=1-P(A{n -+ nAj5)=1- (%) ~ 10,4914

b) Vi soker minsta n med

n n

I - N In0,5
(36 > (36 b n

> — " x24.6
In(35/36) "

Olikheten vander nar vi delar med In(35/36) < 0. Alltsa kravs kast.

Sannolikheten passerar 0,5 forst vid 25 kast

1,0
0,8

0,6

0.4 n=25:0,506

0,2

P(minst en dubbelsexa)

0,0
10 20 30 40 50 60
antal kast med tva tarningar

P& raknaren. solve(1-(35/36)”n>0.5,n) gern > 24,6.

Facit: a) 0,4914, b) n = 25. Stimmer med det handskrivna l6sningsforslaget.
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‘= Lektion 3, dvning 9 (Vannman 2.45) — Kasserade byggelement

Byggelement kan vara behaftade med fel av tre typer: typ I med sannolikheten 0,05, typ II med
0,10 och typ III med 0,03. Ett element kan ha flera feltyper samtidigt, och feltyperna
forekommer oberoende av varandra. Ett element maste kasseras om minst ett fel forekommer.

a) Bestam sannolikheten att ett element maste kasseras.

b) En byggmastare koper 20 element. Vad ar sannolikheten att han maste kassera minst 2?

2 Lésning

a) “Minst ett fel” via komplementet, med oberoende feltyper:

p=1-095-0,90-0,97=1-0,82935~ |0,171

b) De 20 elementen ar oberoende upprepningar dar varje element kasseras med
sannolikheten p = 0,17065. Lat Ak = exakt k kasseras. Via komplementet “hogst 1”:

P(minst2)=1-P(Ay))-P(A)=1-(1-p)**-20p(1-p)?~|0,88

Pa riknaren. binomCdf(20,0.17065,2,20) .

Svar i boken (2:a uppl., 2.44 = 3:e uppl. 2.45): a) 0,17, b) 0,88.

:= Lektion 3, dvning 10 — Fodelsedagsproblemet

Vad ar det minsta antal studenter som behdvs i en klass for att det ska vara mer an 50 % chans
att minst tva fyller ar pa samma dag? Gor lampliga antaganden och stall upp den olikhet som
l6ser problemet.

¢ Lésning

Antaganden. Inga tvillingar eller trillingar i klassen, ingen ar fédd den 29 februari, och var
och en av arets 365 dagar ar en lika sannolik fodelsedag, oberoende mellan studenterna.
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Komplementet. “Minst tva delar fodelsedag” ar komplementet till “alla har olika
fodelsedagar”. Ta studenterna en i taget: den férsta kan ha vilken dag som helst, den andra

maste undvika 1 dag, den tredje 2 dagar och sa vidare. Med n studenter:

364 363 366-n
365 365 365

P (alla olika) = 1 -

Olikheten. Vi soker minsta heltal n med

364 363 366-n
365 365 365

> 0,5

Raknar vi faktor for faktor passeras 0,5 forst vid n = 23, dar sannolikheten blir 0,507. Svaret

23 studenter |.

5

=

Redan 23 personer racker for mer an 50 %

od 1,0
O
©
[}
u 0,8
()
©
He}
06
©
v 0 - T - - - - - - —‘——_—. ———————————————
;'i, 0.4 n=23:0,507
>
2
it
2 0,2
E
@ 00
10 20 30 40 50 60

antal personer

Pa raknaren. 1-N((365-1)/365,1,0,22) ger 0,507 och samma med 21 i stallet for 22 ger
0,476.

Facit: olikheten ovan med samma antaganden; lektionsbladet anger svaret 23.

Se aven

e Betingad sannolikhet
e Sannolikhetsmatt
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e Oberoende upprepningar
e Binomialférdelning
e Oberoende stokastiska variabler

Resurser

e Khan Academy: Probabilityrz
e Wikipedia: Oberoende (sannolikhetsteori)=
e Wikipedia: Birthday problem®

pellesmoln.org/kurser/SO008M - 2026-10-19 67 /345


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Oberoende-upprepningar
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Binomialf%C3%B6rdelning
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Oberoende-stokastiska-variabler
https://www.khanacademy.org/math/statistics-probability/probability-library
https://www.khanacademy.org/math/statistics-probability/probability-library
https://sv.wikipedia.org/wiki/Oberoende_(sannolikhetsteori)
https://sv.wikipedia.org/wiki/Oberoende_(sannolikhetsteori)
https://en.wikipedia.org/wiki/Birthday_problem
https://en.wikipedia.org/wiki/Birthday_problem

S0008M - Oberoende upprepningar

Oberoende upprepningar

#matematik #sannolikhetslara #sats

Kurs: SO008M Forkunskaper: Oberoende handelser, Binomialkoefficient

Upprepar vi samma delférsok n ganger oberoende av varandra, och handelsen A har samma
sannolikhet p varje gang, ar sannolikheten att A intraffar exakt k ganger (Z)pk(l — p)" k. Resultatet bar
upp hela binomialférdelningen.

1. Oberoende upprepningar av ett delforsok

Ett slumpforsok kan ofta ses som en upprepning av n likadana delforsok, dar handelserna i de olika
delférsoken ar oberoende. Vi sager da att forsoket bestar av n oberoende upprepningar av ett
delforsok. Att kasta en tarning fem ganger ar ett sadant forsok; delférsoket ar ett kast.

2. Resonemanget

Kasta en tarning 5 ganger och stk sannolikheten att fa exakt 3 ettor. Lat A = etta i ett kast, sa P (A) =
1/6.

Varje kastserie med exakt 3 ettor ar en f6ljd som AAAACAC eller AACAACA. Tva saker raknas:

e Hur mdnga foljder? Lika manga som satten att placera 3 stycken A pa 5 platser, alltsa (g) enligt
Sats 2.1.

¢ Hur sannolik ar var och en? Pa grund av oberoendet multipliceras sannolikheterna:
(1/6)3(5/6)?, samma for alla foljder.

Alltsa

5.1° 57
P (exakt 3 ettor) = (3) (6) (é) ~ 0,032
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3. Sats 2.8
Ersatt tarningskastet med ett godtyckligt delférsok och ettan med en godtycklig handelse A.

Sats 2.8. Betrakta ett forsok som bestar av n oberoende upprepningar av ett delférsok, och lat A vara
en handelse som intraffar vid varje delférsok med sannolikheten p. D4 &r sannolikheten att A intraffar

exakt k ganger i forsoket

P = ()P (1~ p)"*

&) Tva villkor

1. Samma p i varje upprepning.
2. Oberoende upprepningar.

Drar vi utan aterlaggning bryts bada: sannolikheten andras efter varje dragning, och dragningarna

beror av varandra. Da galler i stallet urnmodellen.

Sannolikheterna (Z)pk(l — p)" ¥ kallas binomialsannolikheter, eftersom binomialkoefficienterna
ingar. I kapitel 3 far de ett eget namn: binomialférdelningen.

4. Losta lektionsuppgifter
= Lektion 3, 6vning 6 — Fyra sexor pa sju kast

Pitepilten Pelle kastar en symmetrisk tarning 7 ganger. Betrakta kasten som 7 oberoende
upprepningar av att kasta en gang. Vad ar sannolikheten att han far exakt 4 sexor? Var kommer
oberoendeantagandet in? Generalisera sedan till n kast och k sexor, och darefter till en godtycklig

handelse A med sannolikhet p.

/ Losning
Lat A = sexa i ett kast, P (A) = 1/6.

Antalet foljder. Antalet kastserier med 4 sexor och 3 icke-sexor ar antalet satt att valja vilka

4 av de 7 kasten som ger sexa: (Z) = 35.
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Sannolikheten for varje foljd. Har kommer oberoendet in: sannolikheten for en viss foljd ar
produkten av sannolikheterna i varje kast, (1/6)*(5/6)°.

7.1%5°
P(exakt4sexor)=(4)(€) (g) ~(0,0156

Generalisering. Med n kast och k sexor blir samma resonemang (Z)(1/6)k(5/6)”_k, och med
godtyckligt A och p blir det Sats 2.8 ovan.

Pa riknaren. binomPdf(7,1/6,4) .

Facit: 0,0156. Stdtmmer med det handskrivna l6sningsforslaget.

‘= Lektion 3, 6vning 7 (Vannman 2.43) — Handborrmaskiner

Vid ett monteringsband pa en verkstad finns 10 arbetare. De anvander alla under 20 % av
arbetstiden en handborrmaskin. Handelserna att olika arbetare i ett visst gonblick anvander sin

handborrmaskin antas vara oberoende. Vad ar sannolikheten att minst tre av arbetarna i ett visst
ogonblick anvander sin handborrmaskin?

2 Losning

Varje arbetare ar en oberoende upprepning med p = 0,2 och n = 10. Lat Aj = exakt k
anvander sin maskin. Via komplementet “hogst 2”:

10 arbetare, var och en med sannolikheten 0,2
W minst 3 anvander borren = 0,322 hogst 2 (komplementet) = 0,678

0,3

sannolikhet

0,2
) I
0 I I
2 3 4 5 6 7 8 9 10
antal arbetare som anvander borren
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P& raknaren. binomCdf(10,0.2,3,10) .

Svar i boken (2:a uppl., 2.42 = 3:e uppl. 2.43): 0,32.

Se aven

P (minst 3) = 1 - (0,1074 + 0,2684 + 0,3020) ~

e Oberoende handelser

¢ Binomialkoefficient

e Binomialfordelning

e Klassiska sannolikhetsdefinitionen

Resurser

P(Ap) = 0,8 ~ 0,1074

10 .
P(A1) = (;)0.2-0,8° ~ 0,2684

10
P(A2) = (,,)0.2° - 0,8° % 0,3020

0,322

e 3BluelBrown: Binomial distributionsz — samma rakning som har, med bra intuition for varfor

binomialkoefficienten dyker upp
e Wikipedia: Bernoulli trialz
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Stokastisk variabel

#matematik #sannolikhetslara #grundbegrepp

Kurs: SO008M Forkunskaper: Mangdlara

En stokastisk variabel ar ingen variabel i vanlig mening — det ar en funktion som dversatter varje
slumpmassigt utfall till ett tal. Genom den kan vi rakna med sannolikheter for tal i stallet for
for handelser.

1. Definitionen

Ett slumpforsok har ett utfallsrum Q: mangden av allt som kan handa. En stokastisk variabel & ar
en avbildning

E:Q - R

som ger varje utfall @ € Q ett reellt tal £(w). Vid ett tarningskast ar Q de sex sidorna, och € kan vara

antalet prickar.

utfallsrummet Q &(w) = antal krona tallinjen R
KK 2 P=1/4
1 P=1/2
LL 0 P=1/4

Figuren visar idén for tvd myntkast: fyra utfall i Q, men bara tre varden pé &. Sannolikheten for ett
varde ar summan av sannolikheterna for de utfall som avbildas dit.
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Vi skriver sjélva variabeln med grekiska bokstaver — &, 11, { — och de véarden den antar med latinska

2 «

smabokstaver. Skrivsattet P (¢ = X) lases alltsd “sannolikheten att den stokastiska variabeln & rékar

landa pa talet x”.
 Variabeln &r inte sitt virde

€ ar funktionen, x ar utfallet av ett enskilt forsok. Skillnaden kénns pedantisk tills man skriver
P (& < x) — dar ar € det slumpmassiga och x en fix grans vi jamfor mot.

2. Diskret eller kontinuerlig

Uppdelningen styr vilken maskin vi raknar med, och allt annat féljer av den.

Raknas
Antar Beskrivs av
med
andligt eller uppréakneligt sannolikhetsfunktion pe(x) =
Diskret summa
manga varden P =x)
Kontinuerlig  alla varden i ett intervall frekvensfunktion fg(x) integral

Gemensamt fér bada ar fordelningsfunktionen Fg(x) = P (¢ < x), som ar definierad for alla reella x
oavsett typ.

. Stokastisk modell

Att valja en stokastisk variabel och en fordelning for den kallas att stalla upp en stokastisk modell
for forsoket. De vanligaste modellerna har egna namn: binomial-, hypergeometrisk -, Poisson-,
likformig och ffg-fordelning. Att kdnna igen vilken situation som hor till vilken modell ar en stor
del av kursen.

:= Exempel — Tva myntkast

Tva symmetriska mynt kastas. Lat & vara antalet krona. Bestam férdelningen for { och P( > 1).
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J Lésning

Utfallsrummet &r Q = {KK, KL, LK, LL} med fyra lika sannolika utfall (K = krona, L =
klave). & avbildar dem pa

S(KK) =2, ¢&(KL)=¢([LK)=1, ¢(LL)=0

Varje varde far summan av sina utfalls sannolikheter:

P(&=x) 1/4 12 1/4

PE=1)=1-PE=0)=|>

Detta &r Bin(2, 0,5); binomialférdelningen &r just den har konstruktionen for n forsok.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

/\ Vanliga fel

e Blandaihop ¢ och x. P (¢ = x) ar en funktion av x; P (x) betyder ingenting.
e Tro att vardena ar lika sannolika for att utfallen ar det. Utfallen i Q ar lika sannolika, men
vardet 1 nés av tva utfall och far dubbelt sa stor sannolikhet.

Se aven

e Sannolikhetsfunktion

e Fordelningsfunktion

e Kontinuerliga stokastiska variabler
e Vantevarde

e Varians och standardavvikelse

e Binomialfordelning

e Utfallsrum och handelser
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Resurser

¢ Khan Academy: Random variables
e Wikipedia: Stokastisk variabelz
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Sannolikhetsfunktion

#matematik #sannolikhetslara #definition

Kurs: SO008M Forkunskaper: Stokastisk variabel

Sannolikhetsfunktionen till en diskret stokastisk variabel anger sannolikheten for varje enskilt varde,
pe(x) = P (& = X). Den kan ses som en massfordelning pa reella axeln: massan P (¢ = x) i varje punkt,
med totalmassan 1.

1. Definitionen

For en diskret stokastisk variabel & som kan anta vardena xy, Xo, ... ar sannolikhetsfunktionen

pe(x) = P(S =X)

Den ar noll for alla x som € inte kan anta. Vi skriver ofta bara p(x) nar det ar tydligt vilken variabel

sOm avses.

2. Tva egenskaper

Varje sannolikhetsfunktion uppfyller

pe(x) >0 for alla x, Ype(x)=1

X

dar summan tas 6ver alla varden & kan anta. Den andra egenskapen &r ett bra kontrollsteg: har vi

raknat fram en hel sannolikhetsfunktion ska vardena summera till 1.
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3. Massfordelning och stolpdiagram
¢) Sannolikhet som massa pa reella axeln

Placera massan P (¢ = x) i punkten x pa tallinjen. Den totala massan ar 1. Sannolikheten att &
hamnar i en mangd A ar massan som ligger dar:

P(EE€A)= ¥ p:(x)

XEA

Vi ritar sannolikhetsfunktionen som ett stolpdiagram, en stolpe per méjligt varde med héjden pe(x).
Fran stolpdiagrammet kan vi lasa av det mest sannolika vardet (hdgsta stolpen) och uppskatta
vantevardet (masscentrum).

Summerar vi stolparna fran véanster far vi férdelningsfunktionen Fe¢(x) = P (& < X).

4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 4, 6vning 2 — S6kningar mot en databas

I ett rum star 5 datorer uppkopplade mot en server. Under 20 % av tiden gor var och en sékningar
i en databas, oberoende av varandra. Lat £ = antal sékningar som pagar samtidigt vid en given
tidpunkt. Vilka varden kan & anta? Bestam sannolikhetsfunktionen P (§ = Xx).

/ Losning

Varden. Mellan ingen och alla fem datorer kan s6ka samtidigt, sa & kan anta vardena
0,1,2,3,4,5.

Sannolikhetsfunktion. Varje dator ar en oberoende upprepning dar “séker” har
sannolikheten 0,2. Sats 2.8 ger

5
PE=x)=()0,2°0,8"7%, x=0,1,...,5
X
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€ € Bin(5, 0,2)

0,5

0,410
0,4
0,328

=
Il
W 0,205
o

0,3
0,2
0,1
0

0 1

Kontroll. Stolparna summerar till 1: 0,328 + 0,410 + 0,205 + 0,051 + 0,006 + 0,000 =
1,000.

0,051
2 3 4 5

Facit: E kan anta 0, 1, ..., 50ch P (& = X) = ()5()0,2"0,85_".

Se aven

e Stokastisk variabel

e Fordelningsfunktion
e Binomialférdelning

e Vantevarde

e Frekvensfunktion

Resurser

e Khan Academy: Random variablest

e Wikipedia: Probability mass functionz
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Fordelningsfunktion

#matematik #sannolikhetslara #definition

Kurs: SO008M Forkunskaper: Sannolikhetsfunktion

Fordelningsfunktionen anger sannolikheten att en stokastisk variabel ar hégst x, Fg(x) = P (¢ < x).
Den ar definierad for alla reella x, bade for diskreta och kontinuerliga variabler, och vaxer fran 0 till 1.

1. Definitionen

For en stokastisk variabel & ar férdelningsfunktionen

Fe)=P(E<x, —o<x<wm

Den beskriver samma férdelning som sannolikhetsfunktionen, men kumulativt: Fg(x) &r all massa som
ligger till vanster om eller i punkten x.

2. Egenskaper

o F¢arvaxande: flyttar vi x at hdger kan massan till vanster bara éka.

e Fg(x) » Ondrx —» —oooch Fg(x) - 1narx — oo,

e Foren diskret variabel ar F¢ en trappstegsfunktion som hoppar i varje méjligt varde x, och
hoppet &r lika stort som P (£ = x).

3. Mellan sannolikhetsfunktion och férdelningsfunktion

Fran sannolikhetsfunktionen summerar vi:

Fe(x) = X pe(k)

k<x

Omvant, for en variabel som bara antar heltal, ar sannolikhetsfunktionen hoppen:
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pe(x) = Fe(x) = Fe(x — 1)
¢) Sannolikheter for intervall
P(a <& <Db)=Fgb)—-Fea)

Var noga med olikheterna nar & ar diskret. For heltalsvarda § ar P (¢ < k) = Fe(k — 1), P (¢ >
k) =1-Fg(k—1)ochP (&> k) =1—- Fg(k).

¢) Tabellerna ger F, inte p

Binomial- och Poissontabellerna i kurshoken ar tabeller dver férdelningsfunktionen. Enskilda
sannolikheter far vi som skillnader, P (¢ = x) = F(x) — F (x — 1). Minirdknarens binomcdf och

poissoncdf ger ocksa F .

I\ Vanliga fel

o <eller <for diskreta variabler. P (§ < 3) = F¢(2) for en heltalsvariabel, inte F¢(3). Fér
kontinuerliga variabler spelar det ingen roll.

e “Minst” blir komplement. P ( > 3) = 1 — F¢(2) for heltal, inte 1 — F¢(3).

e Tabellen ger F. Vardet i tabellen ar den kumulativa sannolikheten; P (¢ = k) far man som

F(k) - F(k - 1).

4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 4, 6vning 5 — Tre jobb till en entreprendr

En entreprendr lagger anbud pa tre olika jobb, A, B och C. Sannolikheterna att fa dem ar P (A) =
0,5, P(B) = 0,8 och P(C) = 0,3, oberoende av varandra. Lat £ = totala antalet jobb

entreprendren far.

a) Vilka varden kan & anta?

b) Bestam sannolikhetsfunktionen och férdelningsfunktionen, och rita dem.
c) Berdkna P (0 < & < 2).
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¢ Lésning

a) ¢ kan antavardena 0, 1, 2, 3.

b) Varje varde ar en union av disjunkta handelser, och varje snitt raknas med produktregeln
fér oberoende handelser:

p(0)=PA°nB°nC)=0,5-0,2-0,7=0,07
p(1)=PANB°NnC)+PA°NnBNC)+PA°nB°nC)
=0,5-0,2:0,7+0,5-0,8:0,7+0,5-0,2-0,3=0,38
p(2)=P(A°nBnC)+P(AnB°nC)+P(AnBnC°
=0,5-0,8:03+0,5-0,2:0,3+0,5-0,8-0,7=0,43
p3)=P(AnBnC)=0,5-0,8:03=0,12

Summan &r 1. Férdelningsfunktionen fas genom att summera: F (0) = 0,07, F (1) = 0,45,
F(2)=0,88,F(3) = 1.

sannolikhetsfunktion pg(x) fordelningsfunktion Fg(x)
0,5 1,00
0,43 1 G

0,4 0,38 &———oO0

0,8
0,3 o 6

0,45

0,2 0,4 =

0,1 o,07 0,2
0,07
[ ] s
0 0

c)

P(0<&<2)=p(l)+pQ) = 0,38 + 0,43 =[0,81

eller med fordelningsfunktionen, F(2) — F(0) = 0,88 — 0,07 = 0,81.

Svar i boken (2:a uppl., 3.5): p = 0,07, 0,38, 0,43, 0,12; c) 0,81. Uppgiften dr dtergiven ur det
handskrivna l6sningsférslaget, och l6sningen stimmer ocksd med det.
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Se aven

e Sannolikhetsfunktion
e Stokastisk variabel

e Binomialférdelning

e Poissonfordelning

¢ Frekvensfunktion

Resurser

e Khan Academy: Random variablest
e Wikipedia: Fordelningsfunktionez
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Binomialfordelning

#matematik #statistik #sannolikhetslara #fordelning

Kurs: SO008M Forkunskaper: Stokastisk variabel, Oberoende upprepningar

Binomialférdelningen raknar hur manga av n oberoende férsok som lyckas, nar varje forsok lyckas med
samma sannolikhet p. Den ar kursens vanligaste diskreta fordelning och grunden fér bade Poisson-
och normalapproximationen.

1. Sannolikhetsfunktionen

Upprepa samma férsok n ganger, oberoende av varandra, dar varje forsok antingen lyckas (sannolikhet
p) eller misslyckas. Lat £ vara antalet lyckade forsék. D& ar & binomialférdelad, ¢ € Bin(n, p), med

_ 1y Nk n—k _
P(E—k)—(k)p a1-p", k=0,1,...,n

De tre faktorerna sager var sin sak:

o pk — de k férs6k som lyckas. Oberoende, alltsa multiplicerat.

e (1-p)"*—den —ksom misslyckas.

o (;) —antalet satt att vélja vilka av de n forsoken som ar de lyckade. Utan den raknar vi bara en
enda specifik ordningsfoljd.

&) Fyra villkor maste halla

1. Fixt n — antalet forsok bestams i forvag, inte av utfallet.
2. Tva utfall per forsok — lyckat eller inte.

3.Samma p i alla forsok.

4. Oberoende forsok.

Faller nagot av dem ar det inte en binomialférdelning. Dragning utan aterlaggning bryter mot bade
3 och4.
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2. Vantevarde och varians

E()=np, V(&) =np(l-p)

Bada foljer direkt ur att £ ar en summa av n oberoende Bernoullivariabler { = 1 + *++ + 1, dar varje
ni ar 1 vid lyckat forsék och 0 annars. Eftersom E(n;) = p och V(i) = p(1 — p) ger vantevérdets
linjaritet och variansens additivitet vid oberoende resultatet med n termer.

Variansen ar som storst vid p = 1/2 och krymper mot noll nar p narmar sig 0 eller 1 — vilket &r rimligt,
for da ar utfallet nastan givet pa forhand.

= Exempel — exakt tva sexor pa fem tarningskast

Vi kastar en rattvis sexsidig tarning fem ganger. Vad ar sannolikheten att exakt tva av kasten ger
en sexa?

Z Lésning

Setup. “Lyckat” = sexa, alltsa p = %, n =5, och vi soker k = 2. Kasten ar oberoende och p
ardensammaiialla, s £ € Bin(5, %).

Rakningen.

2 3
PE=2=0)) C) =10 = - 2|

= =2 = 22|~ 0,161
36 216 | 3888

Rimlighetskoll. Vantevardet ar E(§) = 5 - % ~ 0,83 sexor. Tva sexor ligger alltsé 6ver det

férvantade men bara drygt en standardavvikelse bort, eftersomo = 4/5 * é : % ~ (,83. Att
det landar pa ungefar 16 % ar darfor rimligt — ovanligt, men langt ifran osannolikt.

PA raknaren. binomPdf(5,1/6,2) .

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende lGsningar stimmer dverens.
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Bin(5, 1/6): tarningsexemplet 0.95 Bin(20, p): p flyttar massan
0,4 ’ p=0,2 p=0,8
0,2 _

03 P(E=2) = 0,161 p=05

~ 0,15
I

W 0,2
o 0,1

0.1 0,05

0 0
0 1 2 3 4 5 0 5 10 15 20
k k

Till vanster syns tarningsexemplet: massan ligger vid k = 0 och k = 1, precis som véantevardet 0,83
antyder. Till hoger flyttar p tyngdpunkten i sidled, och staplarna &r som bredast vid p = 1/2 — samma
sak som att variansen np(1 — p) maximeras dar.

3. Slaktingar och gransfall

Binomialfordelningen sitter mitt i ett nat av andra fordelningar, och det ar ofta enklare att rakna
med grannarna:

Situation Vad som hdnder

n=1 Fordelningen reduceras till en Bernoulliférdelning Be(p)
p<0,lochn>10 Poissonapproximation Po(np)

np(1-p) =10 Normalapproximation N (np, m) — se normalférdelningen

Dragning utan aterlaggning  Hypergeometrisk fordelning i stéllet — forsdken &r inte oberoende

2 Beteckning

Kursen skriver £ € Bin(n, p) med &, som Vannman. I annan litteratur ar § ~
Bin(n, p) vanligare.

¢) Varfor normalapproximationen dyker upp

Eftersom & &r en summa av manga oberoende likaférdelade termer ar centrala
gransvardessatsen tillamplig. Det ar samma mekanism som gor normalfordelningen till
standardsvar 6verallt annars.
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/\ Vanliga fel

e Dragning utan aterliggning ir inte binomisk. Andras sannolikheten mellan férséken ar
det hypergeometrisk férdelning.

 Glémma binomialkoefficienten. P (§ = k) = Z)pk(l — p)"; utan () far man
sannolikheten for en bestamd ordning.

e Felgransi binomCdf. binomCdf(n,p,a,b) ger P(a < & < b) med bada granserna
inraknade; “fler an 3” borjar pa 4.

4. Losta lektionsuppgifter
:= Lektion 4, 6vning 1 och 3 — Samtidiga databassokningar

I ett rum star 5 datorer uppkopplade mot en server. Under 20 % av tiden gér var och en sékningar
i en databas, oberoende av varandra. Vad ar sannolikheten att det vid en given tidpunkt pagar

a) exakt 2 s6kningar samtidigt,
b) minst 2 s6kningar samtidigt?

Vilken férdelning har & = antalet samtidiga sékningar, och med vilka parametrar?

2 Lésning

Modell. Fem oberoende datorer, var och en séker med sannolikheten 0,2. Antalet som sdker
ar darfor binomialférdelat: & € Bin(5, 0,2), med parametrarnan = 5och p = 0,2.

a)

PE=2)= (;) 0,220,8% =10 0,04 - 0,512 ={0,2048

b) Via komplementet “hogst 1”:

P(>2)=1-P(E=0)-P(=1)=1-08-5-02"0,8"=1-0,32768 - 0,4096
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P& raknaren. binomPdf(5,0.2,2) respektive binomCdf(5,0.2,2,5) .

Facit: a) 0,2048, b) 0,2627; £ € Bin(5, 0,2).

:= Lektion 4, 6vning 10 — Slumpvandring

En partikel utfér slumpvandring pa heltalen: den startar pa talet 0 och hoppar varje sekund ett
steg, i negativ eller positiv riktning med sannolikheten 0,5 vardera. Vad ar sannolikheten att
partikeln efter 10 sekunder befinner sig pa talet 2?

J Losning

Oversitt till antal steg. L&t 1) = antal steg i positiv riktning av de 10. Positionen efter 10 steg
arn — (10 — n) = 2n — 10. Att hamna pa 2 betyder 2n — 10 = 2, alltsd n = 6.

Fordelning. Stegen ar oberoende med samma sannolikhet 0,5 fér positivt steg, san €
Bin(10, 0,5).

210
~ 10,205

10 10
P(U:6)2(6)0,5 :m"’

Rimlighetskoll. Paritet: efter ett jamnt antal steg star partikeln alltid pa ett jamnt tal, sa talet
2 ar nabart. Ett udda tal hade gett sannolikheten 0.

Facit: 0,205.

Se aven

e Stokastisk variabel

e Hypergeometrisk fordelning
e Poissonfordelning

e Normalfordelning

e Talfoljder och summor

e Mangdlara
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Resurser

e 3BluelBrown: Binomial distributionsz — bygger upp férdelningen fran grunden, med bra
intuition for binomialkoefficienten

e Khan Academy: Binomial random variablesm

e Wikipedia: Binomialfordelningm
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Hypexgeometrisk fordelning

#matematik #statistik #sannolikhetslara #fordelning

Kurs: SO008M Férkunskaper: Binomialfordelning

Den hypergeometriska fordelningen raknar hur manga markerade objekt vi far nar vi drar ett stickprov
utan aterlaggning ur en andlig population. Den &r binomialférdelningens motsvarighet nar

dragningarna paverkar varandra.

1. Sannolikhetsfunktionen

Ur en population pa& N objekt, varav K ar markerade, drar vi n stycken utan aterlaggning. L&t & vara

antalet markerade i dragningen. Da ar

ST

PE=K) - k' n—k
&
n

Vannman skriver férdelningen med andelen markerade p = K/N i stéllet for antalet, £ €
Hyp(N, n, p),sdatt K = Np.

Kvoten ar ren kombinatorik: namnaren réknar alla méjliga dragningar, taljaren de gynnsamma — valj k
av de markerade och resterande n — k av de omarkerade.

&) Skillnaden mot binomialférdelningen

Utan aterlaggning andras populationen for varje draget objekt, sa férsoken ar varken oberoende
eller likaférdelade. Just darfor duger inte Bin(n, p) har — samma rakning som dragning ur

enurna.
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2. Vantevarde och varians

K)N—n
N N-1

E S Vv S 1-
(f)—”ﬁ, (f)—nﬁ(

Vantevardet ar detsamma som for binomialférdelningen med p = K/N. Variansen skiljer sig med

faktorn % den andliga populationskorrektionen: den ar alltid < 1, sa utan aterlaggning sprider

utfallet mindre. Ar N stor jamfért med n gér faktorn mot 1 och férdelningen mot Bin(n, K/N) —
darfor spelar det i praktiken ingen roll om man drar med eller utan aterlaggning ur en tillrackligt
stor population.

:= Exempel — defekta komponenter i ett stickprov

En lada innehaller 20 komponenter, varav 5 ar defekta. Vi drar 4 stycken utan aterlaggning. Vad ar
sannolikheten att exakt en ar defekt?

¢ Lésning
Setup. N = 20, K = 5 defekta, n = 4 dragna, och vi séker k = 1.

Réakningen.

5. 15
DG 5455 485
P(E=1)= = = ~ 0,470
20 4845 | 969
)

Rimlighetskoll. Vantevardet ar E(§) = 4 - % = 1, alltsa ar exakt en defekt det mest
sannolika utfallet — att det svarar for knappt halften av sannolikhetsmassan stammer.
Binomialapproximationen ger 0,422; att den underskattar ar vantat, eftersom den saknar
populationskorrektionen och darfor sprider ut massan for mycket.

P& raknaren. Fordelningen saknas som funktion: nCx(5,1)*nCx(15,3)/nCx(20,4) .

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.
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Hyp(20, 4, 0,25): 4 dras ur 20, varav 5 defekta

E®) =1
0,5

0,4

0,3

I
0,2
0,1
0 |
0 1 2 3

antal defekta x bland de 4

PE =x)

Hela fordelningen i exemplet: masscentrum ligger vid vantevardet 1, och sannolikheten att fa alla fyra

defekta ar nastan noll.

3. Approximationer

Ar urvalet litet jAmfért med populationen spelar det nastan ingen roll att vi drar utan aterlaggning:

Villkox Approximation

n/N <0,1 Hyp(N, n, p) = Bin(n, p)

p+n/N <0,1ochn>10 Hyp(N,n,p) = Po(np)

Poissonapproximationen ar ofta enklast att rakna med eftersom den bara har en parameter och finns
i tabell.

N Vanliga fel

e Anvinda binomialférdelningen for sma populationer. Utan aterlaggning och med n/N >

0,1 andras sannolikheten markbart mellan dragningarna.
N —n
N-1

 Tappa korrektionsfaktorn i variansen. V (&) = np(1 — p); utan faktorn blir

variansen for stor.
e Blandaihopnoch N. N ar populationen, n antalet dragna.
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4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 4, 6vning 4 — Parametrarna i urnan

I enurna ligger 25 kulor, 10 roda och resten svarta. Utan aterlaggning och pa mafa valjs 5 kulor.
L&t & = antalet roda kulor i urvalet. Da ar & hypergeometriskt fordelad. Vilka &r parametrarna?

2 Losning

Populationens storlek ar N = 25, urvalets storlek n = 5, och andelen réda arp = 10/25 =
0,4:

¢ € |Hyp(25, 5, 0,4)

Sannolikheterna ar desamma som raknades i lektion 2, 6vning 1, till exempel P (¢ = 2) ~
0,385.

Facit: N=25,n=5, p =0,4.

:= Lektion 5, 6vning 9 — Stickprov ur ett stort parti

En tillverkningsprocess har felkvoten 0,05. Ur ett parti om 3000 enheter véljs 100 p& mafa. Lat &
= antal defekta bland de 100. Bestam det minsta tréskelvardet k sadant att P (¢ > k) < 0,05.

2 Lésning

Modell. Utan aterlaggning ur ett partimed Np = 3000 - 0,05 = 150 defekta: £ €
Hyp(3000, 100, 0,05).

Approximation 1. n/N = 100/3000 < 0,1, s& £ ~ Bin(100, 0,05) — men den finns inte
i tabellen.

Approximation 2. p + n/N = 0,05 + 0,033 ~ 0,083 < 0,1 ochn > 10, s& £ ® Po(np) =
Po(5). Den ar lattare att rakna med.

Troskeln. Vi sdker minsta k med
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P(E>k) <005 < PE<k) >095

Poissontabellen fér A = 5 ger F(8) ~ 0,932 och F(9) ~ 0,968, alltsa| k = 9|

Tolkning. Det ar mindre an 5 % risk for fler an 9 defekta. Justerar vi processen nar 10 eller
fler av 100 ar defekta sker det i genomsnitt vid mindre an vart tjugonde stickprov, om

processen fungerar som den ska.

Svar i boken (2:a uppl., 3.20): 9. Uppgiften dr atergiven ur det handskrivna [6sningsférslaget,
och svaret stimmer ocksd med det.

Se aven
e Binomialfordelning
e Stokastisk variabel
e Mangdlara
Resurser

e Wikipedia: Hypergeometrisk fordelning
e Wikipedia: Hypergeometric distributionz — utforligare, med harledningar
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Poissonfordelning

#matematik #statistik #sannolikhetslara #fordelning

Kurs: SO008M Férkunskaper: Binomialfordelning

Poissonfordelningen beskriver antalet sallsynta, oberoende handelser under en viss tid eller i ett visst
omrade, till exempel samtal till en vaxel per minut eller fel per meter kabel. Den har bara en
parameter, vantevardet A.

1. Sannolikhetsfunktionen

Poissonfordelningen raknar antalet handelser i ett fixt intervall — per sekund, per kvadratmeter, per
produktionsparti. Lat & vara det antalet och A den genomsnittliga intensiteten. D& &r & € Po(A) med

A
PE=k=27e’, k=012,

Till skillnad fran binomialférdelningen finns ingen dvre grans for k: vi rdknar handelser, inte lyckade
forsok av ett fixt antal.

¢) Tre antaganden

1. Konstant intensitet A 6ver hela intervallet.
2. Oberoende — en handelse paverkar inte sannolikheten for nasta.
3. Inga sammanfallande hdandelser — tva intraffar aldrig exakt samtidigt.

2. Vantevarde, varians och kopplingen till binomialfordel-
ningen

E©)=V(§) =2
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Att vantevarde och varians sammanfaller ar férdelningens signum: har ett datamaterial ungefar lika
stort medelvarde som varians ar Poisson en rimlig forsta modell.

Fordelningen uppstar som gransfall av binomialférdelningen narn — o0 ochp — 0 med produkten
np = A konstant (harledningen nedan). Det forklarar dess rackvidd: ménga méjliga tillfallen, férsumbar
sannolikhet var for sig, mattligt férvantat antal. Summan av oberoende Poissonvariabler &r dessutom
sjalv Poissonférdelad, med A adderade — darfor spelar det ingen roll om vi raknar per sekund eller per
minut, bara A skalas med.

¢ Harledning: Poisson som grénsfall av binomialférdelningen
Satt p = A/ni binomialférdelningen och latn — oo med k fixt:

n AKX A" A nam-1)--(-k+1) A" A M

PG -5 =5 i A-%) (1-5) = e
~ ~ - HC)\_/ T

Mittfaktorn gar mot e enligt standardgransvardet (1 + x/n)" — %, se Gransvarden. Samma
gransévergang gerE =np =AochV =np(1 —-p) - A.

‘= Exempel — sonderfall i en detektor

Ett preparat ger i genomsnitt 4 registrerade sonderfall per sekund. Vad ar sannolikheten att exakt
2 registreras under en given sekund?

J Lésning

Setup. Sonderfall &r oberoende och intensiteten konstant, sa £ € Po(4) med A = 4 och vi
sokerk = 2.

Rakningen.

42
PE=2)= je“‘ =8e 4 ~|0,147

Rimlighetskoll. Vintevirdet dr 4 och 0 = /4 = 2, s& k = 2 ligger en standardavvikelse
under medelvardet — en dryg tiondel av massan ar rimligt dar. Binomialmodellen
Bin(1000, 0,004), alltsd manga sma sonderfallschanser med samma np = 4, ger 0,146.
Gransovergangen stammer.
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P& raknaren. poissPdf(4,2) .

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Po(4): detektorexemplet Po() blir symmetrisk nar A vaxer
04 A=1
0.2 PE=2) ~ 0,147
0,3
< 0,15
1l =
£ oa 02 1A
e v A=10
0,05 0.1
0 0
0 5 10 0 5 10 15 20
k k

Till vanster detektorexemplet, med k = 2 markerat strax under toppen vid A = 4. Till héger syns hur
fordelningen andrar karaktar med A: vid A = 1 &r den kraftigt hgersned med sin massa vid noll, medan
den vid A = 10 har blivit nastan symmetrisk — det &r normalapproximationen som bérjar gélla.

Radioaktivt sonderfall ar standardexemplet just for att antagandena haller exakt — se Karnfysik.

3. Approximationer

Villkox Approximation

¢ € Bin(n,p) medp <0,10ochn > 10 & ~ Po(np)

& € Hyp(N,n,p)medp +n/N <0,1ochn>10 & = Po(np)

Poissontabellen i kursboken ger férdelningsfunktionen P (€ < X), precis som poissCdf(A,0,x)

pa réknaren.
/\ Vanliga fel

o Glémma att skala A. Ar intensiteten 4 per timme blir antalet under 30 minuter Po(2), inte
Po(4).

» Taroten ur fel storhet. V (&) = A, sé standardavvikelsen &ar VA, inte A.

e “Minst en” utan komplement. P (€ > 1) = 1 — e 4r enklast; att summera uppat tar
aldrig slut.
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4. Losta lektionsuppgifter

‘= Lektion 5, dvning 1 — Kunder till ett systembolag

Antalet kunder som anlander till ett systembolag under en 3-minutersperiod antas vara & €
Po(4). Berdkna sannolikheten att det under en 3-minutersperiod anlander

a) hogst 1 kund,

b) minst 1 kund,

c) mer an 5 kunder,

d) exakt 4 kunder.

¢ Lésning

¥
P& =k)= e
a)

PE<1)=e*1+4)=5*~|0,092

b) Komplementet till “ingen”:

PE=1)=1-¢e*~

0,982

c) Komplementet till “hégst 5”. Tabellen (eller poisscdf(4,0,5)) ger F(5) = 0,785:

P(E>5)=1-F(5)~

d)

44 256
ot

N
PE=4=7r¢" =23
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Facit: a) 0,092, b) 0,982, c) 0,215, d) 0,195.

‘= Lektion 4, 6vning 8 — Fartyg till en hamn
Antalet fartyg som anlénder till en hamn under en dag ar Poissonférdelat med A = 2.
a) Vad ar sannolikheten att fler an 3 fartyg anlander en viss dag?

b) Hur manga fartyg maste hamnen ha kapacitet for att med minst 95 % sannolikhet kunna
betjana alla fartyg som anlander en bestamd dag?

2 Lésning

X

2
& =antalfartygendag, £ € Po(2), P (¢ =x) = Fe_z'

a)

4 8
P@>3):1—P@s3):1—éﬂi+2+§+6)w1—a&w: 0,143

b) Vi s6ker minsta kapacitet c med P (€ < ¢) > 0,95:

P(E<3)~0,857, PE<4)~0947, P(E<5)~0,983

Fyra racker inte, fem gér det: kapacitet for | 5 fartyg |

Svar i boken (2:a uppl., 3.19): a) 0,143, b) 5 fartyg. Uppgiften dr dtergiven ur det handskrivna
[6sningsférslaget, och svaret stimmer ocksd med det.

Se aven

e Binomialfordelning
e Stokastisk variabel
e Hypergeometrisk férdelning
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e Karnfysik

Resurser

e Khan Academy: Poisson distributionez
e Wikipedia: Poissonférdelningrz
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Likformig fordelning

UTKAST
#matematik #sannolikhetslara #fordelning

Kurs: SO008M Forkunskaper: Sannolikhetsfunktion

En stokastisk variabel ar likformigt fordelad nar inget varde ar mer troligt &n ndgot annat. I det diskreta
fallet ar det den klassiska sannolikhetsdefinitionen 6versatt till stokastiska variabler. I det
kontinuerliga fallet, rektangelférdelningen R(a, b), ar det modellen fér “ndgon gang i intervallet, helt
slumpmassigt”: en ankomsttid, ett avrundningsfel, en brottpunkt.

1. Sannolikhetsfunktionen

Om & kan anta de m vardena x1, ... , Xm och alla &r lika sannolika ar

P(§=xi)=

, i=1,...,m

S|

Standardexemplet ar antalet prickar vid kast med en symmetrisk tarning: m = 6 och P (¢ = x) = 1/6
forx=1,...,6.

Tarningskast: sex lika sannolika varden

0.2 E® =35
|
|

0,15 |

X |
1
W 0,1 :
o

|

0,05 :
|

0 |

1 2 3 4 5 6
antal prickar x

Fordelningen ar samma sak som den klassiska sannolikhetsdefinitionen: m lika sannolika utfall, dar

varje varde ar ett gynnsamt utfall.
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2. Vantevarde och varians for 1,2,...,m
Nar vardena ar heltalen 1, 2, ..., m ligger masscentrum mitt i:

2 _
E="2, vt

For tarningen blir E(§) = 3,50ch V(&) = 35/12 =~ 2,92.

3. Kontinuerlig likformig foérdelning: R(a,b)

En kontinuerlig variabel som &r lika sannolik dverallt i intervallet [a, b] &r rektangelférdelad, & &€
R(a, b). Frekvensfunktionen ar konstant, och konstanten maste vara 1/(b — a) for att arean ska bli 1:

b

1

——, a<x<b -

ﬁ@):{b—a a=x Fe)= 2, a<x<b
0, annars b-

Q

Sannolikheten for ett delintervall &r alltsa dess langd delad med hela intervallets langd, samma idé
som den klassiska definitionen men med langder i stallet fér antal.

a+b (b — a)?
E@=—, V(@)=
©=— ©="5
frekvensfunktion f(x) férdelningsfunktion F(x)
PE&>7)=0,3 !

F(7)=0,7

hajd 1/(b - a) = 0,1 08 N
0,6
0,4
0,2
0—— I 0
0 5 7 10 0 5 7 10
vantetid x (min) vantetid x (min)

2 Harledning av E(&) och V (§)

b*-a*> a+b

X X b>’-a® a*+ab+tk
dx = = , =
b-a 2(b-a) 2

dx = -
b-a" 3(b-a) 3

b b
E@) =] E@E) =/

a’+ab+b’> (a+b)* _4a’+4ab+4b° -3a* - 6ab-3b*> _ (b-a)’
3 4 12 12

Vi(©) =
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Vantevardet ar mittpunkten, vilket symmetrin kraver. Standardavvikelsen (b — a)/v/12 =

0,29 (b — a) beror bara pa intervallets langd.

:= Exempel — Vantan pa bussen

En buss gar var tionde minut, och vi kommer till hallplatsen utan att titta pa tidtabellen.

Véntetiden ar da & € R(0, 10) minuter.
a) Vad ar sannolikheten att vi far vanta mer an 7 minuter?

b) Bestam vantevarde och standardavvikelse for vantetiden.

¢ Lésning

a) Intervallet (7, 10] har langden 3 av totalt 10:

7
P&>7)=1-F«7)=1- —
€>7N=1-F()=1-1
b)
0+10 10 -

E() = — =|5min|, D(¢) =

Samma vantetid aterkommer i lektion 19, dar tva sddana vantetider adderas och summan

inte blir likformig.

0
V12

~N

2,89 min

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer éverens.

/\ Vanliga fel

 Glémma namnaren. f¢(x) = 1/(b — a), inte 1. Bara pé intervall med langden 1, som

R(0, 1), &r hojden 1.

e Tolv, inte tva. Variansen ar (b — a)?/12. Standardavvikelsen ar (b — a)/+/12, inte (b —

a)/2.

« Diskret eller kontinuerlig. En tarning har V = (m? — 1)/12 = 35/12,
rektangelférdelningen pa [1, 6] har 25/12. Formlerna ar inte utbytbara.
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Se aven

e Klassiska sannolikhetsdefinitionen

e Icke-linjara funktioner av stokastiska variabler
e Sannolikhetsfunktion

e Vantevarde

e Kontinuerliga stokastiska variabler

Resurser

e Wikipedia: Discrete uniform distributiontz
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ffg-fordelning

#matematik #sannolikhetslara #fordelning

Kurs: SO008M Forkunskaper: Oberoende upprepningar

ffg-fordelningen, for-forsta-gangen-fordelningen, beskriver antalet oberoende forsok som kravs tills en
handelse intraffar for forsta gangen. Till skillnad fran binomialférdelningen ar antalet forsok inte
bestamt i forvag.

1. Sannolikhetsfunktionen

Upprepa ett delférsok oberoende tills handelsen A, med sannolikheten p i varje forsok, intraffar for
forsta gangen. Lat & = antalet fors6k som kravs, det sista inraknat. Att & = k betyderk — 1
misslyckanden féljda av ett lyckat:

PE=k=@0-p)'p, k=1,2,3,...

Vi skriver & € ffg(p). Sannolikheterna avtar geometriskt: varje steg multiplicerar med 1 — p.

ffg(1/6): kast tills forsta sexan

0,2 E@ =6

0,15

0,1
h II I

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
antal kast x

PE=x)

(6]

Pa raknaren heter fordelningen geomPdf(p,k) och geomCdf(p,a,b) — rdknarens geometriska

fordelning ar samma som ffg, den borjar pa 1.
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2. Vantevarde och varians

1-p

E@Q)=- V()=

p2

S

Vantevardet ar intuitivt: med sannolikheten 1/6 fér en sexa behdvs i genomsnitt 6 kast for den forsta.
2 Harledning av E(§) = 1/p

k_]-:i 1 = 1 .
dgl-q (1-q)*

Med q = 1 — p och derivatan av den geometriska serien, Y., kq

e ]

E& =Y kdp=p ——==5="=2
() Elq PP =g " »

Variansen foljer pa samma séatt ur andraderivatan av serien.

Foérdelningsfunktionen har en enkel sluten form. “Mer an k férsék behovs” betyder att de k forsta
alla misslyckas:

PE>k=(01-p), Fe=1-(01-p'
:= Exempel — Kast tills forsta sexan
Vi kastar en tarning tills den forsta sexan kommer.
a) Vad ar sannolikheten att det behdvs mer an 6 kast?

b) Vad ar sannolikheten att det racker med hogst 3 kast?
/ Lésning
Modell. § = antal kast, & € ffg(1/6).

a) De sex forsta kasten ska alla sakna sexa:

56
P(¢>6)= () ~[0335
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Trots att vantevardet ar 6 kast behdvs fler an sex i en tredjedel av fallen. Férdelningen har en
lang svans at hoger.

b)

3

5 91
PE<H=1-(3) =

216

0,421

Pa riknaren. b) geomCdf(1/6,1,3) .

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

/N Tva varianter i litteraturen

Ibland raknas i stallet antalet misslyckanden fore det forsta lyckade, som da borjar pa 0. Den

varianten kallas ofta geometrisk foérdelning och har vantevardet (1 — p)/p. Kontrollera alltid vilken
som avses.

Se aven

e Oberoende upprepningar
e Binomialfordelning
e Stokastisk variabel

e Exponentialfordelning

Resurser

e Wikipedia: Geometric distributionrz
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Vantevarde

#matematik #sannolikhetsldara #storhet

Kurs: SO008M Forkunskaper: Sannolikhetsfunktion, Frekvensfunktion

Vantevardet E (&) ar fordelningens tyngdpunkt — det vérde vi i genomsnitt far i det langa loppet om
forsoket upprepas manga ganger. Vi beraknar det som summan, eller integralen, av varje varde vagt
med sin sannolikhet.

1. Definitionen
Véantevardet betecknas E (&) eller kort p1.

Diskret stokastisk variabel, med sannolikhetsfunktionen pe(x):

E(S) = L xps(x)

Kontinuerlig stokastisk variabel, med frekvensfunktionen fg(x):

EQ =] xf(ydx

Summan i det diskreta fallet blir en integral i det kontinuerliga — samma monster som for
sannolikheterna sjalva.

2. Tva tolkningar
¢) Langsiktigt medelvarde

Vantevardet ska tolkas som det medelvarde vi far efter ett stort antal oberoende observationer av
&. Gor vi n observationer hamnar vardet x ungefar n pg(x) ganger, sd medelvardet blir ungefar
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1
~ 3 X npi(¥) = Txpi(9) = EQ)

&) Masscentrum

Tank pa sannolikhetsférdelningen som en massfordelning pa reella axeln, med massan pg(x)
i punkten x. D& ar E(&) masscentrum, eller tyngdpunkten: punkten dar stolpdiagrammet

skulle balansera.

Masstolkningen gor det latt att uppskatta vantevardet direkt ur en skiss, och for symmetriska

fordelningar ligger det i symmetripunkten.
/\ Vantevardet behdver inte vara ett mojligt varde

En tarning har E(§) = 3,5, men ger aldrig 3,5 prickar. Vantevardet ar inte heller samma sak som
det mest sannolika vardet.

3. Vantevardet av en funktion

Ska vi rakna vantevardet av g(&) behdver vi inte forst ta fram fordelningen for g(&). Det racker att vikta

g(x) med &:s sannolikheter:
E@(®) =X g(pe(x)  respektive  E(g(5) =] g(x)fe(x)dx

Med g(x) = x* ger det E(&?), som behévs for variansen. Linjara funktioner, E(aé + b) = aE(§) + b,

behandlas i Linjara funktioner av stokastiska variabler.

4. Kanda fordelningar

Vantevardena for de vanliga fordelningarna star i formelbladet och behover inte raknas fram

varje gang.
Férdelning E(§)
Bin(n, p) np
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Fordelning E(¢)
Hyp(N, n, p) np
Po(A) A
ffg(p) 1/p

rektangelférdelning pa [a,b]  (a + b)/2
Exp(A) 1/A

N(u,0) pH

5. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 5, 6vning 3 — Vad betyder A = 4?

Antalet kunder £ som anlénder till ett systembolag under en 3-minutersperiod ar Poissonfordelat
med A = 4. Parametern anger det férvintade antalet kunder per period: E(§) = A = 4. Hur kan
tolkningen “medelvardet efter ett stort antal oberoende observationer av £” motiveras utifran
definitionen av vantevarde? Tolka ocksa vantevardet som masscentrum.

2 Lésning
Langsiktigt medelvarde. Observerar vi n oberoende 3-minutersperioder blir vardet x

ungefar npg(x) ganger, eftersom den relativa frekvensen narmar sig sannolikheten.

Medelvardet av observationerna blir da ungefar

L S npy) = Txpe() = BE) = 4

X

Figuren visar det i en simulering: medelvardet svanger kraftigt i borjan men lagger sig vid 4
nar antalet perioder vaxer.
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Lépande medelvarde av 2000 simulerade observationer ur Po(4)
8

E@=A=4

medelvarde av antal kunder

1 10 100 1000
antal observerade 3-minutersperioder (logaritmisk skala)

Masscentrum. Lagg massan pg(X) i varje punkt x pa tallinjen. Stolpdiagrammet fér Po(4)
balanserarix = 4 — till vanster ligger fa varden nara, till hdger fler varden men langre ut (se
figuren i 6vning 1 under lektion 6 nedan).

Resonemangsuppgift — det finns inget facit att jimféra med.

:= Lektion 6, dvning 1 — Kunder till systembolaget, igen

Antalet kunder som anlander till ett systembolag under en 3-minutersperiod ar & € Po(4).

a) Skissa fordelningens utseende med ett stolpdiagram.

b) Stall upp ett uttryck for det forvantade antalet kunder under en 3-minutersperiod, E(&). Hur
ska vantevardet tolkas?

¢) Anvand formelsamlingen for att bestdmma vantevardet och variansen.

d) Vad innebar varians och standardavvikelse?

e) Bestam det sannolikaste vardet for € och jamfér med vantevérdet.

/ Lésning

a)
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Po(4): mest sannolika varden 3 och 4 (markerade)

E®) =4
0,2 !

= 015
I
25

o 0,1

0,05

0

b) Definitionen med Poissons sannolikhetsfunktion:

X

4
E@)= Y x- ;e_“
x=0 ’

Tolkning: réaknar vi kunder under valdigt manga 3-minutersperioder blir medelantalet per
period ungefar E(&).

c) Fér Po(A) ar bade vantevarde och varians A:

E@=[4, Vv©®=[4 o=va=2

d) Variansen ar den forvantade kvadratiska avvikelsen fran vantevardet, V (&) = E((§ — p)?)
. Standardavvikelsen o = 4/ V (§) har samma enhet som & (har antal kunder) och mater hur
mycket & i genomsnitt avviker fran p.

p(x)
p(x—1)
forx = 4,sa p(3) = p(4) = 0,195 ar de stérsta. De mest sannolika vardena ar ,
och vantevardet 4 sammanfaller med det ena.

= —. Denar storre an 1 for x < 4 och lika med 1

4
e) Kvoten mellan tva grannar ar —
X

Facit: b) E(§) = Zio:O x - &e?/x!, c) E(&) =4,V (&) =4, 0 =2, e) de mest sannolika
vdrdena dr 3 och 4.
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Se aven

e Varians och standardavvikelse
e Sannolikhetsfunktion

e Frekvensfunktion

e Mest sannolika varde

e Linjara funktioner av stokastiska variabler

Resurser

e Khan Academy: Expected valuer

e Wikipedia: Vantevardem
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Varians och standardavvikelse

#matematik #sannolikhetsldara #storhet

Kurs: SO008M Forkunskaper: Vantevarde

Variansen V (€) = E((& — p)?) mater hur mycket en stokastisk variabel i genomsnitt avviker
kvadratiskt fran sitt vantevarde. Standardavvikelsen 0 = 4/ V (§) ar roten ur variansen och har samma
enhet som variabeln sjaly, vilket gér den lattare att tolka.

1. Definitionen

Lat u = E(&) vara vantevardet. Variansen &r den forvantade kvadratiska avvikelsen fran p:

V(&) = E((&-p))

vilket i det diskreta respektive kontinuerliga fallet blir
V(@) =X(x-p’pe(x)  respektive V() =[ (x-p)’fe(x)dx

Standardavvikelsen ar roten ur variansen:

0=+/V()

2 Varfor roten?

Kvadreringen gor att positiva och negativa avvikelser inte tar ut varandra, men den ger ocksa
variansen fel enhet — kvadratmeter om & &r en langd i meter. Roten ger tillbaka samma enhet
som & och p.
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2. Rakneregeln

Utvecklar vi kvadraten och anvander att vantevardet ar linjart far vi ett ofta bekvamare uttryck:

V(©) = E@) - (EE)

dar E(&%) = ¥, x*pe(x) eller [ x*fe(x) dx. Den &r sérskilt praktisk i det kontinuerliga fallet, eftersom vi
slipper integrera (x — p)?.

3. Tolkning

&) o som typisk avvikelse

Standardavvikelsen kan tolkas som ett matt pa hur mycket & i genomsnitt avviker fran
vantevardet. For symmetriska fordelningar ligger storre delen av sannolikhetsmassan inom [y —
20, p+20].

Tva férdelningar kan ha samma véantevarde men helt olika spridning. Variansen sager ingenting om var
fordelningen ligger, bara hur utsmetad den ar.

4. Kanda fordelningar

Férdelning V(9

Bin(n, p) np(1 - p)
Hyp(N, n, p) np(1 - p)%
Po(A) A

ffg(p) (1-pyp?

rektangelférdelning pa [a,b] (b —a)*/12
Exp(A) 1/A2

N(y,0) 0’
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/\ N(u, ) har variansen g2

Kursen skriver normalfordelningen med standardavvikelsen som andra parameter. Variansen ar
kvadraten pa den.

5. Losta lektionsuppgifter
:= Lektion 5, dvning 6 — Fordelningar med givet poch o

a) Lat & ha sannolikhetsférdelningen

X =i 1

P(§=Xx) 0,5 0,5

Berdkna vantevarde, varians och standardavvikelse.

b) Ge ett exempel pa en fordelning med g = 0 och o = 10. Verifiera med definitionerna.
c) Ge ett exempel med g = O och o = 3,7.

d) Ge ett exempel med p = 1,50ch o = 3,7.

e) Gor om b) med kravet att minst 3 varden antas med positiv sannolikhet.

f) Ge ett exempel dar det mest sannolika vardet ar 1 och vantevardet ar stoérre an 100.

 Losning
a)

p=(-1)-05+1-05=[0, V(E=(-1-02-05+(1-072-05=[1] o:
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Idén till b)-e). I a) ligger massan symmetriskt pa avstandet 1 fran p, och o blev just det
avstandet. Placerar vi massan 0,5 pa avstandet o pa var sin sida om p far vi vantevardet py
och standardavvikelsen @.

b) P(& = —10) = P(£ = 10) = 0,5. D& ar p = O och V (§) = 100 - 0,5 + 100 - 0,5 = 100,
sao = 10.

QPE=-37)=P(E=37)=0,5.

d) Flyttac) tilp = 1,5: P({ =1,5-3,7) =P({ = -2,2) = 0,50ch P(§ = 5,2) = 0,5.
Forflyttningen andrar vantevardet men inte spridningen.

): a?+0+a® — 2d°

e) Tre varden med sannolikheten 1/3 var: —a, 0 och a. Da &r pu = 0 och V (£ 3 3

.Kravet V(§) = 100 gera = v/150 = 12,2.

X —4/150 0 /150

P =X) 1/3 1/3 1/3
f) Lagg den storsta enskilda massan i 1, men lat resten ligga langt ut:

X 1 200 300

P =Xx) 0,4 0,3 0,3

Det mest sannolika vardet ar 1 (hégsta stolpen), menpy =1+0,4 +200 0,3 + 300 - 0,3 =
150,4 > 100.
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0,5
u=150,4

mest sannolika varde: 1
0,4

0,3

PE=x)

0,2

0,1

0 50 100 150 200 250 300

Facit: a) p = 0, 0 = 1; b)-f) samma exempel som facit anger. Andra svar pd b)-f) dr
ocksd rdtt.

:= Infor lektion 7, punkt D — Hur mycket ligger inom p * 2¢?

For symmetriska fordelningar ar en bra tolkning av o att storre delen av sannolikhetsmassan
ligger inom [ — 20, p+ 20]. Undersok hur det blir nar

a) & € Bin(6, 0,5),
b) & € N(0, 1).

Bestam forst sannolikheten att hamna utanfor intervallet och utnyttja symmetrin.

/ Losning

a)uy =np =3ochao = +/np(1-p)=+/1,5~ 1,22, Intervallet ar [0,55, 5,45], sa bara
& = 0 och & = 6 ligger utanfor. Med symmetrin:

2
P (utanfor) = P(E=0)+P(E=6)=2-0,5° = " 0,031

Innanfor ligger alltsa [ 0,969 |av massan.
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b) 1 = 0 och 0 = 1. Med normalférdelningens tabell, ®(2) ~ 0,9772:

P(E<-2)=P(>2)=1-®Q2)~0,0228

Innanfor ligger 1 — 2 - 0,0228 ~| 0,954 |.

Slutsats. I bada fallen ligger ungefar 95 % eller mer av massan inom tva standardavvikelser

fran vantevardet.
P& raknaren. a) binomCdf(6,0.5,1,5),b) noxmCdf(-2,2) .

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer éverens.

‘= Lektion 7, 6vning 6 (Vannman 4.20 b och 4.25 b) — Vantevarde och varians ur
en frekvensfunktion

Den stokastiska variabeln & har frekvensfunktionen

0,02x, 0<x<10
ff =1,

dnnars

Bestam E(&), V (&) och standardavvikelsen o.

/ Lésning

10
Kontrollavf.[ 0,02xdx =0,01" 10%> = 1 och f > 0, sa det ar en frekvensfunktion.
0

Vantevardet — summan fran det diskreta fallet blir en integral:

E@©)=[ x-0,02xdx=002[>] == ~[667
. 3°, 3

Variansen med rakneregeln V (§) = E(&%) — E(&)*:

10 x4 10
E@E)=[ x*-0,02xdx=0,02 [Z] =50
0 0
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2
20 50 /50
V(&) =50 - (E) = ? & (5,56, o= — ~ (2,36

Rimlighetskoll. Frekvensfunktionen véaxer at hoger, sa massan ligger tyngre mot 10 och
vantevardet ska ligga 6ver mitten 5. Det gor det.

P& raknaren. [(xx0.02xx,x,0,10) och [(x"2%0.02%x,x,0,10)-(20/3)72.

Uppgiften (Vdinnman 4.20 b och 4.25 b) dr dtergiven ur det handskrivna [6sningsférslaget (
E =20/3,V =50/9, o = 2,36), och svaren stimmer med det.

Se aven

e Vantevarde

e Linjara funktioner av stokastiska variabler
e Normalfdrdelning
e Median och kvantiler

Resurser

e Khan Academy: Variance and standard deviation of a discrete random variablerz
e Wikipedia: Varians
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Kontinuerliga stokastiska variabler

#matematik #sannolikhetslara #grundbegrepp

Kurs: SOO08M Férkunskaper: Stokastisk variabel, Integraler

En kontinuerlig stokastisk variabel kan anta alla varden i ett intervall, och sannolikheten for ett enskilt
varde ar darfor noll. I stallet beskrivs fordelningen av en frekvensfunktion, dar sannolikheten for ett

intervall ges av arean under kurvan.
‘= Exempel 1 — vantetid pa tunnelbanan

En person anlander till en tunnelbanestation. Tagen gar var tionde minut, men personen har
varken tidtabell eller klocka. Lat  vara vantetiden tills taget avgar.

Da galler att 0 < & < 10, och alla varden i intervallet [0, 10) kan antas.

1. Sannolikheten for ett enskilt varde ar noll

For en kontinuerlig stokastisk variabel galler

P(E=x)=0 forallax

Vi kan alltsa inte anvanda sannolikhetsfunktionen P (¢ = x), som vi anvande for att beskriva diskreta
fordelningar, se Sannolikhetsfunktion. Det finns odndligt manga utfall, och darfor gar det inte att
tilldela varje enskilt utfall ett sannolikhetstal skilt fran noll.

2. Frekvensfunktionen

I stallet integrerar vi en frekvensfunktion f éver det intervall vi &r intresserade av:
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b
Pa<é<b)=[ f(x)dx

Foljande galler:

* f)=0
o [ f)dx=1

Definitionen, egenskaperna och sambandet med férdelningsfunktionen finns samlade i noten om
frekvensfunktionen — dar bor ocksa den inramade formeln.

¢) Olikheterna spelar ingen roll

For en kontinuerlig stokastisk variabel kan man slarva med < och <, eftersom andpunkterna var

for sig har sannolikhet noll:

Pla<&<b)=P(a<&<b)y=P(a<&<b)=P(a<&<bh)

3. Fordelningsfunktionen

Diskreta fordelningar ger en trappfunktion, medan F (X) for en kontinuerlig fordelning ar en

jamn kurva.
diskret: trappfunktion kontinuerlig: jamn kurva
1 ~—— 1
0,8 . © 0,8
—0
< 06 0,6
hrg —0
0,4 0,4
—0
0,2 —o0 0,2
00— 0
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
X X

“Om man har férdelningsfunktionen ar livet underbart” — Adam

‘= Exempel 2 — sannolikhet ur férdelningsfunktionen

Vi har en kontinuerlig férdelning och s6ker sannolikheten att £ hamnar mellan 2 och 5.
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frekvensfunktionen f(x): sannolikheten ar arean fordelningsfunktionen F(x)

0,8

0,6
F(5) - F(2)

P2=¢t<5) 0,4
0,2 v ...
0
2 5 2 5
X X

¢ Lésning

Arean under frekvensfunktionen mellan 2 och 5 &r precis det som F' hunnit véxa pa
samma stracka:

PR<E<5)=PE<5-PE<2)=|FB)-FQ)

4. Tre vanliga kontinuerliga foérdelningar
Rektangelférdelning
En fordelning som anvands nar alla varden i ett intervall ar lika sannolika.

f(x) = bL fora<x <b, f(x) =0 for ovriga x
-a

(o
_aféragcsdgb.
Fordelningen kallas ocksa likformig fordelning, och ar den kontinuerliga motsvarigheten till den

d
Alla delintervall med samma langd ar lika sannolika: P(c < £ < d) = 5

diskreta likformiga fordelningen.

a+b _(b-a)
2 ) V(E)_ 12

E() =
Exponentialférdelning

Det som redan har hant andrar inte fordelningen for den aterstdende vantetiden — till exempel vid
radioaktivt sonderfall.
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& € Exp(), A>0
P(E>t+h|[&>0)=P(E>h)

f(x) =Ae™ forx >0, fx)=0 forx <0

EQ=5, V-5

>

Mer i Exponentialférdelning.

Normalférdelning

Den mest kanda av alla fordelningar, klockformad och symmetrisk kring pi:

1

—(x-p)’(20")
e , 00 < x <00
oV 21

ENW), f=

Andra parametern ar standardavvikelsen g, inte variansen. Fordelningsfunktionen saknar sluten form
och slas upp i tabell; se Normalférdelning.

5. Losta lektionsuppgifter
:= Lektion 6, 6vning 8 — Plats for en bil till?

Pa en gatstump av langden 13 m parkeras slumpmassigt en bil av langden 5 m. Vad ar
sannolikheten att ytterligare en bil av samma langd far plats? Vilka antaganden gor du?

2 Lésning
Antaganden. Bada bilarna ar exakt 5 m langa, och den férsta bilen stalls “pa mafa”: alla

lagen dar den ryms ar lika sannolika.

Modell. Lat & = avstandet fran gatstumpens bérjan till bilens bakre dnde. Bilen upptar
[¢, &+ 5] och skarymmasinom [0, 13],s80 < & < 8. Antagandet ger en
rektangelférdelning pa [0, 8]:

) =

, 0<x<8, f(x) = 0 annars

| =

Nar far en bil till plats? Antingen fére den forsta bilen, vilket kraver § > 5, eller efter den,
vilket kraver 13 — (£ + 5) > 5, alltsd £ < 3. De tva fallen &r disjunkta:
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3 8
P(plats) =P(0<&<3)+P(5<¢&<8) = %dx+j
0

=243 =[075
8 8

Rimlighetskoll. Den forsta bilen blockerar bara nar den stér i mitten, 3 < & < 5, allts& en
fiardedel av det majliga intervallet.

Uppgiften (Vdnnman 4.12) dr datergiven ur det handskrivna lésningsférslaget, och svaret
stdmmer med det.

Se aven

e Stokastisk variabel

e Frekvensfunktion

e Fordelningsfunktion

e Exponentialfordelning

e Median och kvantiler

e Vantevarde

e Varians och standardavvikelse
e Integraler

Resurser

¢ Khan Academy: Continuous random variablest
e Wikipedia: Kontinuerlig sannolikhetsfordelningrz
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Frekvensfunktion

#matematik #sannolikhetslara #definition

Kurs: SO008M Férkunskaper: Kontinuerliga stokastiska variabler, Fordelningsfunktion

Frekvensfunktionen fg(x) beskriver fordelningen for en kontinuerlig stokastisk variabel. Sannolikheten
att variabeln hamnar i ett intervall ar arean under frekvensfunktionen over intervallet.

1. Definitionen

En kontinuerlig stokastisk variabel & har frekvensfunktionen fz om

b
Pa@<é<b)=[ f«x)dx

for alla a < b. I annan litteratur kallas samma funktion tathetsfunktion; kursen
sager frekvensfunktion.

f(x) = 3x2/8 pa [0, 2]: sannolikheten &r arean

median = 1,587

1,5 |
|
|

—~ 1 '

RS

- |
|

0.5 PE<1)=1/8 I
|

PE>1)=7/8 |
0 |
0 0,5 1 1,5 2
X
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2. Egenskaper
En funktion f &r en frekvensfunktion om och endast om
f(x)>0 for alla x, [ fx)dx=1
Det racker alltsd att kontrollera de tva villkoren for att visa att en given funktion ar frekvensfunktion for

nagon stokastisk variabel. De motsvarar exakt villkoren pa en sannolikhetsfunktion, med summan

utbytt mot en integral.
O f(x) ar ingen sannolikhet

f(x) far vara stérre an 1 — en rektangelfordelning pa [0, 0,5] har f(x) = 2. Det ar arean som &r en
sannolikhet, inte héjden. Daremot ar f(x) dx = P (x < & < x + dx) for en liten intervallangd dx.

3. Samband med férdelningsfunktionen

Fordelningsfunktionen ar arean till vanster om x, och frekvensfunktionen ar dess derivata:

Fe) =] f@d,  fe(x)= Fg(x)

(derivatan galler i alla punkter dar F¢ ar deriverbar). Ur det foljer
P(a<é<b)= Fé(b) —Fg(a)

och att P (& = x) = 0 for varje enskilt x: ett intervall med langd noll har area noll.

¢) Summor blir integraler

Diskret Kontinuerlig

pe(x) = P(§ = x) fe(x)

Zopex) =1 [ fex)dx =1
PEE€A) =Y, eapc(®) PEEA =, f:(x)dx
E(§) = X, xpe(x) E() = [ xfe(x) dx
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‘= Exempel — Kontrollera och anvand en frekvensfunktion

En stokastisk variabel & har frekvensfunktionen fg(x) = %xz for 0 < x < 2 och 0 annars.
a) Visa att f,g ar en frekvensfunktion.

b) Berakna P (€ > 1).

c) Bestam medianen och vantevardet.

2 Lésning
a) fz(x) > 0 6verallt, och

2 3 2
3, X
[ =x"dx=[=] =1
o 8 87

b) Férdelningsfunktionen ar Fe(x) = x3/8 pa [0, 2], s&

BN

P(E>1):1—Fg(1)=1—%=I

Intervallet (1, 2] ar halva definitionsmangden men bar 7/8 av sannolikheten, eftersom f¢ ar

storst dar (figuren ovan).

c) Medianen loser Fg(m) = 0,5:

3 1
L = m=v4r 1,587
8 2
Vantevardet ar
2 4
3 3 2
E(é) = cox?dx==+— =15

Vantevardet ligger till vanster om medianen: svansen at vanster drar det nedat.
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P& raknaren. Integralmallen i menu — Calculus — Integral, t.ex. jlz %xz dx for b). Medianen
med solve(x"3/8=0.5,x) .

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

/\ Vanliga fel

e Lasa av hojden som en sannolikhet. fs(1,5) ~ 0,84 4r ingen sannolikhet; bara arean
ar det.

e Glomma kontrollen av arean. Star det “bestam c sd att f blir en frekvensfunktion” ar det
villkoret [ f = 1 som ger c.

* Integrera dver fel omrade. Utanfor [0, 2] &r fe = 0; granserna ska klippas till dar fe
ar positiv.

Se aven

e Kontinuerliga stokastiska variabler
e Fordelningsfunktion

e Sannolikhetsfunktion

e Vantevarde

e Median och kvantiler

Resurser

e Khan Academy: Probability density functionse
e Wikipedia: Probability density functionez
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Mest sannolika varde

#matematik #sannolikhetsldara #storhet

Kurs: SO008M Forkunskaper: Sannolikhetsfunktion, Frekvensfunktion

Det mest sannolika vardet ar det varde dar sannolikhetsfunktionen respektive frekvensfunktionen
antar sitt storsta varde. Det sammanfaller inte nédvandigtvis med vantevardet — for en sned fordelning
skiljer de sig at.

1. Definitionen

Diskret variabel: det mest sannolika vardet ar det x dar sannolikhetsfunktionen pg(x) ar stérst — den
hogsta stolpen i stolpdiagrammet.

Kontinuerlig variabel: det x dar frekvensfunktionen fg(x) har sitt maximum — toppen pa kurvan.

Det kan finnas flera: Po(4) har tva lika hoga stolpar, i 3 och 4.

2. Att hitta det f6r en diskret fordelning
Nar sannolikhetsfunktionen ar given som formel ar det enklast att jamféra grannar. Kvoten

pe(x)
pe(x—1)

ar storre an 1 sa lange stolparna véaxer och mindre &an 1 nar de avtar. Det mest sannolika vardet ligger
dar kvoten passerar 1. Alternativt raknar vi ut stolparna runt vantevardet och ser vilken som ar hogst —
det mest sannolika vardet ligger ofta nara vantevardet for de vanliga fordelningarna.

pellesmoln.org/kurser/S0008M - 2026-10-19 1297345


file:///opt/buildhome/repo/public/tags/matematik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/sannolikhetsl%C3%A4ra
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/storhet
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Sannolikhetsfunktion
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Frekvensfunktion
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Sannolikhetsfunktion
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Frekvensfunktion
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/V%C3%A4ntev%C3%A4rde

S0008M - Mest sannolika varde

3. Mest sannolika varde, vantevarde och median

Matt Ax Syns i figuren som

mest sannolika varde  dar sannolikheten ar storst hégsta stolpen eller toppen

vantevarde masscentrum balanspunkten

median mittpunkt i sannolikhetsmassa  punkten som delar massan i tva lika delar

/\ Sneda fordelningar drar isiar matten

For en symmetrisk fordelning med en topp sammanfaller alla tre. En lang svans at hoger drar
vantevardet at hoger men flyttar inte toppen. En enstaka tung stolpe langt bort kan till och med
gora vantevardet hur stort som helst medan det mest sannolika vardet star kvar.

4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 5, 6vning 7 — Tretton arbetare med handborrmaskin

Tretton arbetare anvander, statistiskt oberoende av varandra, en handborrmaskin 20 % av
arbetstiden. L&t £ = antalet arbetare som i ett visst dgonblick anvénder sin handborrmaskin.

a) Bestam fordelningen for €.
b) Bestam E(&) med hjalp av formelbladet.

c) Vilket ar det mest sannolika antalet arbetare som anvander sin handborrmaskin?

Z Lésning

a) Tretton oberoende arbetare, var och en med sannolikheten 0,2:

13
PR =PE=x=( )0,20,858%  x=0,1,...,13, dvs. & € Bin(13, 0,2)
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Binomialkoefficienten raknar satten att valja vilka arbetare som anvander sin maskin, och
potenserna ger sannolikheten for varje sadant val.

b)

E(€)=np=13-02=[26

c) Ur tabellen 6ver fordelningsfunktionen, p(x) = F (x) — F (x — 1):
p(0) ~ 0,0550, p(1)=~0,1787, p(2)=~0,2680, p(3)~ 0,2457

och stolparna fortsatter att avta for x > 3. Det mest sannolika antalet ar .

Bin(13, 0,2): mest sannolika vardet ar 2 (markerat)

E®)=2,6
0.3 | ®
|
|
=< 0,2 I
1l |
Iz I
o |
0,1 |
|
|
0 |

Jamforelse. Vantevardet 2,6 ligger mellan de tva hogsta stolparna, lite forskjutet at hoger
eftersom fordelningen har en svans at héger.

Uppgiften (Vdnnman 3.31) dr dtergiven ur det handskrivna l6sningsférslaget, och svaren

stimmer med det.

Se aven

e Vantevarde
e Median och kvantiler

¢ Sannolikhetsfunktion
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e Frekvensfunktion

Resurser

e Wikipedia: Typvarderz
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Exponentialfordelning

#matematik #sannolikhetslara #fordelning

Kurs: SO008M Férkunskaper: Kontinuerliga stokastiska variabler

Exponentialférdelningen beskriver vantetiden till nasta handelse i en process dar handelser intraffar
oberoende av varandra och med konstant intensitet. Den ar minneslds: den aterstaende vantetiden

beror inte pa hur lange vi redan har vantat.

1. Frekvensfunktion och férdelningsfunktion

En kontinuerlig stokastisk variabel & ar exponentialférdelad med parameter A > 0, £ € Exp(A), om

frekvensfunktionen ar

fe(x) = Ae ™, x>0

och fg(x) = 0 for x < 0. Integrerar vi far vi fordelningsfunktionen

Fs)=P@E<x)=1-¢e™, x>0

Den behdvs nastan alltid, eftersom sannolikheter for intervall da réknas utan integraler:

PE>0=c?  Pa<fsb=ci-ch

2. Vantevarde och varians

E©=7, V©®==, o=1

X 22’ A

¢ Hirledning av E(&) och V ()

Partiell integration, dar randtermerna forsvinner eftersom xke™ 5 Qnarx — oo
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20 o0

E@)={ xde ™ dx = [—xe_b‘]0 +] i e Mdx =
0 0

2N 002 —Ax _2 —2 —2— =
E(E)—fo X Ae dX—XE(E)—)?: V(E)_)? 2 A

Parametern A ar alltsd en intensitet, antal handelser per tidsenhet, och 1/A &r den genomsnittliga

vantetiden. En komponent med A = 0,005 per timme héller i genomsnitt 200 timmar.
y‘ Kopplingen till Poissonférdelningen

Intraffar handelser med intensiteten A per tidsenhet ar antalet hindelser under en tidsenhet
Poissonférdelat, Po(A), och tiden mellan tva handelser Exp(A). Samma process, tva fragor: hur
mdnga respektive hur ldnge.

3. Minnesloésheten
Fors,t > 0 galler

_P(E>s+p _ e’
PE>s) e

PE>s+t]&>s) =e"=P(E>0

En komponent som redan har fungerat i s timmar har samma chans att klara t timmar till som en helt
ny. Det &r en rimlig modell fér komponenter som inte slits, till exempel elektronik som gar sénder av
slumpmassiga spanningstoppar, men inte for delar som nots.

I\ Vanliga fel

o Parameter eller vintevarde. Exp(A) har vantevardet 1/A. Star det “medellivslangd 200
timmar” ar A = 1/200, inte 200.
e Tro att dldre komponenter dr samre. Minneslésheten ggrP(§ > s+t | E>s)=P(E > 1)

; alder spelar ingen roll i modellen.
o Integreraionddan. P (& > x) = e ™ direkt ur férdelningsfunktionen.
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4. Losta lektionsuppgifter

‘= Lektion 6, 6vning 6 — Sensorn i en digitalkamera (tenta 2005-10-24)

Livslangden & for en typ av sensor i en digitalkamera kan beskrivas av en exponentialférdelning
med A = 0,002, enhet dygn.

a) Vad ar sannolikheten att livslangden understiger 300 dygn?

b) Givet att en sensor hallit i 200 dygn, vad ar sannolikheten att den haller minst 200 dygn till?

¢ Lésning

Modell. £ € Exp(0,002), s8 F¢(x) = 1 — e %0 fr x > 0 och P (& > x) = e 0002,

a) P(§ <300) = 0,45 b) givet £ = 200: minst 200 dygn till
2 2 |
| ..
. | mork / hela skuggade
& s 15 =e % =0,67
o
H
< 1 1
X
05 0,5
0 0
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
livslangd (dygn) livslangd (dygn)

a)

P (& <300) = Fg(300) = 1 — ¢ 092300 = 1 — 706 %10 45

b) “Haller minst 200 dygn till” ar & > 400, givet £ > 200. Eftersom {& > 400} ligger helt
inom {& > 200} ar snittet bara {& > 400}:

P(E=400) _e™ _ o4 1067
P(£>200) 04 ’

P(& =400 | £>200)=

Det & samma som P (& > 200) f6r en ny sensor — minnesldsheten fran avsnitt 3. Att

sensorn redan hallit 200 dygn sager ingenting om hur lange till den haller.
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P& raknaren. a) 1-e~(-0.002%300) , b) er(-0.002x200) .

Facit: a) 0,45, b) 0,67.

:= Lektion 7, 6vning 1 — Programstart
Tiden & (sekunder) det tar for ett visst program att starta har férdelningsfunktionen

x<3

0,
PO pomn y23

Skissa fordelningsfunktionen och bestam
a) sannolikheten att det tar mer an 6 sekunder for programmet att starta,

b) den tid X som programmet startar inom med 90 % sannolikhet.

2 Lbésning

Fordelningen &r en exponentialférdelning med A = 0,2, forskjuten 3 sekunder at héger:

programmet startar aldrig snabbare an pa 3 sekunder.

|
|
|
8 |
ic [
0,4 F(6) = 0,451 l
|
0,2 |
|
0 |
0 5 10 15 20

X (s)

a)
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P(E>6)=1-F(6)=e%3 =% x|0,55

b) Vi stker x med F (x) = 0,9:

1 - e 02(3) = 09 e 02(x-3) — 0,1 & x=3+ ~114,5s

Pa riknaren. b) solve(1-e”(-0.2%(x-3))=0.9,x) .

Facit: a) 0,55, b) 14,5 s.

‘= Lektion 7, dvning 2 — Livslangd hos komponenter

Livslangden & (timmar) for en typ av elektroniska komponenter ar Exp(0,005). Skissa
frekvensfunktionen, markera sannolikheterna nedan i den och berakna dem genom att utga

fran frekvensfunktionen:
a) P (¢ < 150),

b) P (¢ > 300),

c) P(150 < & < 300),
d) P (¢ = 200).

Varfor blir summan av a), b) och c) lika med 1°?

2 Lésning

fe(x) = 0,005 %09 f5r x > 0.

pellesmoln.org/kurser/SO008M - 2026-10-19 137 /345



S0008M - Exponentialférdelning

0,005
0,004
__ 0,003
X
0,002
a) 0,528 c) 0,2
0,001
0,000
0 200 400 600 800
x (timmar)
a)
150
P(E<150)=[ 0,005¢ *%¥gx=1-¢"""»|0,528
0
b)
P(E>300)=[ 0,005e %% dx =e1° ~|0,223
300
c)

P (150 < & <300) = e %7 —e71° »[0,249

d) For en kontinuerlig variabel har varje enskild punkt sannolikheten noll — integralen éver
ett intervall av langd noll:

P (& = 200) = [0]

Summan. a), b) och c) ar disjunkta och tacker tillsammans hela [0, ), s& de maste
summera till 1: 0,528 + 0,223 + 0,249 = 1,000.

P& raknaren. a) 1-e/(-0.005%150) ; med CAS gar det ocksa direki:
[(0.005%e~(-0.005%x) ,x,0,150) .

Facit: a) 0,528, b) 0,223, c) 0,249, d) 0.
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‘= Lektion 7, 6vning 3 — Fyra av tio komponenter haller

Livslangden for en komponent ar som i évning 2, Exp(0,005). Vad &r sannolikheten att bland 10
komponenter exakt 4 har en livslangd som Overstiger 300 timmar? Handelserna att livslangden
overstiger 300 timmar for olika komponenter antas oberoende.

Z Lésning

Ny stokastisk variabel. Lat 1) = antal komponenter av de 10 som haller mer an 300 timmar.
Varje komponent gér det med sannolikheten p = P (§ > 300) = e 1° ~ 0,223, oberoende
av de andra, s € Bin(10, 0,223).

10
P(1=4=(,) 0,223% (1 -0,223)° ~| 0,114

Uppgiften kombinerar en kontinuerlig férdelning, som ger p, med en binomialfordelning
for antalet.

P& raknaren. binomPdf(10,e~(-1.5),4) .

Facit: 0,114.

Se aven

e Kontinuerliga stokastiska variabler
e Poissonfordelning

e Fordelningsfunktion

e Normalfoérdelning

o ffg-fordelning

Resurser

¢ Khan Academy: Continuous random variables
e Wikipedia: Exponentialfordelningez
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Noxrmalfordelning

#matematik #sannolikhetslara #fordelning

Kurs: SO008M Férkunskaper: Kontinuerliga stokastiska variabler

Normalférdelningen ar den klockformade fordelning som bestdms helt av sitt vantevarde 1 och sin
standardavvikelse a. Den &r den viktigaste fordelningen i kursen, eftersom summor av manga
oberoende bidrag blir approximativt normalfordelade.

1. Frekvensfunktionen

En kontinuerlig stokastisk variabel & &r normalférdelad, ¢ € N(u, o), om dess frekvensfunktion &r

1 _ew?
e 27?2 —00 < x < 00

oV 2n ’

f(x) =

/A N(u, 0) hos Vannman, N (1, 6%) nastan 6verallt annars

Kursen féljer Vannman och skriver £ € N(u, 0) med standardavvikelsen som andra parameter.
De flesta andra bocker, Wikipedia, Python och R skriver & ~ N(u, 6?), med tilde och varians. Det
ar inte bara skrivsattet som skiljer: N(170, 10) har ar samma férdelning som N (170, 100) dar.
Kontrollera alltid vilken konvention en kalla anvander innan du stoppar in siffror.

Tva parametrar racker for att faststalla hela fordelningen, och de gor var sin sak:

e |1 — vantevardet. Flyttar klockan i sidled utan att andra formen.
e 0 — standardavvikelsen. Styr bredden; hog o ger en lag och bred klocka, lag o en smal och hog.

Faktorn 1/(0+/21) &r bara normeringen som gér att arean under kurvan blir 1. Kurvan &r symmetrisk
kring 11, s& p1 &r ocksa median och mest sannolika varde.
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0.8

0.2

0.0

Normaliserade gaussianer med vantevarde 1 och varians o Bild fran Wikipedia, som anvénder
variansen som parameter.

2. Sannolikheter via standardisering

Frekvensfunktionen gar inte att integrera i slutna funktioner, sa alla sannolikheter slas upp i tabell Gver
N (0, 1). Sats 4.2 sager attom & € N(y, 0) sé ar

P@E<x=0(—5)

dar @ ar fordelningsfunktionen for den standardiserade normalférdelningen. Vi méter alltsa avstandet
fran vantevardet i antal standardavvikelser. Samma sak pa raknaren: normCdf(-,x,,0) .

¢) 68-95-99,7

Andelen av massan som ligger inom 1, 2 respektive 3 standardavvikelser fran vantevardet ar
ungefar 68 %, 95 % och 99,7 % — oavsett vilka g och 0 som géller. Det &r den snabbaste
rimlighetskollen som finns nar man raknat fram en normalsannolikhet.
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n-30 M=20 M=o il M+o P+ 20 u+30

3. Varfor den dyker upp o6verallt

Normalférdelningen ar inte vanlig for att naturen rakar tycka om klockkurvor, utan foér att den ar en
gransférdelning: summerar man manga oberoende bidrag gar resultatet mot en normalférdelning
oavsett hur de enskilda bidragen ar fordelade. Det &r innehallet i centrala gransvardessatsen, och det
ar darfér matfel, langder och brus sa ofta modelleras normalt.

Situation Vad som héander

Summa av manga oberoende termer Gar mot normalférdelning — Centrala gransvardessatsen
Binomial med np(1 — p) > 10 Approximeras av N (np, m)

Poissonférdelning med stort A Approximeras av N (A, \/X)

Linjarkombination av oberoende Ar exakt normalférdelad — se Summor av normalférdelade
normalférdelade stokastiska variabler

&) Den bevarar sig sjalv

Att en summa av normalfordelade variabler sjdlv ar normalférdelad ar ovanligt bland fordelningar

och gor rakningarna latta: det racker att halla reda pa vantevarde och standardavvikelse, sa ar
hela fordelningen kand.
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4. Tva dimensioner

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

0.0

Gaussisk funktion éver en tvadimensionell doman. Bild frdn Wikipedia.

Med tva variabler samtidigt bestams fordelningen av tva vantevarden, tva standardavvikelser och
korrelationen mellan variablerna — se Tvadimensionell normalférdelning.

5. Losta lektionsuppgifter
‘= Exempel — sannolikheten for en avvikelse uppat

Langden hos en population ar normalférdelad med g = 170 cm och 0 = 10 cm. Hur stor andel ar

langre an 185 cm?

2 Lésning
Setup. Vi soker P (€ > 185) dar & € N(170, 10). Standardisera forst.
Rakningen.

185 - 170
P(§ > 185) = 1 - ®(——) = 1~ &(1,5) = 1-0,9332 =[0,0668
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Rimlighetskoll. 185 cm ligger 1,5 standardavvikelser 6ver medelvardet. Enligt 68-95-

regeln ligger 16 % ovanfor 10 och 2,5 % ovanfér 20, sa svaret ska hamna mellan dessa.
Knappt 7 % gor det.

P& raknaren. normCdf(185,»,170,10) .

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

:= Lektion 7, 6vning 5 — Gangtid till universitetet

Gangtiden & (minuter) vintertid mellan hemmet och Luled tekniska universitet fér en viss

statistiklarare ar normalférdelad med g = 18 och 0 = 1,5. Berakna sannolikheten att gangtiden
en slumpmassigt vald vinterdag understiger 16 minuter.

¢ Lésning

& € N(18, 1,5). Den sokta sannolikheten ar den skuggade svansen:

N(18, 1,5): gangtid under 16 minuter

12 14 16 18 20 22 24
gangtid (minuter)

Sats 4.2:

16 -18

P (¢ <16) = &(

)= ®(-1,33) = 1 - ®(1,33) ~ 1 - 0,9082 ~ [0,09

b

Rimlighetskoll. 16 minuter ligger 1,33 standardavvikelser under medelvardet — mellan 10 (
16 % under) och 20 (2,5 % under).
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Pa raknaren. normCdf(-»,16,18,1.5) — bocka i Draw sa ritas den skuggade svansen.

Facit: 0,09.

:= Lektion 7, 6vning 7 (Vannman 4.29) — Symmetri kring [

Lat & € N(u, 0). Berékna

a) P& <p),

b) P(§ <p—0),

c)P(§>p+to),

d)P(& <p-20),

e) P(E > p +20).

Diskutera vad resultaten sager om p och o fér en symmetrisk fordelning.

/ Losning

Standardiseramed n = (¢ — p)/o € N(0, 1).

a) Kurvan ar symmetrisk kring 1, sa halften av massan ligger till vanster:

P(§<p)=2(0)=]0,5

b)

PE<p-0)=P(n<-1)=1-d(1)~1-0,8413 = [0,1587

¢) Samma svans pa andra sidan:

P(E>p+0)=P(n>1)=[0,1587
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d) och e) Pa samma satt:

P(E<pu-20)=PE>p+20)=1-®2)~1-09772 ={0,0228

Tolkning. p ar symmetricentrum och delar massan mitt itu. o ar en naturlig langdskala:

ungefar 16 % av massan ligger mer &n en standardavvikelse ut at varje hall, och drygt 2 %
mer an tva.

Uppgiften (Viinnman 4.29) dr dtergiven ur det handskrivna l6sningsférslaget, och svaren
stdmmer med det.

:= Lektion 8, 6vning 1 — Inom en och tre standardavvikelser

Antag att & € N(u, 0). Berdkna

AP(p-o<é<p+to),

b) P(u—30 <& <+ 30).

Tolka i ord betydelsen av 0 i normalférdelningen med hjalp av sannolikheterna.

¢ Lésning

Efter standardisering beror svaren inte pa pt och o:

a)

P(-1<n<1)=d(1)-d(-1)=2d(1)-1~2-0,8413 - 1 =[0,683

b)

P(-3<n<3)=2d(3)-1~2-0,99865- 1 =[0,997
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Tolkning. Ungefar tva tredjedelar av alla observationer hamnar inom en standardavvikelse
fran vantevardet, och praktiskt taget alla inom tre. Ett varde mer &n 30 fran p ar sa ovanligt
att det bor vacka misstanke om att modellen inte stammer.

P& raknaren. normCdf(-1,1) och normCdf(-3,3).

Facit: a) 0,683, b) 0,997.

Se aven

e Standardiserad normalférdelning

e Kontinuerliga stokastiska variabler

e Linjara funktioner av stokastiska variabler

e Summor av normalfordelade stokastiska variabler
e Centrala gransvardessatsen

e Tvadimensionell normalférdelning

Resurser

e 3BluelBrown: But what is the Central Limit Theorem?z — varfor just den har kurvan dyker
upp Overallt

e Khan Academy: Normal distributions e

e Wikipedia: Normalférdelning =
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Standardiserad normalfordelning

#matematik #sannolikhetslara #fordelning

Kurs: SOO08M Férkunskaper: Normalfordelning

Den standardiserade normalférdelningen ar N (0, 1), normalférdelningen med vantevarde 0 och
standardavvikelse 1. Varje normalférdelning kan féras 6ver till den genom att vi drar bort vantevardet
och delar med standardavvikelsen, och darfor racker en enda tabell: @(x) fér sannolikheter och A4

for kvantiler.

1. N(0,1) och @

Ar& € N(0, 1) blir frekvensfunktionen

1
2

o(x) = —=¢*"

5]

och férdelningsfunktionen betecknas med ett eget tecken:

D(x) = P(§ < x)

DO (x) &

0 X Ao

@(x) ar den ljusa arean till vanster om x. Kursbokens normalférdelningstabell ger @(x) for x > 0.
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2. Symmetrin

Kurvan ar symmetrisk kring O: arean till vanster om —x &r lika stor som arean till héger om x. Alltsa

D(—x) =1-D(x)

Darfor behover tabellen bara positiva x. Tva foljder som anvands hela tiden:

P(E>x)=1-D(x), P(—x<&<x)=20(x)-1
¢ Rita alltid figuren

Skissa klockan, markera granserna och skugga den sokta arean innan du slar i tabellen. Da syns
direkt om svaret ska vara storre eller mindre an 0,5, och om symmetrin behdvs.

3. Standardisering

Sats 6.1.0m & € N(u, 0) sd ar

§—

== ENQO,1)

Satsen ar en omformulering av Sats 4.2 i normalférdelningen: P(§ < x) = P((§ — p)/o < (x —
W)/o) = ®((x — p)/o). Att bilda (§ — p)/o kallas att standardisera eller normera €. Det fungerar
eftersom en linjar funktion av en normalférdelad variabel ar normalférdelad, och raknereglerna for

vantevarde och varians ger vantevarde 0 och standardavvikelse 1.

4. Kvantiler: A,

Ofta fragar vi baklanges: vilket x har en given sannolikhet ovanfér sig? Fér £ € N (0, 1) definieras Ay av

P(E>A) =af, alltsa DPA)=1-«

A« r den morka svansen i figuren ovan. Kursboken har en egen tabell fér de vanligaste a, och pa
miniraknaren ger invNorm(1-a) samma sak. I annan litteratur skrivs A, ofta z,.

a 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001

Ao 1,2816 1,6449 1,9600 2,3263 2,5758 3,0902
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Pa grund av symmetrin ar P (£ < —Ay) = @, och P (—Agpn < € < A4p) = 1 — . Det sista ar grunden
for konfidensintervall.

[\ Vanliga fel

Dela med variansen. Standardiseringen ar (§ — p)/0 med standardavvikelsen, inte 0.

Negativa argument. Tabellen saknar negativa varden; anvand ®(—x) = 1 — ®(x).

Blanda ihop @ och A,,. @(x) ar sannolikheten till vénster, A har sannolikheten a till héger,
sd )\0,025 = 1,96.

noxmcdf med varians. Riknaren vill ha o som sista argument, inte 02.

5. Losta lektionsuppgifter

‘= Lektion 7, 6vning 4 — Matfel

Matfelet & ar normalférdelat N (0, 1). Skissa frekvensfunktionen och markera de sokta
sannolikheterna. Berdkna

a) P (¢ > 1,75),

b) P (¢ < —1,75),

c) P(-0,78 < & < 2,13).
Bestam talet a sa att
d)P(§ > a) = 0,025,

e) P( < a) = 0,001.

/ Losning

a)

P(E>1,75) = 1 - ®(1,75) ~ 1 - 0,9599 = [0,040
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b) Symmetrin: vanstersvansen under —1,75 &r lika stor som hogersvansen éver 1,75:

P (& <~1,75) = ®(-1,75) = 1 - ®(1,75) ~

c)

P(-0,78 < & < 2,13) = ®(2,13) — ®(-0,78) = D(2,13) — (1 - ®(0,78)) ~ 0,9834 — 1 +

d) Per definition &r a = Ag,025:

a =Moo ®

e) Svansen till vanster har sannolikheten 0,001, sd a ar negativt. Symmetrin ger P (§ <

~Ao,001) = 0,001:

a=—Xooo1 ®

Pa raknaren. a) normCdf(1.75,),C) normCdf(-0.78,2.13),d) invNorm(0.975),

e) invNorm(0.001) .

1,96

0,040

-3,09

Facit: a) 0,040, b) 0,040, ¢) 0,766, d) 1,96, e) -3,09.

Se aven

e Normalférdelning

e Fordelningsfunktion

e Linjara funktioner av stokastiska variabler
e Konfidensintervall

e Hypotesprovning

Resurser

e Khan Academy: Normal distributionsrz
e Wikipedia: Standard normal tablerz
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Median och kvantilerx

#matematik #sannolikhetsldara #storhet

Kurs: SO008M Férkunskaper: Fordelningsfunktion, Frekvensfunktion

Medianen ar det varde som delar sannolikhetsmassan i tva lika stora delar. Mer allmant anger en
kvantil var en viss andel av massan har passerats, och kvartilavstandet mater hur utspridd den

mittersta halften av fordelningen ar.

1. Medianen

For en kontinuerlig stokastisk variabel & ar medianen m det varde som uppfyller

Fe(m)=P( <m)=0,5

Halften av sannolikhetsmassan ligger till vanster om m och halften till héger, sa P(§ <m) = P (& >

m) = 0,5. I en figur delar medianen arean under frekvensfunktionen itva lika stora delar.

Exp(1): kvartilerna delar arean i fyra delar om 25 % var

X0,25 m X0,75

1
0,8\ E® 41
I
0,6 \ '
I
o \
i
I

fE(X)

0’2 \
25%| 25% :25% 25%
0
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5

For Exp(1) ar medianen m = In 2 = 0,69 men véantevardet 1: den langa svansen at hoger drar
vantevardet med sig.
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Medianen &r ett lagesmatt, precis som vantevardet. For en symmetrisk fordelning sammanfaller de;
for en sned férdelning drar en lang svans vantevardet med sig, men inte medianen.

2. Kvantiler

Medianen &r ett specialfall av en kvantil: det varde x dar fordelningsfunktionen har natt en viss niva. De

vanligaste ar

Kvantil Uppfyller

nedre kvartilen  F¢(x) = 0,25
medianen F¢(x) = 0,50

ovre kvartilen Fe(x) = 0,75

For att hitta en kvantil loser vi ekvationen Fe¢(x) = q for x. Pa raknaren gor invNoxm(q,u,0) just det

for normalfordelningen.
2 Ovre kvantiler i inferensdelen

For N (0, 1) och t-férdelningen anvander kursen i stallet 6vre kvantiler: A, ar det varde som har
sannolikheten a till héger om sig, P (§ > A,) = a. Det ar samma sak som att F (A,) = 1 — a.

3. Kvartilavstandet

Skillnaden mellan dvre och nedre kvartilen kallas kvartilavstandet:

kvartilavstand = X0,75 ~ X0,25

dar x, betecknar [6sningen till F¢(x) = q. Det &r ett spridningsmatt, precis som standardavvikelsen:

det mellersta halvan av massan ligger inom ett intervall av den langden.
¢) Samma matt som i beskrivande statistik

Median, kvartiler och kvartilavstand for en stokastisk variabel ar fordelningens motsvarighet till de
matt vi raknar pa ett datamaterial i laboration 1, med Tukeys definitioner; se Beskrivande
statistik. Dar raknar vi pa observerade varden; har ar det egenskaper hos modellen.
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= Exempel — Median och kvartiler for f(x) = 2x

¢ har frekvensfunktionen fg(x) = 2x for 0 < x < 1 och 0 annars. Bestam medianen, kvartilerna
och kvartilavstandet, och jamfér medianen med vantevardet.

2 Lésning
Fordelningsfunktionen pa [0, 1] ar

Fe(x)=[ 2tdt=x*
0

Varje kvantil [6ser x* = @, alltsd X = Va:

Q

0,866

o[

1
Xp25 =|0,5}, m = Xos5 = 7 ~ 10,707 |, X075 =

kvartilavstand = 0,866 — 0,5 ~ | 0,366

Véntevardet ar E(¢) = |, 2x% dx = 2/3 ~ 0,667, alltsa lite mindre &n medianen. Massan
ligger tatast nara 1, och den tunnare svansen mot O drar vantevardet at vanster.

P& raknaren. solve(x~2=0.75,x) ger bada rétterna +0,866; bara deni [0, 1] géller.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

N Vanliga fel

e Losaf(x) = 0,5i stéllet for F (x) = 0,5. Medianen hittas med fordelningsfunktionen,
inte frekvensfunktionen.

 Behalla fel rot. Ekvationen F (X) = g kan ha l6sningar utanfor definitionsmangden; valj den
dar F faktiskt galler.

e Ovre och nedre kvantil. Ao o5 i inferensdelen har 0,05 till héger, alltsd F (Ao,05) = 0,95.
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Se aven

e Fordelningsfunktion

¢ Frekvensfunktion

e Vantevarde

e Varians och standardavvikelse
e Mest sannolika varde

e Teckenintervall

Resurser

e Wikipedia: Kvantilz
e Wikipedia: Interquartile range=
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Linjara funktioner av stokastiska
variabler

#matematik #sannolikhetslara #sats

Kurs: SO008M Forkunskaper: Vantevarde, Varians och standardavvikelse, Oberoende

stokastiska variabler

Vantevardet ar linjart, sd E(a + bn + ¢) = aE(&) + bE(n) + c galler alltid. Variansen ar det inte — for
oberoende variabler giller V (a& + bn) = a*V (&) + b*V (1), alltsa adderas varianserna men med
kvadrerade koefficienter.

1. En variabel: aé+b

For konstanter a och b galler

E(a§+b)=aE(@)+b,  V(a&+b)=a’V(d)

och darmed 0ue4p = |a| o:.

Att lagga till b flyttar hela férdelningen utan att andra spridningen. Att multiplicera med a skalar
avstanden, och eftersom variansen ar ett kvadratiskt matt skalas den med a?.

2. Summor: Sats 5.1

For stokastiska variabler &y, ..., &, och konstanter ¢y, ..., ¢, galler

E( Y ci&) = Y i E(&)

i=1 i=1

alltid, och om variablerna ar oberoende
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V(X&)=Y V(&)

i=1 i=1

/\ Varianser adderas — standardavvikelser gér det inte

05,48 = 4/ G% + G%, inte g1 + g2. Och vid en differens adderas varianserna ocksa, eftersom ¢ =
-1gerc? =1:

V(&1 -8&)=V(&)+ V(&)

Ar variablerna beroende giller vantevardesregeln fortfarande, men variansen far en extra term
med kovariansen.

3. Medelvardet av oberoende likafordelade

Ett viktigt specialfall: &y, ..., &, oberoende och likaférdelade med vantevarde pt och standardavvikelse
0. Fér summan och medelvardet £ = % Y & ger Sats 5.1

2

E(Zéi):nﬂ, V(eri)=n62, E(E):I,l, V(E): %

Summans standardavvikelse vaxer bara som 4/n, och medelvérdets krymper som a/4/n. Det &r skilet
till att upprepade matningar lonar sig — se Medelvardets férdelning.

4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 8, 6vning 4 — F6rsok i tva etapper

Ett vetenskapligt forsok bestar av tva etapper, dar den andra inte kan pabérjas férran den forsta
ar klar. L&t &; och & vara tiden (minuter) for respektive etapp, och anta att de ar oberoende med
E(&) =120,V (&) = 36,E(&) = 250 och V (&) = 121. Bestam vantevarde och
standardavvikelse for den totala tiden & = & + &,. Diskutera hur resultatet kan férandras om

variablerna ar beroende.

2 Lésning
Vantevarde. Galler alltid:
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E(§) = E(&) + E(&) =120 +250 =

Varians och standardavvikelse. Oberoendet ger

V(§) =V (&) + V(&) =36+121 =157, o: = /157 ~|12,53 min

Om de ar beroende. Vantevardet dndras inte. Variansen kan daremot andras mycket. Tva
extremfall: om & alltid &r en exakt kopia av & blir V(&1 + &) = V(2&1) = 4V (&), och om
de tar ut varandra helt, som & — & = 0, blir variansen 0.

Facit: E(§) = 370, 0 = 12,53. Stidmmer med det handskrivna l6sningsforslaget.

‘= Lektion 8, 6vning 5 — Fem byggelement

Vid tillverkning av byggelement varierar langden, och langderna kan betraktas som oberoende
likafordelade stokastiska variabler med vantevarde 1 m och standardavvikelse 0,005 m. Vi vill ta
ut fem element som ska bli 5 meter sammanlagt.

Metod 1: valj ett element pa mafa och slipa till fyra andra sa att de blir exakt lika langa som
det forsta.

Metod 2: ta fem element pa mafa.

Vilken metod ar bast, i meningen att standardavvikelsen for den totala langden ar minst?
Slipningen antas exakt. Varfor vill vi ha liten standardavvikelse, och ar resultatet intuitivt rimligt?

2 Losning

Beteckningar. & = langden (m) av element nummerk, k = 1, ..., 5, oberoende med
E(é) = 1 och o = 0,005. Lat & vara den totala langden.

Metod 1. Alla fem blir lika langa som det forsta, s& & = 5&;:
E() =5, V(&) =25V (&) = 25 - 0,005 = 0,000625, ot = 50 = 0,025 m

Metod 2. = & + & + & + &4 + & med oberoende termer:
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E@&) =5 V(@& =5V(&)=0000125  0¢=+50~0,011m

Samma vantevarde 5 m, men metod 2 sprider mindre

metod 2: &1+ ... + &5
0=0,0112m

metod 1: 5&1
0=0,025m

4,95 4,975 5 5,025 5,05
total langd (m)

Svar.| Metod 2 |ger minst standardavvikelse. Bada metoderna traffar 5 m i genomsnitt, men

liten standardavvikelse betyder att den verkliga langden sallan hamnar langt ifran.

Rimlighet. Med metod 1 upprepas det forsta elementets fel fem ganger. Med metod 2 ar
felen oberoende, sa de tar delvis ut varandra: ett for langt element kompenseras ofta av ett
for kort.

Facit: metod 2, eftersom V(&1 + ... + &) = 0,000125 < 0,000625 = V/(5&1). Stdmmer med det
handskrivna l6sningsforslaget.

Se aven

e Vantevarde

e Varians och standardavvikelse

e Oberoende stokastiska variabler

e Summor av normalfordelade stokastiska variabler
e Medelvardets fordelning

e Kovarians

Resurser

e Khan Academy: Combining random variables

e Wikipedia: Variance — sum of uncorrelated variables=
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Oberoende stokastiska variabler

#matematik #sannolikhetslara #definition

Kurs: SO008M Forkunskaper: Oberoende handelser, Stokastisk variabel

Stokastiska variabler ar oberoende om vetskap om vardet pa den ena inte andrar férdelningen for den
andra. Begreppet ar samma som for oberoende handelser, men kravs for alla handelser som
variablerna kan ge upphov till.

1. Definitionen

Tva stokastiska variabler  och 1] &r oberoende om handelserna {§ < x} och {n < y} ar oberoende
for allax och y:

PE<x,n<y)=P@E<x)P(n<y)

Kommatecknet betyder “och”, alltsa snitt. Definitionen utvidgas pa samma satt till &, ..., &,:
sannolikheten att alla ligger under sina granser ar produkten av de enskilda sannolikheterna.

For diskreta variabler ar det samma sak som att sannolikhetsfunktionerna multipliceras,
P(=x,n=y)=P(=x)P(n=y) forallax,y

och for kontinuerliga att frekvensfunktionerna gor det. Den simultana férdelningen behandlas utforligt i
Flerdimensionella fordelningar.

2. Nar antar vi oberoende?

Oberoende &r nastan alltid ett modellantagande, inte nagot vi raknar fram. Det &r rimligt nar
variablerna kommer fran fysiskt atskilda forsok: tva olika tarningskast, matningar pa olika enheter,
tiderna for tva etapper som inte paverkar varandra. Det &r inte rimligt nar en gemensam orsak styr

bada, till exempel langd och vikt hos samma person.
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/ Oberoende likaférdelade

Nar &1, ..., &, ar oberoende och har samma férdelning kallas de oberoende likaférdelade. Det ar
standardmodellen for ett stickprov: n upprepade matningar av samma storhet under samma
forhallanden. Engelska texter forkortar det i.i.d.

3. Vad oberoendet ger

Oberoende behdvs framfor allt for variansen. Vantevardet av en summa ar alltid summan av
vantevardena, men

V(i +&)=VI(&)+ V(&) om &, &, ar oberoende

Utan oberoende tillkommer en term som mater samvariationen, kovariansen. Se Linjara funktioner av
stokastiska variabler.

/\ Samma variabel tva ganger ir inte tvd oberoende variabler

&1 + & = 2&; harvariansen 4V (&;), medan &; + &, med tva oberoende kopior har 2V (&;). Att

skriva & + & nar man menar tva oberoende méatningar ar ett vanligt fel.

‘= Exempel — Tva véxlar
Antalet samtal per minut till tva vaxlar &r & € Po(2) och n € Po(3), oberoende av varandra.
a) Vad ar sannolikheten att ingen av vaxlarna far nagot samtal under en minut?

b) Berakna E(§ — ) och V (§ — n).

2 Lésning

a) Oberoendet later oss multiplicera:

PE=0,n=0)=P(E=0)P(n=0)=e2e>=e">~[0,0067
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Det stimmer med att & + 1 € Po(5), dar P (¢ + n = 0) = e~ (summan av
oberoende Poissonvariabler).

b) Vantevardet kraver inget oberoende:

B@E-m=2-3=["1]

Variansen gor det, och minustecknet férsvinner eftersom V (-n) = (-1)?’V (n):

V(E-m=V(@E+V(@)=2+3=5]
P& raknaren. a) poissPdf(2,0)*poissPdf(3,0) .

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer 6verens.

/\ Vanliga fel

e Subtraheravarianser. V({ —n) = V(&) + V(n),aldrig V(§) — V().

e Addera standardavvikelser. D({ + 1) = 1/V (§) + V(17), inte D(§) + D(n).
e Multiplicera utan oberoende. P (¢ = x, n =y) = P(§ = x)P(n = y) géller bara om
variablerna ar oberoende.

Se aven

e Oberoende handelser

e Linjara funktioner av stokastiska variabler
e Flerdimensionella fordelningar

e Kovarians

e Stokastisk variabel

Resurser

e Wikipedia: Independence (probability theory) &z
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Summoxr av normalfordelade stokastiska
variabler

#matematik #sannolikhetslara #sats

Kurs: SO008M Forkunskaper: Linjara funktioner av stokastiska variabler, Normalfordelning

En linjarkombination av oberoende normalfordelade stokastiska variabler ar sjalv normalfordelad.
Fordelningsformen bevaras alltsa, och det racker att berakna summans vantevarde och varians for att

kanna hela dess férdelning.

1. Satsen

Lat &y, ..., &, vara oberoende med & € N(u;, 0;), och lat ay, ..., a, och b vara konstanter. D3 ar

n

al€1+ +an€n+b S N(Z ail”i"’b:
i=1

Vantevardet och variansen ar inget nytt — de foljer av raknereglerna for linjara funktioner, som galler
for alla fordelningar. Det nya ar att summan ar exakt normalfordelad.

/\ Varianserna adderas, inte standardavvikelserna

For & + & ar standardavvikelsen /07 + 03, inte 01 + 0. Och fér en differens &; — & adderas
varianserna ocksa, eftersom a% G

&1 =& € Ny — o, 4/ 02 +03)
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2. Vad som kravs

Antagande som
Vad som hédnder
fallex

Vantevarde och varians galler fortfarande, men fordelningen ar okand.
¢ inte )

Ar antalet termer stort ger Centrala gransvardessatsen anda en
normalférdelade

approximativ normalférdelning.

Vantevardet galler fortfarande, men variansen far en extra term
&; inte oberoende
med kovariansen.

3. Att rakna sannolikheter
Nar summans férdelning N (i, 0) ar bestamd réknar vi som vanligt genom att standardisera:
X —
PE=x)=d(—)

Soker vi i stallet en grans x med en given sannolikhet gér vi baklanges med en kvantil: P({ < x) =1 —
agerx =+ Aq0.

&) Ritafigur

Skissa normalkurvan och skugga den sannolikhet som efterfragas. Det avgor direkt om det ska
vara @(z) eller 1 — ®(z), och om kvantilen ska laggas pa ena eller bada sidorna.

/N Vanliga fel

o 2 istillet for & + &,. Tva oberoende exemplar ger V (& + &) = 20°, men samma
variabel tva ganger ger V (2§) = 4¢?. Las uppgiften: ar det samma matning eller tva?

e Varians som andra parameter. I kursen betyder N (, 0) standardavvikelsen, och normcdf
pa raknaren tar ocksa o — ta roten ur variansen innan du satter in den.

e Oberoende bortglomt. Variansformeln kraver oberoende; annars tillkommer
kovarianstermer, se Kovarians.

pellesmoln.org/kurser/SO008M - 2026-10-19 166 / 345


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Centrala-gr%C3%A4nsv%C3%A4rdessatsen
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Kovarians
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Standardiserad-normalf%C3%B6rdelning
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Kovarians

S0008M - Summor av normalférdelade stokastiska variabler
4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 9, 6vning 1-3 — Forsok i tva etapper

Ett vetenskapligt forsok bestar av tva etapper, dar den andra inte kan paborjas forran den forsta
ar avslutad. L&t &; och &, vara tiden i minuter for respektive etapp. Antag att §; och &, ar
oberoende och normalférdelade med E(&1) = 120, V (&1) = 36, E(&2) = 250 och V (&) = 121.

Ovning 1. Berdkna sannolikheten att den totala tiden &; + &, éverstiger 350 minuter.
Ovning 2. Bestam en tid inom vilken férsdket ar avslutat med 95 % sannolikhet.

Ovning 3. Bestam grinser, symmetriskt kring vantevardet, mellan vilka den totala tiden ligger
med 90 % sannolikhet.

Z Lésning
Summans fordelning. Oberoende och normalférdelade, sa

£=§& +& € N(120 + 250, v/36 + 121) = N(370, v/157) ~ N(370; 12,53)

P(€ > 350) = 0,945 P( = 390,6)=0,95 P(349,4 < § = 390,6) =0,90

A A A

320 340 360 380 400 420 320 340 360 380 400 420 320 340 360 380 400 420
minuter minuter minuter

Ovning 1.

P(E>350)=1- @(%) = 1 - ®(-1,60) = d(1,60) ~ [0,945

Ovning 2. Vi séker t med P (€ < t) = 0,95, allts& t = 370 + Ag 05 * 12,53 med Ag 05 =
1,6449:
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t=370+1,6449 - 12,53 ~ [ 390,6 minuter

Ovning 3. 90 % i mitten lamnar 5 % i varje svans, s& samma kvantil Ag g5 p& b&da sidor:

370+ 1,6449 - 12,53 = |[349,4; 390,6]

Rimlighetskoll. Den 6vre gransen i 6vning 3 &r samma som i 6vning 2: bada lamnar 5 %
ovanfér. Och 350 minuter ligger strax éver den undre gransen 349,4, sa sannolikheten i
6vning 1 ska vara strax under 0,95. Den ar 0,945.

P3 raknaren. 1) normCdf(350,»,370,v(157)) , 2) invNoxm(0.95,370,v(157)), 3)
invNorm(0.05,370,v(157)) och samma med 0.95.

Facit: 1) 0,945, 2) 390,6, 3) [349,4; 390,6].

‘= Lektion 9, 6vning 4 (Vannman 6.11) — Skruv och mutter

Diametern hos en skruv ar & € N(4,10; 0,16) mm och diametern hos halet i en mutter ar
& € N(4,35; 0,12) mm, oberoende av varandra. Muttern passar skruven om halet ar stérre &n
skruven men hogst 0,6 mm storre. Vad ar sannolikheten att en slumpvis vald mutter passar en

slumpvis vald skruv?

2 Lésning
Villkoret som olikhet. Med & = & — & passar mutternom 0 < & < 0,6.

Differensens fordelning. Varianserna adderas:
€ N4,35-4,10, /0,162 +0,122) = N(0,25; 0,2)

Sannolikheten ar arean mellan 0 och 0,6:

pellesmoln.org/kurser/S0008M - 2026-10-19 168 /345



S0008M - Summor av normalférdelade stokastiska variabler

Spelet € =& - &1 € N(0,25, 0,2): muttern passarom0< £< 0,6

-0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
spel (mm)

0,6 — 0,25 0-025
—55 )~ P55 ) = @(1,75) - B(-1,25)

P(0 <& <0,6) = d —

= ®(1,75) - (1 - ®(1,25)) ~ 0,9599 — 1 + 0,8944 ~[0,854

Pa raknaren. normCdf(0,0.6,0.25,0.2) .

Uppgiften (Vdinnman 6.11) dr dtergiven ur det handskrivna l6sningsférslaget, och svaret

stimmer med det.

‘= Lektion 10, 6vning 1 — Majas och Joels utgifter

Majas och Joels utgifter for kursmaterial (kr) under en manad ar oberoende stokastiska variabler.
Majas utgifter ar normalférdelade med vantevarde 420 kr och standardavvikelse 30 kr, Joels med

vantevarde 340 kr och standardavvikelse 25 kr.

a) Vad ar sannolikheten att deras sammanlagda utgifter en manad 6verstiger 800 kr?

b) Vad ar sannolikheten att Joels utgifter Gverstiger Majas en slumpmassigt vald manad?

Vilket resultat anvands, och vilka forutsattningar kravs?
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J Lésning

Lat £ € N(420, 30)vara Majas ochn € N(340, 25) Joels utgifter. Satsen ovan kraver att
de ar oberoende och normalférdelade — bada ar givna.

a)

&+n € N(760, v/302 + 252) = N(760; 39,05)

P(§+n>800)=1- cD(%) =1-d(1,02) ~|0,154

b) “Joel 6verstiger Maja” arn — & > 0. Differensen:

n— & € N(340 — 420, /252 + 302) = N(-80; 39,05)

0 - (-80)

P -§>0)=1-d(—

) = 1-®(2,05) ~[0,020

Facit: a) 0,1539, b) 0,0202. Facit avrundar z till tvd decimaler fére tabellslagning; utan
avrundning blir a) 0,1528.

Se aven

e Linjara funktioner av stokastiska variabler
e Normalférdelning

e Standardiserad normalférdelning

e Medelvardets fordelning

e Centrala gransvardessatsen

Resurser

e Wikipedia: Sum of normally distributed random variables
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Medelvardets fordelning

#matematik #sannolikhetslara #sats

Kurs: SO008M Forkunskaper: Summor av normalférdelade stokastiska variabler

Medelvardet av n oberoende observationer fran samma normalférdelning ar sjalvt normalférdelat, med
samma vantevarde men med standardavvikelsen delad med 4/n. Resultatet &r grunden fér nastan all

inferens om vantevarden.

1. Summa och medelvarde av likafordelade variabler

Lat &y, ..., &, vara oberoende och alla N (y, 0). Med a; = 1 respektive a; = 1/n i satsen om summor av

normalfordelade variabler far vi

Y& €Ny, ovi), E=-Y&ENW L)
i=1 n vn

2. Kvadratroten

¢) Spridningen vixer som 4/n, inte som n

Summan av n oberoende variabler har standardavvikelsen G\/ﬁ, medan n ganger samma
variabel, né, har standardavvikelsen no. Oberoende fel tar delvis ut varandra, identiska fel gér
det inte.

Fér medelvardet betyder det att standardavvikelsen o/4/n krymper nar n viaxer — men ldngsamt:
fyra ganger sa manga matningar halverar spridningen.

Samma jamforelse gjordes med byggelementen i Linjara funktioner av stokastiska variabler: fem
element valda pa mafa gav mindre spridning i totallangden an ett element kopierat fem ganger.
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3. Nar ¢ inte ar normalférdelade

Vantevardet och standardavvikelsen

E@=p V(@)=

02
n

galler for alla fordelningar, sa lange variablerna ar oberoende och har samma 1 och @.
Normalférdelningen ar daremot exakt bara om ¢; ar normalférdelade. Annars ger Centrala

gransvardessatsen att E ar approximativt normalférdelad nar n ar stort.
2 Varfor det spelar roll for inferens

éér den naturliga punktskattningen av . Att vi kdnner dess fordelning, N (4, o/4/n), &r det som
gor det mojligt att bygga konfidensintervall och test for 1.

O\ Vanliga fel

e Glémma roten. D(&) = a/4/n, inte o/n.

o Summa eller medelvirde. Summan har D = gy/n, medelvardet 0/+/n. L3s vilken storhet
fragan galler.

o & + -+ + &, &rinte n&;. n oberoende matningar har variansen na?; en matning ganger n
har n?o?.

4. Losta lektionsuppgifter
:= Lektion 9, dvning 6 — Stoérda kunder under 14 dagar

Ett telemarketingforetag har kommit fram till att andelen storda kunder en godtyckligt vald dag
kan beskrivas av en normalférdelning med véantevarde 55 procent och standardavvikelse 8
procent. Vad ar sannolikheten att den genomsnittliga andelen stérda kunder under en 14-
dagarsperiod 6verstiger 58 procent?

Z Lésning

Lat & = andelen stérdadagi,i = 1, ..., 14, oberoende och N (55, 8). Medelvardet:
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& € N(55, %) = N(55; 2,138)

58 — 55
2,138

P(&>58)=1-d( ) = 1-®(1,40) ~| 0,081

Medelvardet sprider mindre, sa svansen 6ver 58 krymper

medel av 14 dagar:

|

|
N(55, 8/V14), dver 58: 0,08 :
|
|
|

en enskild dag: N(55, 8)
over 58: 0,35

30 40 50 60 70 80
andel storda kunder (%)

Jamforelse. En enskild dag ar P (§; > 58) = 1 — @(3/8) = 0,35. Genomsnittet ver 14
dagar sprider mycket mindre, sa det ar betydligt ovanligare att det hamnar 6ver 58.

Pa raknaren. normCdf(58,»,55,8/v(14)) .

Facit: 0,081 (tabell med z avrundat; utan avrundning 0,080). Antagandet om oberoende
mellan dagarna stdr inte i uppgiften men krévs.

:= Lektion 9, 6vning 9 (Vannman 6.14) — Kex i en férpackning

Tjockleken hos ett kex ar N(0,4; 0,05) cm, oberoende mellan kexen. En férpackning rymmer en
stapel pa 12 cm.

a) Vad ar sannolikheten att minst 28 kex far plats?

b) Vad ar sannolikheten att minst 30 kex far plats?
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J Lésning

Lat & = tjockleken hos kex nummer k, & € N(0,4; 0,05), oberoende. Minst n kex fér plats
om de n forsta tillsammans ar hogst 12 cm.

a)§ =&+t &g

£ € N(28- 0,4, 0,05v28) = N(11,2; 0,265)

12-11,2

P(§<12) = O(———

) = ®(3,02) ~ [0,9987

b)E =& + -+ &y € N(12; 0,05v/30), och 12 cm &r precis vantevardet:

P(E < 12) = ®(0) =[0,5

Uppgiften (Vdnnman 6.14) dr dtergiven ur det handskrivna l6sningsférslaget, och svaren
stdmmer med det.

Se aven

e Summor av normalfordelade stokastiska variabler
e Centrala gransvardessatsen

e Linjara funktioner av stokastiska variabler

e Punktskattning

e Konfidensintervall

Resurser

e Khan Academy: Sampling distribution of the sample meanmz
e Wikipedia: Standard errorz
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Centrala gransvardessatsen

#matematik #sannolikhetslara #sats

Kurs: SO008M Férkunskaper: Medelvardets fordelning

Centrala gransvardessatsen sager att summan av manga oberoende, likaférdelade stokastiska
variabler ar approximativt normalférdelad, oavsett hur de enskilda variablerna ar férdelade. Det
forklarar varfor normalférdelningen dyker upp sa ofta, och gér den anvandbar aven nar
grundférdelningen ar okand.

1. Satsen

Lat &1, &, ... vara oberoende och likaférdelade med véantevarde p och standardavvikelse 0. Da galler
for stora n approximativt

S & ~ Ny, ov/), éwNm;%)

i=1

Vantevardet och standardavvikelsen ar exakt desamma som i medelvardets fordelning — det enda
satsen tillfor ar formen: den blir normal, vilken férdelning &; an har.

2 Exakt eller approximativt

Ar &; sjalva normalférdelade ar summan exakt normalférdelad for varje n, se Summor av
normalfordelade stokastiska variabler. Centrala gransvardessatsen behdvs nar de inte ar det, och

ger da en approximation som blir battre ju stérre n ar.
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2. Hur stort maste n vara?

Det beror pa hur olik normalférdelningen grundférdelningen ar. Summerar vi exponentialférdelade

variabler, som ar kraftigt skeva, syns fortfarande skevheten vid n = 5, men vid n = 30 &r summan
nastan omojlig att skilja fran normalkurvan:

Summan av n oberoende Exp(1): exakt fordelning (fylld) mot N(n, vn) (streckad)

n=1 n=2

0 2 4 0O 2 4 6 8 O 5 10 15 10 20 30 40 50

For en symmetrisk grundfordelning racker betydligt mindre n.

¢) Kann igen situationen

Signalen i en uppgift ar en summa eller ett medelvarde av manga oberoende bidrag — antal bilar
i 1000 hushall, totalvikten av 100 férpackningar, positionen efter 600 slumpsteg. Skriv da
storheten som Y’ &;, bestam E(&;) och V (&;), och anvand satsen.

Ett viktigt specialfall &r nar & bara antar vardena 0 och 1: d& &r summan binomialférdelad, och satsen
ger normalapproximationen av binomialférdelningen.

/\ Vanliga fel

e Satsen giller summan, inte varje term. De enskilda ¢; blir inte normalférdelade; det &r
Y & och é som blir approximativt normalférdelade.

e Glomma kraven. Termerna ska vara oberoende och likaférdelade med andlig varians, och
n tillrackligt stort.

 Halvkorrektion for heltalsvariabler. Approximeras en diskret summa med N (4, 0) raknas
P (& < k) som ®((k + 0,5 — p)/0); se Normalapproximation.
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3. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 10, 6vning 5 — Slumpvandring i 10 minuter

En partikel startar pa talet 0 och hoppar varje sekund ett steg, i negativ eller positiv riktning med
sannolikheten 0,5 vardera. Berdkna sannolikheten att partikeln efter 10 minuter befinner sig i
spannet fran —50 till 50.

2 Lésning
Som summa av steg. Lat & = hoppetisekund k, k = 1, ..., 600. Hoppen &r oberoende och
E(&)=1-05+(-1)"05=0, V(&) =1*-05+(-1)*:05-0"=1

Positionen efter 600 sekunder ar § = &; + «++ + &gop. Enligt centrala gransvardessatsen

ar approximativt
= N(0, v600) = N(0; 24,49)

Sannolikheten.

50 50
)~ O(=
24,49 24,49

P(-50 < & < 50) ~ dx( ) = 2d(2,04) — 1 ~[0,959

Alternativ vag. Lat ) = antal steg i positiv riktning, n € Bin(600, 0,5),sdatt =n —
(600 — ) = 21 — 600. D& & E(E) = 2 - 300 — 600 = 0 och V' (§) = 4 - 150 = 600,
samma fordelning som ovan.

P& raknaren. normCdf (-50,50,0,V(600)) . Den exakta sannolikheten gar ocksa att fa,
eftersom =50 < & < 50 betyder 276 < n < 324: binomCd£f(600,0.5,276,324) ger 0,954 —

approximationen ar god.

Facit: 0,9586. Stimmer med det handskrivna l6sningsforslaget.
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Se aven

e Medelvardets fordelning

e Summor av normalfordelade stokastiska variabler
¢ Normalapproximation

e Normalfordelning

e Statistisk inferens

Resurser

e 3BluelBrown: But what is the Central Limit Theorem?wz — visar hur summor av vilken fordelning

som helst blir klockformade
e Wikipedia: Centrala gransvardessatsen
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Noxrmalapproximation

#matematik #sannolikhetslara #approximation

Kurs: SO008M Férkunskaper: Centrala gransvardessatsen, Binomialfordelning

Diskreta fordelningar som binomial- och Poissonfordelningen kan approximeras med
normalfordelningen nar vantevardet och spridningen ar tillrackligt stora. Approximationen féljer av
centrala gransvardessatsen och kan forbattras med halvkorrektion.

1. Binomialfordelningen

En binomialférdelad variabel & € Bin(n, p) &r en summa av n oberoende variabler som var och en &r
1 med sannolikheten p och 0 annars. Centrala gransvardessatsen ger darfér, med samma vantevarde
och standardavvikelse,

&~ N(np, v/np(1-p)) omnp(l-p)=10

Villkoret sager att variansen ska vara stor nog. Ar p nara 0 eller 1 &r férdelningen skev, och d krévs ett
storre n.

2. Poissonfordelningen

En Poissonfordelad variabel & € Po(A) har E(§) = V(&) = A, och fér stora A géller
Ex N, VA)

Som tumregel anvands approximationen nar A > 15; kontrollera gransen mot kursens formelblad.
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3. Halvkorrektion

En diskret variabel lagger all sin massa pa heltalen, medan normalkurvan sprider den kontinuerligt.
Stapeln for vardet k motsvaras av ytan under kurvan fran k — 0,5 till k + 0,5. Darfor blir
approximationen battre om vi flyttar gransen ett halvt steg:

P(S <k)~

k+0,5—;1)
o

Bin(240, 0,84375) (staplar) och N(202,5, 5,625): n = 200 réknas fran 199,5

199,5
|
|

185 190 195 200 205 210 215 220
n = antal fungerande instrument

/\ Samma handelse, olika svar utan halvkorrektion

For heltalsvarda & ar P (€ > 200) och 1 — P (& < 199) samma sak. Utan halvkorrektion ger
normalapproximationen anda olika svar beroende pa om gransen satts vid 200 eller 199.
Halvkorrektionen lagger gransen mitt emellan, vid 199,5.

I kursens facit anvands inte halvkorrektion, om inte annat anges.

4. Losta lektionsuppgifter
:= Lektion 10, 6vning 7 (Vannman 6.37) — Instrument i en forpackning

Ett instrument bestar av tre komponenter som var och en &r defekt med sannolikheten 0,25,
oberoende av varandra. Instrumentet fungerar om hogst en av komponenterna ar defekt. En
forpackning innehaller 240 instrument, oberoende av varandra. Vad ar sannolikheten att minst
200 av dem fungerar?
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J Lésning
Ett instrument. Lat & = antal defekta komponenter i instrument k, § € Bin(3; 0,25).

P (instrument k fungerar) = P (& < 1) = 0,75> + 3 - 0,25 - 0,75 = 0,84375
Forpackningen. Lat n = antal fungerande instrument, n € Bin(240; 0,84375), med
E(n) =240 - 0,84375 = 202,5, V(n) =202,5-0,15625 ~ 31,64, 0~ 5,625
Eftersom np(1 — p) = 31,6 > 10 ar approximativt n & N(202,5; 5,625).

Sannolikheten.

200 - 202
P(n>200)~1- @(%) = ©(0,444) ~[ 0,67

Kansligheten for gransen. Skriver vi i stéllet P (n > 200) = 1 — P(n < 199) ger samma
approximation @(0,622) ~ 0,73. Med halvkorrektion, gransen vid 199,5, blir det

®(0,533) ~ 0,703. Den exakta binomialsannolikheten ar 0,708 — halvkorrektionen hamnar
klart narmast.

P& raknaren. Det exakta vardet: binomCdf(240,0.84375,200,240) .

Uppgiften (Vdinnman 6.37, i 2:a uppl. 6.36) dr dtergiven ur det handskrivna [6sningsférslaget,
och alla fyra virden stimmer med det.

Se aven

e Centrala gransvardessatsen

e Binomialférdelning

e Poissonfordelning

e Normalfordelning

e Standardiserad normalfordelning
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Resurser

e Khan Academy: Normal approximation to binomialr

e Wikipedia: Continuity correctiontz
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Statistisk inferens

#matematik #statistik #grundbegrepp

Kurs: SO008M Forkunskaper: Centrala gransvardessatsen

Statistisk inferens ar att dra slutsatser om en okand population utifran ett stickprov. Eftersom
stickprovet ar slumpmassigt blir slutsatsen aldrig saker, utan maste foljas av ett matt pa osakerheten
— ett konfidensintervall eller en signifikansniva.

1. Fran sannolikhetslara till statistik

I sannolikhetslaran kanner vi fordelningen och raknar ut hur sannolika olika utfall ar. I statistiken ar det
tvartom: vi har observerat utfallen och vill sdga nagot om den okénda férdelningen som gav dem.

Kant Okant

Sannolikhetsliara fordelningen, till exempel N (i, 0) med givna i, 0 vad nasta observation blir

Statistisk inferens  observationerna x1, ..., Xn parametrarna(, o, p, ...
population stickprov skattningar
slumpen rakna
& EN(Y o) X1, X2, ..., Xn ’ X, s, intervall
M, o okanda observerade tal berédknade tal

N~ -

inferens: slutsats om p och o, med ett matt p& osakerheten

Sannolikhetslaran gar at hoger i figuren: fran en kdand modell till vad stickprovet kan bli. Inferensen gar
tillbaka: fran det observerade stickprovet till vad modellens parametrar kan vara.
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2. Modell, stickprov och observationer
En inferensuppgift borjar alltid med en stokastisk modell:

e Matvardena Xy, ..., X, ses som observationer av stokastiska variabler &1, ..., &,.
e Variablerna antas oberoende och likaférdelade, med en fordelning som beror pa en eller flera
okanda parametrar — typiskt & € N(y, 0).

Samlingen &1, ..., &, kallas ett stickprov, och x1, ..., X, ar det observerade stickprovet.

¢) Skillnaden mellan ¢; och x;

&; ar slumpmassig och har en férdelning; x; ar ett tal. Alla resonemang om varfér en metod
fungerar gérs med & (till exempel att E € N(y, G/\/ﬁ)). N&r resonemanget ar klart ersatter vi ;
med de observerade x; och far ett tal eller ett intervall.

¢) Ange modellantagandena forst

Lektionsbladen och tentorna kraver att modellen skrivs ut innan n&got raknas: vad &; betyder,
vilken férdelning den har, vilka parametrar som ar okanda och att observationerna ar oberoende.
Det ar en del av losningen, inte en formalitet.

3. Tre satt att dra slutsatser

Metod Svarar pa Ger
Punktskattning Vilket varde har parametern ungefar? ett tal, till exempel X
Inom vilka granser ligger parametern, med ett intervall med

Konfidensintervall
given sakerhet? konfidensgrad 1 —

Hypotesprovning Kan ett pastdende om parametern forkastas? ett beslut med felrisk o

Alla tre bygger pa samma sak: fordelningen for en stickprovsvariabel, oftast medelvardet é
. Den fas ur satserna om summor eller, nar observationerna inte ar normalférdelade, ur
centrala gransvardessatsen.
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:= Exempel — Pasfyllning: modell och punktskattning

En maskin fyller pasar. Vikten varierar slumpmassigt med standardavvikelsen 4 g, kand sedan
lange, men medelvikten kan ha drivit. Nio pasar vags och medelvikten blir x = 502,9 g. Stall upp
en modell och skatta medelvikten med medelfel.

¢ Lésning

Modell. §; = vikten hos pase i, § € N(u, 4) oberoende, i =1,...,9. parokand, o = 4
g kand.

Punktskattning. u* = & € N(u, 4/1/9), sa

4
Xk _ *

=[5029g] Du*) = — ~[1,33
I’lobs g (l’l ) \/§ g

Samma pasar anvands i Hypotesprévning, Signifikansniva och styrka och Konfidensintervall
och hypotesprdvning, dar fragan ar om p fortfarande ar 500 g.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

/\ Vanliga fel

e Hoppa 6ver modellen. Utan en utskriven modell gar det inte att avgéra om metoden ar ratt,
och pa tentan ger det avdrag.

e Behandla X som 1. X &r en skattning med ett medelfel; p &r fortfarande okand.

¢ Anta oberoende utan att tanka. Tva matningar pa samma person &r inte oberoende (se
Stickprov i par).

Se aven

e Punktskattning

e Konfidensintervall

e Teckenintervall

e Hypotesprovning

e Centrala gransvardessatsen
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Resurser

e Khan Academy: Confidence intervalsmz

e Wikipedia: Statistical inferencez
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Punktskattning

#matematik #statistik #metod

Kurs: SO008M Forkunskaper: Statistisk inferens

En punktskattning ar ett enda tal, beréknat ur stickprovet, som utgor var gissning pa en okand
parameter. Skattningen ar vantevardesriktig om dess vantevarde ar lika med den sanna parametern,

alltsa om den varken systematiskt 6ver- eller underskattar.

1. Skattning och skattningsvariabel

Lat 6 vara en okand parameter, till exempel p1. En skattning av 0 ar en funktion av stickprovet.
Vannman markerar den med stjarna:

o 0* =g(&,...,&,) ar stickprovsvariabeln — slumpmassig, med en fordelning.
e 0% =9(xy,...,Xx,) &r den observerade skattningen — ett tal.

Eftersom 0* ar en stokastisk variabel kan vi fraga efter dess vintevarde och varians, och det ar s& vi
bedomer hur bra skattningen ar.

2. Tva kvalitetskrav
¢) Vintevardesriktig och effektiv

o 0* arvantevardesriktig om E(0*) = 0. Skattningen tréffar ratt i genomsnitt.
e Av tva vantevardesriktiga skattningar ar den med minst varians mest effektiv. Den hamnar
i genomsnitt narmast 0.

Spridningen hos skattningen kallas dess medelfel, D(6*) = /V (6%*).
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3. Skattning av [

Den naturliga skattningen av vantevardet ar medelvardet:

n

> &

i=1

=
*
Il
Nl
I
S|

Den &r vantevardesriktig, och for oberoende &; med standardavvikelse o ar

E&=pu  DE-= %

Medelfelet minskar som 1/4/n: fyra gdnger s& manga observationer halverar osakerheten. Fér
normalfordelade observationer ar & den mest effektiva skattningen av 1, och & € N(u, o/4/n).

Fordelningen for X nar o = 2: alla centrerade kring p, smalare med storre n

pn=10

n =380, D(x) =0,22

n=20,D(x)=0,45
n=>5,D()=0,89

Figuren visar fordelningen for E vid tre stickprovsstorlekar. Alla tre ar centrerade kring pf — skattningen
ar vantevardesriktig oavsett n — men spridningen krymper, sa en enskild observerad skattning hamnar
narmare [ ju stdrre stickprovet ar.

4. Skattning av 0 — s-metoden

Variansen skattas med stickprovsvariansen

2:

S

n n
! Y(xi—%) = . (X X} —nx%)
n-172 : n-1 ,1’
i i

och 0 med s = v/s2. Motsvarande stickprovsvariabel skrivs 0%, s& s ar en observation av o*.
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2 Varférn—1?

Avvikelserna mats fran X och inte fran det okanda p. Eftersom X ligger mitt i datamaterialet blir
avvikelserna i genomsnitt lite for sma. Att dela med n — 1 i stallet fér n kompenserar exakt for
det: (0*)? blir vantevardesriktig for 0. P4 raknaren (One-Variable Statistics) ar det sx, inte ox.

2 Hirledning: E((0*)?) = o2

Lagg till och dra ifrén p i varje avvikelse. Korstermen summerar till =2n(€ — p1)?, och kvar blir

(& -8 = X (& - p) - n(€ - p)

i=1 i=1

Varje term i den férsta summan har vantevardet V (&;) = 02, och E((& — p)?) = V(§) = 0°/n
. Alltsa

2

ECE-9)=no*-n- L =(n-1)0

. n
i=1

Delar vi med n — 1 blir vantevardet exakt 62. Delar vi med n underskattar vi i genomsnitt
variansen med faktorn (n — 1)/n.

¢) Rakneformen

Den hogra formen, med )| xiz, ar den som anvands nar uppgiften ger summor i stallet for radata.
Rékna med manga decimaler i x — differensen )’ x,-2 — nx? ar ofta liten jamfort med termerna.

Ersatter vi 0 med s i medelfelet far vi det skattade medelfelet d = S/\/ﬁ, som anvands i t-intervallet.
‘= Exempel — Fem matningar
Fem matningar av en langd gav (mm)

12,1 11,8 12,4 12,0 12,2
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Matvardena betraktas som observationer av oberoende §; € N (i, 0). Skatta p och g, och
berakna det skattade medelfelet for ™.

¢ Lésning

Hobs = X = =112,1 mm

Awvikelserna fran x ar 0, —0,3, 0,3, —0,1 och 0,1, s&

2= 0%009+0,09+0,01+0,01
5-1

=0,05, s=4/0,05~{0,224 mm

d= ~ (0,100 mm

S
V5
En enskild matning varierar alltsd med omkring 0,22 mm, men medelvardet av fem bara
med omkring 0,10 mm.

P& raknaren. menu — Statistics — Stat Calculations — One-Variable Statistics pa listan; las

av x och sx.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

/\ Vanliga fel

e ox istallet for sx.Raknarens ox delar med n; stickprovsstandardavvikelsen s ar sx.
o seller s/y/n. s skattar spridningen hos en observation, d = s/+/n spridningen

hos medelvdrdet.
e Avrunda X for tidigt i rakneformen )’ xi2 — nx?; differensen blir da fel.

Se aven

e Statistisk inferens
e Konfidensintervall
e t-fordelningen

e Vantevarde
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e Varians och standardavvikelse

Resurser

e Khan Academy: Sample variancerz
e Wikipedia: Bias of an estimatorrz
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Teckenintervall

#matematik #statistik #metod

Kurs: SO008M Férkunskaper: Statistisk inferens, Binomialfordelning

Teckenintervallet ar ett konfidensintervall for medianen som bara bygger pa observationernas tecken
relativt ett varde. Metoden ar fordelningsfri — den kraver inget normalférdelningsantagande — men ger
till gengald ett bredare intervall.

1. Forutsattningar

Observationerna xy, ... , X, ses som oberoende observationer av en kontinuerlig stokastisk variabel &
med okand median m. Mer &n sa behdver vi inte veta — inte vilken férdelning det ar.

Medianen uppfyller P (§ < m) = P (& > m) = 0,5. Varje observation hamnar alltsd under m med
sannolikheten 0,5, oberoende av de andra.

2. Orxdnade observationer

Sortera observationerna i vaxande ordning och beteckna dem

Sy <& < <

sd att {(1) ar den minsta och &) den storsta. Teckenintervallet stryker de k minsta och de k stérsta:

Iy = [§+1)s S(n-no]

o—© o—gom—o-¢
A4 A4

0]
0]

k stycken In k stycken
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3. Konfidensgraden

Lat = antalet observationer som &r mindre &n m. Varje observation ar en oberoende upprepning med
sannolikheten 0,5, sa

n € Bin(n, 0,5)

Intervallet missar m om m ligger till vanster om det — hdgst k observationer under m — eller till hoger
— hogst k observationer éver m. De tva handelserna ar disjunkta och lika sannolika av symmetriskal:

Pme&ely,)=1-2P(n <k), n € Bin(n, 0,5)

¢ Konfidensgraden kan inte viljas fritt

Eftersom k ar ett heltal kan vi bara fa vissa konfidensgrader. Vi valjer det stdrsta k som ger minst
den konfidensgrad vi vill ha, till exempel 95 %.

¢) Generell men inte effektiv

Teckenintervallet anvander bara om varje observation ligger under eller 6ver m, inte hur langt
ifrdn. Vet vi att observationerna ar normalférdelade ger normalférdelningsintervallen kortare

intervall med samma konfidensgrad.

I\ Vanliga fel

e Glomma faktorn 2. Konfidensgraden ar 1 — 2P (n < k); intervallet kan missa pa
bada sidor.

e Ré&kna fran fel ande. Intervallet gar fran den (k + 1):a minsta tillden (k + 1):a
stdrsta observationen.

4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 11, dvning 1 och 2 — Konfidensgrad for teckenintervall

L&t & vara en kontinuerlig stokastisk variabel med median m, och gér 10 oberoende matningar.
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a) Bestam P (¢ < m).

b) Vilken konfidensgrad har teckenintervallet [§(1), &(10)]?

c) Lat n = antalet matvarden som ar < m. Vilka varden kan n anta, och vilken férdelning har n?

d) Bestam konfidensgraden for intervallet [¢3), &)l

e) Generalisera till ett stickprov av storlek n och intervallet [{x+1), -kl

¢ Lésning

a) Medianen delar massan pa mitten: P (§{ <m) ={0,5|.

c) i kan antavardena 0, 1, ..., 10. Varje matning hamnar under m med sannolikheten 0,5,

oberoende av de andra, sa n € Bin(10, 0,5).

b) [$1), a0yl &r teckenintervallet med k = 0. Det missar bara om alla tio hamnar pd samma

sida om m:
PmMEIN=1-2P(n=0)=1-2-0,5"~
d) [5(3), 6(8)] stryker tva observationer i varje ande, k = 2:

O+ _

PMmMEIN=1-2P(<2)=1-2- i

0,998

- —— ~ 0,891
1024

e) Samma resonemang med n € Bin(n, 0,5) ger P(m € I) = 1 — 2P (n < k), avsnitt

3 ovan.

Pa riknaren. d) 1-2xbinomCdf(10,0.5,0,2) .

Facit: b) konfidensgraden 99,8 % (med bokens data i évning 8.7 blir intervallet [140, 520]); c)

n € Bin(10, 0,5); d) 0,891.
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‘= Lektion 12, vning 10 (Vannman 8.19 b) — Densitet utan normalférdelningsantagande

Densiteten (g/cm?3) hos ett material mats 13 ganger. Vi antar ingenting om att matvardena ar
normalfordelade, bara att de ar oberoende observationer av en kontinuerlig férdelning. Bilda ett
konfidensintervall for fordelningens median m med konfidensgrad nara 98 %.

¢ Lésning

Metod. Utan normalférdelningsantagande ar teckenintervallet det som gar att anvanda.
Forutsattningen — oberoende observationer fran en kontinuerlig fordelning — ar uppfylld.

Konfidensgrad per k. Med n = 13 och n € Bin(13, 0,5):

1-2P(n<k) 0,9998 0,9966 0,9775 0,9077

k = 2 ger 97,8 %, det narmaste vi kommer 98 %. Intervallet blir [&3), 1)l stryk de tva
minsta och de tva stérsta matvardena.

Resultat. Med bokens méatvarden blir intervallet | [0,501; 0,511] |med konfidensgrad
97,8 %.

Jamférelse. Med normalférdelningsantagande blev 98 %-intervallet [0,502; 0,514], se t-
fordelningen. Intervallen mater olika saker — median respektive vantevarde — men fér en

normalfordelning sammanfaller de.

Uppgiften (Vinnman 8.19 b, i 2:a uppl. 8.20 b) dr atergiven ur det handskrivna
l6sningsforslaget, och intervallet och konfidensgraderna stimmer med det. Métvdrdena finns
inte i valvet.

Se aven

e Konfidensintervall
e Binomialfordelning
e Statistisk inferens
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e Median och kvantiler

Resurser

e Wikipedia: Sign testmz
e Wikipedia: Order statisticrz
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Konfidensintexrvall

#matematik #statistik #metod

Kurs: SO008M Férkunskaper: Punktskattning, Normalférdelning

Ett konfidensintervall ar ett intervall, beraknat ur stickprovet, som med en angiven konfidensgrad
tacker den okanda parametern. Konfidensgraden avser metoden och inte det enskilda intervallet:
upprepade stickprov ger intervall som i exempelvis 95 % av fallen innehaller det sanna vardet.

1. Definitionen

Ett konfidensintervall I for parametern 6 med konfidensgrad 1 — o ar ett intervall vars granser ar
stickprovsvariabler, konstruerat sa att

POEL)=1-«a

Sannolikheten galler innan vi har observerat: granserna ar slumpmassiga, 0 ar fix. Nar vi satter in de
observerade vardena far vi ett tal-intervall, och det antingen innehaller 6 eller inte.

50 stickprov, 90 %-intervall: 46 tacker |, 4 missar

5,8
. 56
g
5 M
)
£ 54

5,2

0 10 20 30 40 50

stickprov nr

Figuren visar 50 stickprov fran samma fordelning, vart och ett med sitt 90 %-intervall. De flesta tacker
det sanna y; ungefar vart tionde missar. Vi vet aldrig om just vart intervall ar ett av de som missar —
konfidensgraden sager hur ofta metoden lyckas.
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2. Harledning: p i N(y,0) med kdnt o

Antaatt &y, ..., &, ar oberoende och N (i, 0), med 0 kdnd. Den basta punktskattningen ar p* = ¢,
och & € N(, o/+/n). Standardisera:

§-p

—— €N(,1

o/\/n ©.1)

Med kvantilen Ay, dar P (1 > Aqp) = a/2 forn € N(0, 1), galler

E-p
P(Ap<—F=<Ap)=1-«a

o/4/n

L6s ut p ur olikheterna:

_ o _ o
P(‘f_)‘a/z—n <p<&tAp—)=1-a

Vi Vn

Ersatt E med det observerade X:

_ (0) _ o
I, =[x = Agp X+ Agn—=1

NG Vi

Konfidensgrad 90 % 95 % 99 %

A 1,6449 1,9600 2,5758

3. Vad bestammer intervallets bredd?

Intervallets bredd &r 2Ay, 0/4/n. Allt annat lika:

Andring Effekt pa bredden

hogre konfidensgrad ~ stérre A,, — bredare
storre spridning bredare

fler observationern  smalare, som 1/4/n
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/\ Sakerhet kostar precision

Ett 100 %-intervall finns alltid — hela reella axeln — men sager ingenting. Konfidensgraden och
bredden star i motsats till varandra, och det enda séattet att fa bade hog sakerhet och ett smalt

intervall ar fler observationer.

4. Valj ratt metod

Tre metoder for laget i en fordelning, beroende pa vad vi vet i forvag:

Forutsattning Intervall Not

Kontinuerlig fordelning, inget mer  [{k+1), §(n-k)] for medianen  Teckenintervall
Normalférdelning, o kand X+ Agp 0/4/n denna not

Normalférdelning, o okénd ttyn(n—1)s/y/n t-fordelningen

Jamforelser mellan tva metoder eller grupper leder vidare till Stickprov i par och Tva stickprov.

¢) Tolka intervallet i ord

Ett svar ar inte klart forrén intervallet &r tolkat: “Med 95 % sakerhet ligger den forvantade halten
mellan 0,11 och 0,39.” Vid jamforelser: ingar O i intervallet for skillnaden kan vi inte pavisa

nagon skillnad.

/\ Vanliga fel

 Fel kvantil. Ett tvasidigt intervall med konfidensgrad 1 — a anvander A,p; for 95 % &r det
1,96, inte 1,645.

e Tolkning. ”p ligger i intervallet med sannolikhet 95 %" ar fel efter observationen; det ar
metoden som traffar i 95 % av fallen.

e 0o kand eller skattad. Har 0 skattats ur samma data galler [[t-férdelningen|t-intervallet]].
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5. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 11, 6vning 3 och 4 (Vannman 8.9) — Halten av ett amne

Halten (%) av ett visst amne i en ravara mats sex ganger. Matvardena kan betraktas som
observationer fran N (y, 0) med o = 0,2 kand:

568 5,58 598 6,30 4,93 4,98

a) Harled och berakna ett konfidensintervall for p med konfidensgrad 0,90. Ga igenom stegen:
fordelningen for ;, basta punktskattningen av g, intervallskattningen, och till sist insattning

av observationerna.

b) (Ovning 4.) Ar det troligt att halten p &r 6,0 %?

Z Lésning
Modell. §; = matvarde nri, & € N(u, 0,2),i =1, ..., 6, oberoende.
Punktskattning. * = e N(u, 0,2/4/6). Observerat: x = 5,575.

Intervallskattning. Visokerasdatt P(§ —a < u < &+ a) = 0,90:

a <E—y< a a)_1

0N0=PCTT “ove o **Gve

Alltsa @(a/(0/+/6)) = 0,95, sa a/(a/+/6) = Ao5 = 1,6449 och

0,2
a=1,6449 - ==~ 0,134
V6

a)

I, =[5,575—-0,134; 5,575+ 0,134] =|[5,44; 5,71]

Med 90 % sakerhet ligger den férvantade halten mellan 5,44 och 5,71 %.
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Pa riknaren. menu — Statistics = Confidence Intervals = z Interval med Stats: 0= 0.2, X =
5.575,n= 6, C Level = 0.9.

b) 6,0 ingar inte i intervallet. Det &r darfor inte troligt att 1 = 6,0 % — metoden ger intervall
som missar p barai 10 % av fallen.

Facit (6vning 4): Nej, eftersom 6 inte ingdr i intervallet. Intervallet stimmer med det
handskrivna l6sningsforslaget.

= Lektion 11, 6vning 5 — Vad paverkar bredden?

Utga fran intervallet i 6vning 3 (0 = 0,2, n = 6, konfidensgrad 90 %). Hur paverkas intervallet av

a) konfidensgraden — vad hander om den blir 80 %? 99 %?

b) spridningen — vad handerom o = 0,420 = 0,1?

c) antalet matvarden — vad handeromn = 10?n = 4?

Z Lésning

Bredden &r 2Ay» 0/4/n; i utgdngslaget 2 - 0,134 = 0,269.

Andring Bredd

80 % (A = 1,2816) 0,209

99 % (A = 2,5758) 0,421

0=04 0,537
0=0,1 0,134
n=10 0,208
n=4 0,329

a) Okad konfidensgrad ger bredare intervall.

b) Okad standardavvikelse ger bredare intervall — bredden &r proportionell mot 0.
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c) Fler matvarden ger smalare intervall, men bara som 1/\/5.
Facit: a) 6kad konfidensgrad ger bredare intervall, b) 6kad standardavvikelse ger bredare
intervall, c) 6kad stickprovsstorlek ger smalare intervall — allt annat lika.

‘= Lektion 12, 6vning 1 — Kand standardavvikelse

Observationerna nedan kan betraktas som observationer fran N (, 0). Anta att 0 = 0,2 &r kand i
forvag. Berakna ett 95 % konfidensintervall for p och tolka det i ord.

05 02 03 -0,2 03 03 04 0,2

2 Lésning

Modell. §; € N(y, 0,2),i =1,..., 8, oberoende.

X 2,0/8 = 0,25 och )\0’025 =1,96:

0,2
V8

I, =[0,25 ¥ 1,96 -

1=10,25 ¥ 0,139] =([0,11; 0,39]

Tolkning. Med 95 % sékerhet ligger det forvantade vardet g mellan 0,11 och 0,39.

Samma data med o okand finns i t-fordelningen.

Pa raknaren. z Interval med Data (listan med de atta vardena), 0 = 0.2, C Level = 0.95.

Facit: [0,11; 0,39].

Se aven

e Punktskattning
e t-fordelningen

e Teckenintervall
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e Stickprov i par
e Tva stickprov
e Konfidensintervall och hypotesprévning

Resurser

e Khan Academy: Confidence intervalsmz
e Wikipedia: Konfidensintervallt
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t-fordelningen

#matematik #statistik #fordelning

Kurs: SO008M Férkunskaper: Konfidensintervall, Punktskattning

Nar standardavvikelsen o ar okand och ersatts med sin skattning s ar den standardiserade
medelvardesvariabeln inte langre N (0, 1) utan t-férdelad med n — 1 frihetsgrader. t-férdelningen har

tjockare svansar, och konfidensintervallen blir darfor bredare.

1. Tva kvoter som liknar varandra
For oberoende & € N(, 0) jamfor vi
,_ S = SH
o/4/n o*/\/n
Skillnaden &r namnaren. I z star den fasta konstanten 0. I t star skattningen o*, som sjalv ar
slumpmassig och varierar fran stickprov till stickprov.

och

¢) Fordelningarna

§— - B
m € N(0,1), O’*/\/ﬁ €tn-1)

t(f) ar t-fordelningen med f frihetsgrader. For ett stickprov ar f = n — 1, samma tal som

namnaren i 2.

&) Varfor de maste skilja sig

Tank dig att vi simulerar manga stickprov. Ibland blir s av en slump mycket mindre an g, och da
blir t stort &ven om & ligger nara p. Den extra osékerheten i ndmnaren ger fler extrema varden —
tjockare svansar — an N (0, 1). Med sma stickprov ar effekten stor; med stora &r s nastan alltid
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nara o och skillnaden forsvinner.

Fordelningen harleddes av kemisten W. S. Gosset, som arbetade med kvalitetskontroll pa Guinness
bryggeri och publicerade under pseudonymen Student. Darav namnet Students t-férdelning.

2. Egenskaper

e Symmetrisk kring 0, klockformad som N (0, 1).

¢ Tjockare svansar — mer massa langt ut.
e Narf — oogart(f) mot N(O, 1).

Kvantilen t,(f) definieras som fér normalférdelningen: P (t > t,(f)) = a. Den lases ur t-tabellen och ar
alltid stdrre An motsvarande Aq:
f 3 7 12 24 00

to,005(F) 3,182 2,365 2,179 2,064 1,960 = g0

3. Konfidensintervall f6r p med okant o

Samma harledning som i Konfidensintervall, med Ay utbytt mot t,»(n — 1) och @ mot s:

_ s s
I, =[x = tep(n — 1)_n’ X+ tgp(n—1)—]

Vn Vn

pellesmoln.org/kurser/SO008M - 2026-10-19 205/ 345


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Konfidensintervall

S0008M - t-fordelningen

/N Vilket intervall nar?

A-intervallet kraver att o ar kénd i forvag, innan vi ser matvardena — till exempel fran lang
erfarenhet av matinstrumentet. Har vi bara raknat ut s ur samma data ar o okand, och da galler t-
intervallet. Det vanliga fallet i praktiken ar okand o.

P& raknaren: menu — Statistics = Confidence Intervals — t Interval, eller kvantilen direkt med

invt(1-a/2,1f) .

/\ Vanliga fel

e Frihetsgraderna. Ett stickprov har f = n — 1, inte n.
e invt med felsvans. invt(p,£) ger kvantilen med sannolikheten p till vinster; to 025(8)
ar invt(0.975,8) .

4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 12, 6vning 2 — Samma data, okand standardavvikelse

Observationerna 0,5 0,2 0,3 -0,2 0,3 0,3 0,4 0,2kommerfran N(u, o). Nu vet
viingenting i forvag om 0. Berdkna ett 95 % konfidensintervall fér g och tolka det.

¢ Lésning
Modell. §; € N(y,0),i=1,...,8, oberoende, i1 och 0 okénda.

Skattningar. X = 0,25 och

8
1
S = ; Z(Xi - 0,25)2 ~ 0,207
i=1

Intervall. £ gp5(7) = 2,365:

0,207

I, =10,25 ¥ 2,365 -
H \/g

1=10,25 ¥ 0,173] =|[0,08; 0,42]
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Tolkning. Med 95 % sakerhet ligger p mellan 0,08 och 0,42.

%=0,25

|—|—| [0,077; 0,423] o okand: t-intervall
f———— 0,111;0,389] 0= 0,2 kiind: A-intervall
|

-0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4
matvarde (prickar = de atta observationerna)

Jamforelse. Med 0 = 0,2 kand blev intervallet [0,11; 0,39], se Konfidensintervall. Har ar
S & d, men ty gp5(7) = 2,365 ar storre an 1,96 — priset for att inte kdnna 0.

Pa raknaren. Mata in de atta vardena i en lista och kor t Interval med Data och C
Level 0.95.

Facit: [0,07; 0,43] — facit avrundar gréinserna utdt; de oavrundade gréinserna ¢r 0,077
och 0,423.
‘= Lektion 12, 6vning 3 och 4 — 7 eller t?

Lat &y, ..., &, vara oberoende och N (y, 0).

&~ E—p
a) Pa vilket satt skiljer si och
) S o*/\/n o/+/n

at, och vilka férdelningar har de?

b) Du ska berékna ett konfidensintervall for g med konfidensgrad 1 — a och véljer mellan
_ _ S
[Xx F Aep—=] och [X F top(n— 1)—n]

v Vi

I vilken situation ska respektive intervall anvandas?
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J Lésning

a) Den forsta har den slumpmassiga skattningen o*i namnaren, den andra den fasta
parametern g. Darfor

E—p
o €N,

E—p
o*/\/n

€tin—-1)

Variationen i 0 gor att t-kvoten oftare hamnar langt ut, se avsnitt 1.

b) A-intervallet nar o ar kand i forvag; t-intervallet nar o ar okdnd och skattas med s ur
samma matvarden. Bada forutsatter normalférdelade observationer.

Facit (6vning 3): N (0, 1) respektive t(n — 1).

‘= Lektion 12, dvning 9 (Vannman 8.19 a) — Densitet, 98 %-intervall

Densiteten (g/cm?3) hos ett material mats 13 ganger. Matvardena antas vara oberoende

observationer frdn N (i, 0) med okant 0. Ur métvardena fas X = 0,508 och ¥ x? = 3,355708.

Berédkna ett 98 % konfidensintervall for p.

/ Lbésning
Modell. §; = densitet vid matning i, & € N(u,0),i =1, ..., 13, oberoende.

Skattning av 0 med rakneformen:
1 .
s = - (3,355708 — 13 - 0,508%) = 7,3 - 107, s ~ 0,00854

Intervall. 98 % ger a/2 = 0,01 och ¢y 91 (12) = 2,681:

B 0,00854 3
I, = [0,508 F 2,681 - ———] = [0,508 F 0,0064] ~ [[0,502; 0,514]
V13

Med 98 % sakerhet ligger den forvantade densiteten mellan 0,502 och 0,514 g/cm3. Utan
normalfordelningsantagande, se Teckenintervall.

pellesmoln.org/kurser/SO008M - 2026-10-19

208 /345


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Teckenintervall

S0008M - t-fordelningen

Uppgiften (Vdnnman 8.19 a, i 2:a uppl. 8.20 a) dr dtergiven ur det handskrivna
[6sningsférslaget, och intervallet stimmer med det: [0,501; 0,515], avrundat utdt fran
0,5016 och 0,5144. Radata finns inte i valvet.

Se aven

e Konfidensintervall
e Punktskattning
e Normalfordelning
e Stickprov i par

e Tva stickprov

Resurser

e Khan Academy: Confidence intervalswz
e Wikipedia: Students t-fordelning 2

pellesmoln.org/kurser/SO008M - 2026-10-19 209/ 345


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Konfidensintervall
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Punktskattning
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Normalf%C3%B6rdelning
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Stickprov-i-par
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Tv%C3%A5-stickprov
https://www.khanacademy.org/math/statistics-probability/confidence-intervals-one-sample
https://www.khanacademy.org/math/statistics-probability/confidence-intervals-one-sample
https://sv.wikipedia.org/wiki/Students_t-f%C3%B6rdelning
https://sv.wikipedia.org/wiki/Students_t-f%C3%B6rdelning

S0008M - Stickprov i par

Stickprov i par

#matematik #statistik #metod

Kurs: SO008M Férkunskaper: Konfidensintervall, t-fordelningen

Stickprov i par anvands nar observationerna kommer parvis, till exempel tva matningar pa samma
individ. Vi bildar differensen inom varje par och analyserar dessa differenser som ett enda stickprov,
vilket raknar bort variationen mellan individer.

1. Situationen

Vi vill jamfora tvd metoder, A och B, och planerar forsoket sa att bada anvands pa samma objekt:
samma dag, samma patient, samma vajer delad i tva bitar. Da far vi par av matvarden (xi, yi), I =
1,...,n.

Objekten kan skilja sig mycket fran varandra — en dag ger hdga varden, en annan laga — men det
intressanta ar skillnaden inom varje par.

X metod A @ metod B

o o
3,5 o
X X
()
© 3 e o X o
:(>G x
S X
E .5 x%
o
X
2 ° X
1 2 3 4 5 6 7 8
dag

I figuren varierar nivan kraftigt fran dag till dag, men B ligger nastan alltid lite Gver A. Det &r den
systematiska skillnaden vi vill skatta.
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2. Modellen
x; observation fran N (u;, 01), yi observation fran N(y; + A, 02), i=1,...,n

e p; ar nivan for objekt i. Den far variera fritt mellan objekten, och vi behdver inte skatta den.
e A &r den férvantade skillnaden mellan metoderna — samma for alla objekt. Det ar parametern

vi vill veta nagot om.

Bilda differenserna z; = y; — X;. Nivan p; tar ut sig:

z; ar observationer fran N(A, o), i=1,...,n, oberoende

Problemet har blivit ett enda stickprov med okant vantevarde A och okand standardavvikelse — precis

situationen i t-fordelningen.

3. Konfidensintervallet

Med Z och s, beraknade ur differenserna:

_ s, s
In =z = typ(n— 1)—Zn, Z+typ(n— 1)—Zn]

Vn Vn

¢) Tolka med nollan

e Ingarinte 0ila: vi kan med den givna sdkerheten pasta att metoderna skiljer sig i
genomsnitt, och intervallet sager hur mycket.

e Ingar 0: vi kan inte pavisa nagon skillnad. Det betyder inte att skillnaden ar noll — bara att
datamaterialet inte racker for att visa den.

Pa raknaren: lagg matvardena i tva kolumner i Lists & Spreadsheet, bilda differenserna i en tredje med
kolumnformeln =b[]-a[], och kor t Interval med Data pa den kolumnen.

&) Varfor paren lonar sig

Variationen mellan objekten, iy, ..., H,, férsvinner helt ur differenserna. Hade vi i stallet matt
metod A pa nagra objekt och metod B pa andra hade den variationen hamnat i spridningen, och

intervallet for skillnaden blivit mycket bredare. Jamfor Tva stickprov.
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/\ Vanliga fel

e Analysera paren som tva stickprov. D& hamnar variationen mellan objekten i s och

intervallet blir onédigt brett.

e Blanda ordningen i differensen. Bestam z; = x; — y; en gang och tolka tecknet darefter.

4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 12, 6vning 5 — Tvd matmetoder under atta dagar

Tva matmetoder, A och B, anvands samma dag under atta dagar:

Dag 1 2 3 a
Metod A 2,5 3,5 2,7 2,2
Metod B 3,0 3,7 3,0 2,0

5 6
2,0 3,
2,3 3

a) Pricka in méatvardena dag for dag i ett diagram. Tror du att metoderna skiljer sig at?

b) Anta att matvardet for metod A dag i ar en observation fran N (i, o) och for metod B fran

N(y; + A, 0). Tolka A och py, ..., Hg.

c) Kan vi med 95 % sakerhet pasta att metoderna skiljer sig i genomsnitt? Hur stor ari sa

fall skillnaden?

/ Losning

a) Se figuren i avsnitt 1. Nivan varierar mycket mellan dagarna, men B ligger 6ver A alla

dagar utom dag 4. Det tyder pa en systematisk skillnad.

b) p; ar den férvantade nivan dag i — det som gor att vissa dagar ger hdga varden och andra

laga. Det ar rimligt att de skiljer sig, och figuren visar att de gor det. A ar den férvantade

skillnaden mellan metod B och metod A, densamma alla dagar.

c) Differensernaz; = y; — x; (B - A):
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05 02 03 -02 03 03 04 0,2

ar observationer fran N(A, 0;).Z = 0,25, s, = 0,207, ty 0p5(7) = 2,365:

0,207

Ip = [0,25 F 2,365 -
’ V8

1~110,08; 0,42]

0 ingar inte. Med 95 % sékerhet finns en genomsnittlig skillnad: metod B ger i genomsnitt
mellan 0,08 och 0,42 hégre matvarden an metod A.

Rimlighetskoll. Differenserna ar exakt observationerna i lektion 12, 6vning 2, sa intervallet
maste bli detsamma.

P& raknaren. t Interval med Data pa differenskolumnen, C Level 0.95.

Facit: [0,07; 0,43], avrundat utdt; metod B ger i genomsnitt mellan 0,07 och 0,43 hégre
mdtvdérden dn metod A.

‘= Lektion 13, 6vning 1 — Torsionsprov pa stalvajrar

For att studera om tva maskiner, A och B, for torsionsprov pa stalvajrar ger olika resultat valdes
sex vajrar av olika typ ut och delades i tva likadana bitar. Slumpen avgjorde vilken bit som
testades i vilken maskin.

Typ av

1 2 3 4 5 6
vajer
Maskin A 27 35 38 28 40 42
Maskin B 25 34 39 26 37 42

Kan vi pasta att maskinerna i genomsnitt ger olika resultat? Hur stor &r i sa fall skillnaden?
Berékna och tolka ett 90 % konfidensintervall, och redovisa modellantagandena.
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J Lésning

Modell. Matvardet for vajer i i maskin A &r en observation fran N (y; + A, 1) och i maskin B
fran N (y;, 05), alla oberoende. ; &r vajertypens niva och A den férvantade skillnaden A -
B. Stickprov i par, eftersom varje vajer testas i bada maskinerna.

Differenser zi = A - B:

21 -1 2 3 0

observationer fran N(A, 0).Z = 1,167, s, = 1,472, ty 05(5) = 2,015:

1,472
In =[1,167 ¥ 2,015 - NG 1=11,167 * 1,211] = |[-0,04; 2,38]

Tolkning. 0 ingar i intervallet, sa vi kan inte med 90 % sakerhet pavisa nagon skillnad i
forvantat matresultat mellan maskinerna. Den nedre gransen ligger nara 0, sa fler
observationer skulle behdvas for ett sakrare besked.

P& raknaren. t Interval pa differensernamed C Level 0.9.

Facit: [-0,05; 2,38], avrundat utdt; ingen skillnad kan pdvisas med 90 % sdikerhet, fler

observationer rekommenderas.

:= Lektion 13, dvning 3b (Vannman 8.23 b) — Blodtryck fére och efter

I ett forsok mats blodtrycket hos 25 patienter fore (x) och efter (y) behandling med en medicin.
Resultat: X = 149, sy = 8,1,y = 150,9, s, = 9,5, och fér differensernaz; =y; —x;:Z = 1,9, s, =
1,6. Berakna ett 95 % konfidensintervall fér den férvantade forandringen och tolka det.

2 Lésning

Modell. x; observation fran N (y;, 01), y; fran N(p; + A, 05); differenserna z; observationer
fran N(A, 0),i = 1,...,25. Stickprov i par — samma patient mats tva ganger.

t0,025(24) = 2,064:
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Tolkning. 0 ingar inte. Med 95 % sékerhet héjer medicinen blodtrycket i genomsnitt med

Ih = [1,9 F 2,064 -

mellan 1,24 och 2,56 enheter.

Observera att s, = 1,6 & mycket mindre &n s, och s: variationen mellan patienter &r stor,
men férandringen hos varje patient ar liten och stabil. Deluppgift a), samma fraga med tva

stickprov, finns

Uppgiften (Viinnman 8.23 b, i 2:a uppl. 8.25 b) dr atergiven ur det handskrivna

i Tva stickprov.

1,6
V25

1=[1,9 F 0,66] »

l6sningsforslaget, och intervallet sttmmer med det.

Se aven

e Tva stickprov
e t-fordelningen

o Konfidensintervall

e Hypotesprovning

Resurser

e Wikipedia: Paired difference testr
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Tva stickprov

#matematik #statistik #metod

Kurs: SO008M Forkunskaper: Stickprov i par, t-fordelningen

Tvastickprovsmetoden jamfor vantevardena i tva grupper nar observationerna inte &r parvisa utan
oberoende. Osakerheten blir storre an vid parvisa observationer, eftersom variationen mellan individer

da inte kan elimineras.

1. Modellen

Tva oberoende stickprov, ett fran varje grupp:
X1, ..., X, Observationer fran N(p, o), Y1, -+ »Yn, Observationer fran N(u,, 0)

alla oberoende. Vi soker ett intervall for skillnaden p11 — po.
¢) Samma o'i bada grupperna

Metoden férutsatter att grupperna har samma standardavvikelse, aven om den ar okand.
Vantevardena far skilja sig, spridningen inte. Det ar detta som gor att vi kan vaga ihop de tva

skattningarna av 0.

2. Punktskattning av skillnaden

& — 1 skattar py — . Eftersom stickproven ar oberoende adderas varianserna:

- 1 1
E-NENW — o, 0/ —+—)
ng  m
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3. Sammanvagd skattning av o

Varje stickprov ger sin egen skattning, S% och S%. Eftersom de skattar samma 0 vager vi ihop dem med

frinetsgraderna som vikter:

2= (n —1)st +(np —1)s3

ng+ny,—2

Det storre stickprovet far storre vikt. Namnaren ny + ny — 2 ar ocksa antalet frihetsgrader i
intervallet nedan.

4. Konfidensintervallet

_ 1 1
=[xX=y F tgp(m +ny —2) 54/ — + —1
n  m

Illl—llz

Ar standardavvikelserna kinda i férvag, 01 och 02, behdvs varken sammanvagningen eller t
-fordelningen:

2 2
01 , 03
L, = | XV FApp/ —+—
H1—H2 Yy al n n,

Pa raknaren: menu — Statistics = Confidence Intervals = 2-Sample t Interval med Pooled: Yes.

5. Par eller tva stickprov?

Stickprov i par Tva stickprov
Forsoksplan badda metoderna pa samma objekt  olika objekt i de tva grupperna
Antal observationer lika manga i bada n; och n, far skilja sig
Analyseras differenserna z; som ett stickprov tva stickprov med sammanvagd s
Variation mellan objekt  tar ut sig hamnaris
Frihetsgrader n-1 n+n—2
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/\ Det ar fors6ksplanen som avgor

Fragan ar inte vilken formel som ger bast resultat, utan hur datamaterialet samlades in. Finns en
naturlig parning — samma person, samma dag, samma bit material — ar det stickprov i par. Ar
grupperna olika individer ar det tva stickprov.

/\ Vanliga fel

¢ Frihetsgraderna. Tva stickprov gern; + n, — 2, inten — 1.

e Medelvardet av s; och sy. Den sammanvagda skattningen viktar varianserna med
frihetsgraderna; ta roten forst efterat.

e Pooled: No pé raknaren. Kursens modell har samma o' i bada grupperna, alltsa
Pooled: Yes.

6. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 13, 6vning 3a och ¢ (Vannman 8.23) — Blodtryck i tva grupper

For att unders6ka om en medicin paverkar blodtrycket méttes det i tva oberoende grupper: 50
personer (x) och 25 personer (y). Resultat: x = 148,2, s, = 10,0 ochy = 151,7, Sy = 8,0.

a) Berakna ett 95 % konfidensintervall for pi; — pi2 och tolka det.

c) Ett nytt forsok, dar 25 patienter mattes fore och efter behandlingen, gav intervallet
[1,24; 2,56] for den forvantade 6kningen (se Stickprov i par). Varfor ger férsoken olika svar pa
fragan om medicinen héjer blodtrycket, och vilken slutsats kan dras?

¢ Lésning

Modell. x; observationer frdn N (uy, 0), i = 1, ..., 50; y; observationer frdn N (i, 0), j =
1,...,25; alla oberoende.

a) Sammanvagd varians:

,  49:10,02+24-8,0> 6436

~ 88,16, s~ 9,39
73 73

S
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Med to,025(73) ~ 1,993:

/1 1
Ly-, = [-3,5 % 1,993 - 9,39 =0 + g] =[-3,5 ¥ 4,58] ~|[-8,08; 1,08]

0 ingar, sa forsoket ger ingen tydlig indikation pa att grupperna skiljer sig i genomsnitt.

c) Blodtrycket varierar mycket mellan personer (s ® 9), och i tvastickprovsforsoket hamnar
den variationen i intervallets bredd. I parférsoket méats samma person tva ganger;
variationen mellan personer tar ut sig och det som aterstar ar den lilla, stabila férandringen (
s; = 1,6). Parforsoket ar darfor mycket kansligare och kan pavisa en hojning som
tvastickprovsforsoket inte ser. Slutsatsen dras fran parférsoket: med 95 % sakerhet hojer
medicinen blodtrycket, i genomsnitt med mellan 1,24 och 2,56 enheter.

P& raknaren. 2-Sample t Interval med Stats (x; = 148.2, sx1 = 10, n1 = 50, Xy = 151.7,
sx2 = 8, n2 = 25) och Pooled: Yes.

Uppgiften (Vdinnman 8.23 a, i 2:a uppl. 8.25 a) dr dtergiven ur det handskrivna
l6sningsférslaget, som anger [-8,09; 1,10] med t & 1,996 och grdnserna avrundade utdt;
med t0’025(73) = 1,993 blir det [—8,08,' 1,08].

‘= Lektion 13, 6vning 4 (Vannman 8.28) — Béjhallfasthet vid tva temperaturer

Bojhallfastheten hos ett material méts vid tva temperaturer: 5 observationer x; vid den ena och 6

observationer yj vid 700°. Ur matvardena fas
x=137, Yx/=94215  y=208, Yy’ =260236
Berdkna och tolka i ord ett 95 % konfidensintervall for skillnaden i férvantad bojhallfasthet.

J Losning

Modell. x; observationer frdn N (i1, 0), 1 = 1, ..., 5; y; observationer frdn N (i, 0), j =

1,...,6; oberoende stickprov.

Varianser med rakneformen:
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94215-5-137% _

, 260236 -6 2082
1 92,5, S, =

z 5

=130,4

Sk
o _4°925+5-1304 _ 1022

5 ~ 113,6, s ~ 10,66

Intervall. £y gp5(9) = 2,262:

1 1
Iy, = [137 — 208 F 2,262 - 10,66 T + é] =[-71 ¥ 14,6] ~ |[-85,6; —56,4]

Tolkning. 0 ingar inte. Med 95 % sakerhet ar den genomsnittliga béjhallfastheten mellan
56,4 och 85,6 enheter hogre vid 700°.

P& raknaren. 2-Sample t Interval med Data (de tvéa listorna) och Pooled: Yes.

Uppgiften (Viinnman 8.28, i 2:a uppl. 8.30) dr dtergiven ur det handskrivna [6sningsférslaget,

och intervallet stitmmer med det.

‘= Lektion 14, 6vning 1 — Méter tva laboratorier likvardigt?

Ett prov delades i tva delar som skickades till tva laboratorier. Vart och ett gjorde 7 oberoende
matningar (kodade enheter), som kan beskrivas som oberoende observationer av
normalfordelade stokastiska variabler.

Lab 1 10,084 9,984 10,076 9,894 10,105 9,

Lab 2 10,036 10,060 10,207 10,207 10,077 1C

Raknehjalp: X; = 10,0081, s; = 0,0917; x, = 10,1380, s, = 0,0874; differenser Lab 2 - Lab 1:
z =0,1299,s, = 0,1379.

a) Ange de fullstandiga modellantagandena.

b) Finns en genomsnittlig systematisk skillnad mellan laboratorierna? Hur stor? Berakna och tolka
ett 95 % konfidensintervall.

c) Varfor ar det tva stickprov och inte stickprov i par?
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2 Lésning

a) x1; = matning i vid lab 1, observation frdn N (i1, 0); Xo; = métning j vid lab 2, observation
fran N (y2,0);1,j = 1,...,7, alla oberoende och med samma o.

c) Matningarna vid de tva laboratorierna hér inte ihop parvis: méatning nr 1 vid lab 1 har
ingenting gemensamt med matning nr 1 vid lab 2. Alla fjorton matningar gérs pa samma
prov. Ordningen i tabellen ar godtycklig, sa differenserna z i raknehjalpen saknar mening.

b) Sammanvagd standardavvikelse:

\/ 6-0,09172 + 6 - 0,0874>
S =

5 ~ 0,0896

Med t0,025(12) = 2,179

1 1
L, =[0,1299 ¥ 2,179 - 0,0896 - + $] =10,1299 ¥ 0,1043] ~|[0,0255; 0,2342]

0 ingar inte. Med 95 % sékerhet finns en systematisk skillnad: lab 2 ger i genomsnitt mellan
0,026 och 0,234 enheter hégre varden an lab 1.

Pa raknaren. 2-Sample t Interval med Pooled: Yes; raknaren ger py — L2, alltsd samma
intervall med ombytta tecken.

Facit: [0,0255; 0,2342] for o — pH1, med samma tolkning.

Se aven

e Stickprov i par

o t-fordelningen

e Konfidensintervall
e Punktskattning

e Hypotesprovning
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Resurser

e Wikipedia: Student’s t-test — independent two-sampler
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Hypotespxrovning

#matematik #statistik #metod

Kurs: SO008M Forkunskaper: Konfidensintervall

Vid hypotesprovning staller vi upp en nollhypotes och provar om stickprovet talar tillrackligt starkt
emot den. Signifikansnivan anger hur stor risk vi accepterar att forkasta en nollhypotes som i sjalva

verket ar sann.

1. Noll- och mothypotes

Ett test ar en beslutsregel for att valja mellan tva pastdenden om en okand parameter, till exempel

vantevardet

¢ Nollhypotesen H ar det “ingenting har hant”-lage vi utgar fran, till exempel Hy : p = pp.
e Mothypotesen H; ar det vi vill kunna pavisa, till exempel Hy : p > L.

¢) Det vi vill visa laggs i mothypotesen

Testet ar byggt sa att vi forsoker férkasta Hy med en liten felrisk. Kan vi forkasta Hy har vi pavisat
Hj, och vi har gjort det pa ett satt dar risken att ha fel ar liten om Hy skulle vara sann. Kan vi inte
forkasta Hy har vi inte bevisat Hy — vi har bara inte tillrackligt starka belagg mot den.

2. Testvariabel och kritiskt omrade

Testet bygger pa en testvariabel, ett tal vi raknar ut ur stickprovet. For hypoteser om pri en
normalférdelning ar det naturligt att anvanda medelvardet X, eller en standardiserad variant av det.

Vi bestammer i forvag ett kritiskt omrade: de varden pa testvariabeln som talar s& starkt emot H att

vi forkastar den. Gransen kallas den kritiska gransen k. Med Hy : p > pp blir testet

forkasta Hy om x > k
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Var k hamnar bestams av signifikansnivan, se Signifikansniva och styrka.

3. Tva sorters fel

Beslutet kan bli fel pa tva satt:

H, sann H, falsk
Forkasta Hy fel av forsta slaget, sannolikhet @ ratt beslut, sannolikhet = styrkan
Forkastainte Hy  ratt beslut fel av andra slaget

Signifikansnivan a ar sannolikheten for fel av forsta slaget, P (forkasta Hy | H sann). Vi valjer den
sjalva i forvag, typiskt 5 % eller 1 %. Styrkan ar sannolikheten att forkasta Hy nar den ar falsk, alltsa
att upptacka en verklig avvikelse.

4. Arbetsgang
¢) Sastaller vi upp ett test

1. Modellantaganden. Infor och definiera de stokastiska variablerna och ange deras
fordelning, till exempel & € N(u, 0), oberoende, i =1,...,n.

2. Hypoteser. Hy och H1, med det vi vill visa i Hj.

3. Testvariabel och strategi. Valj testvariabel och bestam det kritiska omradet utifran a:
“forkasta Hy om ...“.

4. Slutsats. Stoppa in observationerna och formulera slutsatsen i ord, med signifikansnivan.

Vilken testvariabel och vilket kritiskt omrade som géller beror pa hypoteserna: Enkla hypoteser
har ett enda varde i varje hypotes, Sammansatta hypoteser har ett helt intervall i mothypotesen.
I stéllet for en kritisk grans kan vi ocksa anvanda Direktmetoden, och testet kan kopplas direkt till
ett konfidensintervall.

¢) Paraknaren: Stat Tests

menu — Statistics — Stat Tests har fardiga test for kursens situationer. Valj Alternate Hyp sa att
den stammer med Hy (U B g, it < pg eller g > pg).
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Situation Test

U, kanto z Test

U, okant @ t Test

U1 — Mo, tva stickprov med samma @ 2-Sample t Test, Pooled: Yes
L for differenser, stickprov i par t Test pa differenslistan

pien binomialférdelning (normalapproximation)  1-Prop z Test

Raknaren svarar med testvariabeln (z eller t) och pval, alltsa direktmetodens a. Den ger
ingen kritisk grans k och ingen styrka — dem réknar vi sjalva med invNoxm/invt och normCdf.
Steg 1, 2 och 4 i arbetsgangen ovan ska skrivas ut pa tentan oavsett.

‘= Exempel — Fyller maskinen for mycket?

Pasfyllningen i Statistisk inferens: & € N(u, 4) oberoende, n = 9 ochx = 502,9 g. Préva pa
nivan 5 % om maskinen fyller mer an 500 g i genomsnitt.

/ Losning
1. Modell. &; = vikten hos pase i, §; € N(u, 4) oberoende,i=1,...,9.
2. Hypoteser. Hy : p = 500 mot H; : p > 500.

3. Testvariabel och strategi. Om Hy ar sann ar & € N (500, 4/3). Férkasta Hy om X > k

,dar
4
k =500 + Ag,05 * 3 =500 + 1,6449 - 1,333 = 502,19

4. Slutsats. x = 502,9 > 502,19, sa Hy férkastas pa nivan 5 %. Maskinen fyller signifikant
mer an 500 g.
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Fordelningen for X om Ho: p =500 arsann (c=4,n=9)

k = 502,19

forkasta inte Ho forkasta Ho

/

observerat x = 502,9

|
|
|
|
|
I o =0,05
|
|
|
|
|

495 496 497 498 499 500 501 502 503 504 505 506
X (gram)

Med direktmetoden blirag = P(€ = 502,9 | p = 500) = 1 - &(2,175) ~ 0,015 < 0,05,

samma beslut.

Pa raknaren. Stat Tests - z Test med piy = 500, 0 = 4,x = 502,9, n = 9 och Alternate Hyp
K> Ho: z & 2,175, pval ~ 0,0148.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

[\ Vanliga fel

¢ Det man vill visa i Hy. Det som ska pavisas hor hemma i Hy; H ar det vi forsoker forkasta.

e “Viharvisat Hy.” Att inte forkasta H betyder bara att belaggen inte rackte.

e Vilja H; efter att ha sett data. Riktningen ska bestdmmas av fragan, inte av vilken sida x
hamnade pa.

e Ensidigt eller tvasidigt. H1 : p B po kraver Ay, ensidiga Hy kraver Aq.

Se aven

e Konfidensintervall

¢ Enkla hypoteser

e Signifikansniva och styrka

e Sammansatta hypoteser

e Direktmetoden

e Konfidensintervall och hypotesprovning
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Resurser

e Khan Academy: Significance tests (hypothesis testing) iz

e Wikipedia: Hypotesproévning
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Enkla hypoteser

#matematik #statistik #metod

Kurs: SO008M Forkunskaper: Hypotesprovning

En enkel hypotes anger ett enda bestamt varde pa parametern. Eftersom bade noll- och mothypotes
da ar fullstandigt specificerade kan vi berakna bade risken att felaktigt forkasta och risken att felaktigt
behalla nollhypotesen.

1. Situationen
Lat &y, ..., &, vara oberoende och € N (, o) med kant g. Vi prévar
Ho: p=pp  mot  Hy:p=p, H1 > Ho

Bada hypoteserna innehaller bara ett varde, s bada ar enkla. Situationen ar inte sarskilt realistisk
— sallan finns bara tva mojliga varden — men den visar hela maskineriet i hypotesprévningen
utan komplikationer.

2. Testet

Stora varden pa X talar for Hy, sé testet blir: férkasta Hy om X > k. Under Hy ar é € N(uo, G/\/ﬁ),
och signifikansnivan a ger

o= P(€>k|[,l Ho) = P(EG/\;J—O G/_JJ—O) = k:IJO-i-)\a%

dar Aq ar kvantilen i N(0, 1) med P (n > Aq) = @, pa raknaren invNorm(1-a) .
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3. Bada felriskerna

Med en enkel mothypotes kan vi ocksa rakna ut sannolikheten att inte forkasta Hy fast H; galler, felet

av andra slaget:

_ k-
B=PEsk| =)= =)

Styrkan ar 1 — [3. Pa raknaren ar 8 = normCdf (-»,k,p1,0/v(n)) — bocka i Draw sa ritas arean.

Figuren visar férdelningen ffjré under respektive hypotes i dvning 4 nedan (o = 100, gy = 110,
o/+/n = 3), med a till héger om k under Hy och B till vanster om k under Hy:

k = 104,93

|
| under Hi:
[ n=110
|

|

|

|

B =~ 0,05

90 95 100 105 110 115 120

&) Avvagningen

Flyttar vi k &t hoger minskar a men 3 6kar, och tvartom. Det enda sattet att minska bada ar
att 6ka n: da krymper G/\/ﬁ, kurvorna blir smalare och éverlappar mindre. Se Signifikansniva

och styrka.

/N Vanliga fel

o Blandaihop A, och Ag. k ligger A, medelfel fran p1g och Ag medelfel fran p;.
e Troatta + 3 = 1. Bada kan géras sma samtidigt, men bara genom stérre n.
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4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 14, 6vning 4 (Vannman 9.3) — Hur manga observationer?

Observationerna ar oberoende och € N (u, 15). ViprévarHp : g = 100mot Hy : p = 110
med testet “férkasta Hy om X > k”.

a) Bestam antalet observationer n och den kritiska gransen k s att testet far signifikansnivan
5 % och styrkan minst 95 %.

b) Hur blir det nya testet?

¢ Lésning

Fordelning. ¢ € N(u, 15/4/n). Den kritiska gransen beror av n, s& vi far tva villkor p& de

tva obekanta.

Villkor 1, signifikansnivan.

k — 100

005=PE>k|pu=100 = ——
E>k|u ) BN

= AO,OS ~ 1,6449 = k =100+ 1,6¢

Villkor 2, styrkan.

095—Pé>k| =110 == 110_k_)\ == k—110—16449'15
95 = P u=10) 15/y/n % ) : /i
L6s ut n. Satt uttrycken lika:
15 2
2:16449- — =10 = n=(3-1,6449)" ~ 24,35

Jn

n maste vara ett heltal. Med n = 24 och k fran villkor 1 blir styrkan ~ 0,948 < 0,95; med

n = 25blir den & 0,954. Allts& [n = 25], och villkor 1 ger

15
k=100+1,6449 - — ~

104,93
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b) Det nya testet: forkasta Hy om X > 104,93, baserat pa 25 observationer. Det ar testet i
figuren i avsnitt 3.

P& raknaren. Ag o5 = invNorm(0.95) . Styrkorna fér n = 24 och n = 25 kontrolleras med
normCdf (k,»,110,15/V(n)) , dar k ar gransen for respektive n.

Uppgiften (Vdnnman 9.3) dr dtergiven ur det handskrivna [6sningsférslaget (n = 25, k =
104,93), och svaret stimmer med det.

Se aven

e Hypotesprovning

e Signifikansniva och styrka
e Sammansatta hypoteser
e Normalférdelning

Resurser

e Wikipedia: Type I and type II errorsrz
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Signifikansniva och styrka

#matematik #statistik #begrepp

Kurs: SO008M Forkunskaper: Hypotesprovning, Enkla hypoteser

Signifikansnivan ar sannolikheten att forkasta en sann nollhypotes, och styrkan ar sannolikheten att
forkasta en falsk. Vi véljer signifikansnivan sjalva; styrkan styr vi med antalet observationer.

1. Definitionerna

o = P (forkasta Hy | Hp sann)

styrkan = P (forkasta Hy | H; sann)

Signifikansnivan ar risken for fel av forsta slaget i hypotesprovningen. Styrkan ar 1 — 3, dar 3 ar risken
for fel av andra slaget. Ett bra test har litet a och stor styrka.

Ar mothypotesen sammansatt, till exempel pt > [, har styrkan ett varde fér varje 1 i mothypotesen. D&
blir den en funktion, styrkefunktionen S(u).

2. Vad paverkar styrkan

For testet “forkasta Ho : p1 = pio omX > k” med &€ € N(u, 0/+/n) ar styrkan i ett virde p11 > o
PE>k | p=pm)=1- 0o k)
o/+/n

Ur formeln syns tre saker:

Andring Effekt pd styrkan

Mindre « (storre k) minskar
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Andring Effekt pd styrkan
Storre avstand g — Hp  ©kar — stora avvikelser ar lattare att upptacka

Stérre n okar — a/+/n krymper

Styrkan vid p = 503 vaxer med n (o = 4, o = 0,05)

0,8 n = 20: styrka = 0,956

0\

0,6 n = 9:styrka = 0,727

0,4

styrka S(503)

0,2

0 5 10 15 20 25 30 35 40
antal observationer n

Figuren galler pasfyllningen i Hypotesprévning (ug = 500, 0 = 4, a = 0,05) och visar styrkan i gy =
503. Med n = 9 upptacks en avvikelse pa 3 g bara i knappt tre fall av fyra; med n = 20 i minst 95 %
av fallen.

3. Att bestamma n

Kraver vi bade en viss signifikansniva a och minst styrkan 1 — f3 i ett visst p1; far vi tva villkor pa k:

9 k

o
k =y +A,—=, = 1y = dp—
IJO \/ﬁ #1 B\/ﬁ

Satter vi dem lika och loser ut n:

g +A5)0 >
n=(——L-)
H1 ~ Ho

/\ Avrunda uppat och bestam k efterat

n blir sallan ett heltal. Avrunda till nArmast hégre heltal, sa att styrkan blir minst den kravda, och
bestam sedan k ur signifikansvillkoret med det nya n, s att signifikansnivan blir exakt ratt.
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4. Losta lektionsuppgifter
= Lektion 15, dvning 4 (Vannman 9.6) — Livslangd hos dack

Livslangden hos dack antas vara & € N(u, 900), oberoende, i = 1, ..., n. Vivill préva Hy :
p = 5400 mot H; : p > 5400 med testet “férkasta Hy om X > k“. Bestam n och k sa att
signifikansnivan blir 0,01 och styrkan minst 0,95 om p = 6300.

2 Lésning
Fordelning. £ € N(u, 900/4/n).

Signifikansnivan. A o; ~ 2,3263:

001=P(@E>k | ji=5400) —> k=5400+23263 220 1)
v/n
Styrkan i = 6300. Ag o5 ~ 1,6449:
- 900
0,95=P(E>k | p=6300) = k=6300-1,6449 - NG )

Los ut n. (1) = (2) ger

(2,3263 + 1,6449) - 900
Jn

=900 = n=3,9712°>~15,77

Med n = 15 blir styrkan # 0,939, for lite. Med blir den = 0,953. Villkor (1)
ger sedan

900

k = 5400 + 2,3263 - ~|5923,4

2

Pa réknaren. A o; = invNorm(0.99) ,Ag g5 = invNoxm(0.95) . Styrkan forn = 16:
normCdf(5923.4,»,6300,900/4) = 0.953.

Uppgiften (Vdnnman 9.6) dr dtergiven ur det handskrivna [6sningsférslaget (n = 16, k =
5923,42), och svaret stdimmer med det.
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‘= Exempel — Styrka och antal pasar

Pasfyllningen: Ho : p = 500 mot Hy : p > 500, 0 = 4 kand, a = 0,05.

a) Berakna styrkanip = 503 medn = 9.

b) Hur manga pasar behdvs for att styrkan i g = 503 ska bli minst 0,95?

¢ Lésning

a) Med n = 9ark ~ 502,19 (se Hypotesprévning), och

502,193 - 503
4/3

P(&>502,193 | p=503) =1 - ) = ®(0,605) ~ [0,727

b) Ap,05 = 1,6449 fér bade o och f = 0,05:

2

(1,6449 + 1,6449) - 4
= ~1924 = [n=20
n= (=)

PA riaknaren. a) 1-normCdf(-»,502.19,503,4/3) .

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

I\ Vanliga fel

e [éarinte 1 — a. aoch 3 réknas under olika hypoteser och summerar inte till 1.
e Styrkai . Dar ar “styrkan” a, inte nagot stort tal.
e Avrundan nedat. 19,24 ger n = 20; med 19 nar styrkan inte kravet.

Se aven

e Hypotesprovning
e Enkla hypoteser
e Styrkefunktion
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e Sammansatta hypoteser

Resurser

e Wikipedia: Power of a testm
e Wikipedia: Statistical significancem
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Sammansatta hypoteser

#matematik #statistik #metod

Kurs: SO008M Forkunskaper: Enkla hypoteser

En sammansatt hypotes omfattar ett helt intervall av parametervarden, till exempel pt > 1. Testets
formaga att upptacka en avvikelse beror da pa var i intervallet det sanna vardet ligger, och beskrivs av

en styrkefunktion.

1. Tre mothypoteser

Nollhypotesen ar fortfarande enkel, Hy : p = Ly, men mothypotesen innehaller ett helt intervall.
Vilket kritiskt omrade vi valjer beror pa vad vi vill kunna upptacka:

Mothypotes Vi vill upptédcka att p .. Forkasta Hy om (0 kand)

Hy: p>po  harokat X > [y +Aq0/4/n
Hi: p<py  harminskat X < g —Aq0/y/n
H;: p®¥ py  haréandrats at nagot hall |X = o | > Agp 0/4/0

De tva forsta testen ar ensidiga, det tredje ar tvasidigt: dar delas « lika mellan de tva svansarna.
Granserna harleds som i Enkla hypoteser, eftersom signifikansnivan bara beror pa férdelningen under

Hy.

Styrkan har nu ett véarde for varje i mothypotesen och blir en styrkefunktion S(p).

2. Standardiserad testvariabel

Att forkasta narx > o + Aq G/\/ﬁ ar samma sak som att forkasta nar
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_ X~ Ho

27 Glyn

Vi kan alltsa lika garna anvanda z som testvariabel. Den ar en observation fran N (0, 1) nar Hy ar sann,

> Ao

och den kritiska gransen blir A, oavsett g, 0 och n.

3. Okand o — t-test

Oftast kanner vi inte o i forvag utan maste skatta den med stickprovets standardavvikelse s. Vi ersatter
daomedsiz:

_ X" Ho

 s/n

t

Den har testvariabeln ar en observation fran t-fordelningen med n — 1 frihetsgrader nar Hy ar sann.
Den kritiska gransen tas darfor ur t-tabellen i stallet for ur normalférdelningstabellen:

Mothypotes Forkasta Hy om (o okand)
Hi:p>pp t>te(n—1)
Hiy: p<py t<-tg(n—-1)

Hy: p&pg  [t] > tgn(n—1)

Pa raknaren: menu — Statistics — Stat Tests — z Test nar 0 ar kand och t Test nar den &ar okand. Valj
Stats om du har X och s, Data om du har matvardena i en lista, och Alternate Hyp efter H;. De kritiska
granserna ar Aq = invNorm(1-a) och t(f) = invt(1-a,f) .

Figuren visar det kritiska omradet for det ensidiga t-testet i dvning 6 nedan, dar t(7) ar férdelningen for

testvariabeln om Hy ar sann:

—t0,05(7) = —1,895

observerat

t=-2,86 t(7) om Ho

ar sann

kritiskt omrade,
area 0,05

-1 0 1 2 3 4
t=(x-785)/ (s/V8)
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/\ Vanliga fel

e Andr o ar skattad. Med s i stallet for o blir testvariabeln t-fordelad med n —
1 frihetsgrader.

e Absolutbelopp i ensidigt test. | t| > t,,, giller bara H; : u B p; ensidiga test jamfor t
med £t utan belopp.

4. Losta lektionsuppgifter
:= Lektion 15, dvning 1 — Coca-Colaburkar

Lat x1, ..., X10 vara observerade varden pa 1, ..., &0, dar & € N(y, 1,72). Enheten ar ml.
Vantevardet bor vara 330. Bestam ett test som ska upptacka om p < 330 och som har 5 %
felrisk om p ar 330.

a) Satt upp noll- och mothypotes.
b) Bestam testet (strategin).
c) Vad blir slutsatsen om x = 329,4?

d) Vad blir slutsatsen om x = 328,5?

2 Losning
a) Vi vill kunna pavisa att burkarna innehaller for lite, sa det laggs i mothypotesen:
Hy: p =330, H;: p<330

b) Smé varden pa X talar for Hy: forkasta Hyg om X < k. Under Hy éré e
N(330, 1,72/4/10) = N(330, 0,544), och

= 1,72
0,05=P( <k |pu=3300 = k=330-2Ag05 " —— =330-1,6449 - 0,544 ~ 2

V10

Testet: | forkasta Hy om X < 329,1 |.

pellesmoln.org/kurser/SO008M - 2026-10-19 239 /345



S0008M - Sammansatta hypoteser

c) x = 329,4 ligger inte under 329,1. H kan inte forkastas pa 5 % signifikansniva — vi har
inte pavisat att burkarna innehaller for lite.

d) x = 328,5 < 329,1. H) forkastas pa 5 % signifikansniva: med 5 % felrisk kan vi pasta
att p < 330.

Pa raknaren. k direkt: invNorm(0.05,330,1.72/V(10)) = 329.105. Eller z Test med Stats:
po: 330, o: 1.72, x: 328.5, n: 10, Alternate Hyp p < po gerz ® —2,76 och pval ~
0,003 < 0,05 — samma slutsats som d), se Direktmetoden.

Facit: a) Hy : p =330, Hy : p < 330; b) forkasta Hy om x < 329,1; c) kan inte férkastas;
d) férkastas.

‘= Lektion 15, 6vning 6 (Vannman 9.16) — t-test med atta mitvirden

Atta oberoende matvarden, & € N(u, o) med okant 0, gavx = 782,875 och s = 2,1002. Préva
Hoy : p=785mot Hy : p <785 pa signifikansnivan 5 %.

/ Losning

Testvariabel. o &r okénd, sa vi anvander

X — 785
s/\/g

t=

som ar en observation fran t(7) om Hy ar sann.
Strategi. Sma varden talar for Hy: forkasta Hy om t < =t 05(7) ~ —1,895.

Slutsats.

. 782,875 785

~ —2,86 < —1,895
2,1002/+/8

Hy forkastas |pa 5 % signifikansniva: vi har pavisat att y < 785.
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Pa raknaren. t Test med Stats: po: 785, x: 782.875, sx: 2.1002, n: 8, Alternate Hyp p
< uo.Raknaren gert ® —2,86 och pval ~ 0,012. Gransen: invt(0.05,7) = -1.895.

Uppgiften (Vdinnman 9.16) dr dtergiven ur det handskrivna l6sningsférslaget (t % —2,86 <
—1,895), och slutsatsen stimmer med det.

:= Lektion 16, 6vning 1 — Enheter som ska vaga 500 gram

En maskin tillverkar enheter som bor vaga 500 gram. For att se att den genomsnittliga vikten
haller sig pa 500 gram tas regelbundet ett stickprov av storlek 8. Bilda ett test baserat pa 8
matvarden xq, ..., Xg som ska upptacka en genomsnittlig systematisk avvikelse fran 500, alltsa
om p B 500. Anvand 5 % signifikansniva och anta att matvardena ar normalférdelade.

a) Ange fullstandiga modellantaganden och hypoteser.
b) Bestam testet, det vill saga beslutsstrategin.

c) Ett stickprov gavx = 497,8 gram och s = 2,1. Vad blir slutsatsen?

2 Lésning

a) &; = vikten hos enhet nummeri,i = 1, ..., 8. De ar oberoende och & € N(u, ) med
bade p och o okédnda.

Hp : p =500, Hi : p & 500

b) o ar okéand och mothypotesen tvasidig. Med to,025(7) * 2,365:

forkasta Hy om

00| > 2365
s/\/§ ’

c)

‘ 497,8 = 500

2 |~ [-2,96] = 2,96 > 2,365
2,1/4/8 | | |
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H, forkastas |pa 5 % signifikansniva: det finns en genomsnittlig systematisk avvikelse fran

500 gram.

Samma slutsats med ett konfidensintervall finns i Konfidensintervall och hypotesprovning.

P& raknaren. t Test med Stats: po: 500, x: 497.8, sx: 2.1, n: 8, Alternate Hyp p # po.
Raknaren gert ® —2,96 och pval = 0,021 < 0,05. Gransen: invt(0.975,7) = 2.365.

Facit: a) & € N(u,0), Hy : p =500, H; : p & 500; b) férkasta Hy om | X —
500 | /(s/+/8) > 2,365; ¢) Hy férkastas.

Se aven

e Hypotesprovning

e Enkla hypoteser

e Styrkefunktion

e Direktmetoden

e t-fordelningen

e Konfidensintervall och hypotesprovning

Resurser

e Khan Academy: Tests about a population meanm
e Wikipedia: Student’s t-testw
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Styrkefunktion

#matematik #statistik #begrepp

Kurs: SO008M Férkunskaper: Sammansatta hypoteser, Signifikansniva och styrka

Styrkefunktionen S(i) anger sannolikheten att ett test forkastar nollhypotesen, som funktion av det
sanna vardet p1. I nollhypotesens varde ar den lika med signifikansnivan, och den vaxer mot 1 ju langre
in i mothypotesen p ligger.

1. Definitionen

Forett testav Hy : p = g ar styrkefunktionen

S(u) = P (forkasta Hy | p)

Den ar definierad for alla pr. T = po ar S(po) = @, signifikansnivan. For g i mothypotesen ar S(p)
testets styrkai just det vardet.

2. Styrkefunktionen f6r ett ensidigt test
Fér testet “forkasta Hy om X < k” med & € N(u, o/+/n)ar

k—u

o/4/n

Den &r avtagande i [I: ju lagre det sanna vantevardet ligger, desto troligare ar det att X hamnar under k.
For testet “forkasta om X > k” blir S(u) = 1 — @((k — p)/(a/4/n)), som &r véxande.

S(u)=P(E <k | p)=ad(

&) Formen pa kurvan

Styrkefunktionen for ett ensidigt test ar en S-formad kurva som gar fran nara 0 pa nollhypotesens
sida, genom ai [, till nara 1 l&ngt in i mothypotesen. Med storre n blir 6vergangen brantare:
testet skiljer battre mellan varden néara L1g.
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/\ Vanliga fel

e Ré&kna under Hy. Styrkan i gt raknas med det p, inte med pip; bara k kommer fran Hp.
e Felriktning. For “forkasta om X < k” ar S(u) = ®(*), for “forkastaom x > k” ardet 1 —
D).

3. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 15, dvning 2 och 3 — Styrkan i Coca-Colatestet

I testet fér Coca-Colaburkarna i Sammansatta hypoteser ar & € N(u, 1,72),n = 10, och vi
forkastar Ho : p = 330 till forman for Hy @ p < 330 om x < 329,1.

Ovning 2. Anta att pafyllnadsmekanismen har bérjat fylla for lite, sd att g = 328. Vad ar
sannolikheten att testet upptacker att Hy ar falsk? Berakna alltsa styrkan iy = 328.

Ovning 3. Skissa styrkefunktionen for testet.

Z Lésning
Ovning 2. Med 1 = 328 ar & € N(328, 1,72/4/10) = N(328, 0,544):

329,1 - 328
0,544

S(328) = P(E <329,1 | p = 328) = O( ) = ®(2,02) ~[0,978

Testet upptacker alltsa en minskning till 328 ml med sannolikheten 97,8 %.

Pa raknaren. normCdf(-»,329.1,328,1.72/V(10)) = 0.978.

Ovning 3. Vi vet tvé punkter: S(330) = a = 0,05 och S(328) = 0,978. Kurvan &r avtagande
i 4, gar mot 1 nar g minskar och mot O nar p 6kar. Den passerar 0,5 precis i g = k = 329,1,

dar x lika garna hamnar 6ver som under gransen:
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S(330) = = 0,05

1 — |
8) = 0,978 |
|
0,8 |
| H . =
G | ol =330
3
@ |
29,1) =
0.4 S(329,1) =0,5 |
I
0,2 I
|

326,5 327 327,5 328 3285 329 329,5 330 330,5 331
sant vantevarde p (ml)

Pa riknaren (hela kurvan). Definiera s(m) :=normCdf (-»,329.1,m,1.72/Y(10)) ien
Calculator-sida och rita s(x) i Graphs med fonstret 326 < x < 331.

Facit: S(328) = 0,978, det vill sdga styrkan dr 97,8 %.

Se aven

e Signifikansniva och styrka
e Sammansatta hypoteser
e Enkla hypoteser

e Normalfdrdelning

Resurser

e Wikipedia: Power of a testm
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Direktmetoden

#matematik #statistik #metod

Kurs: SO008M Forkunskaper: Sammansatta hypoteser

Direktmetoden innebér att vi berdknar p-vardet — sannolikheten att fa ett minst lika extremt utfall som
det observerade om nollhypotesen &r sann — och jamfor det direkt med signifikansnivan. I stallet for
en kritisk grans far vi da ett matt pa hur starkt data talar emot nollhypotesen.

1. ap-vardet

I stallet for att forst rakna ut den kritiska gransen k och jamféra testvariabeln med den, raknar vi
direkt ut

o = P (testvariabeln blir lika extrem eller extremare an det observerade | Hy sann)

“Extrem” betyder i mothypotesens riktning. Med H; : p < g och observerat X ar ag = P(E<x |
{1 = Ho).

Vannman kallar talet ofy. Minirdknare och datorprogram kallar det p-vardet; pa TI-Nspire heter raden
Pval iresultatet fran z Test, t Test och de andra testen under menu — Statistics — Stat Tests.

2. Beslutsregeln
forkasta Hy om g <

Det ger samma beslut som testet med kritisk grans: ay < a betyder precis att det observerade vardet
ligger i det kritiska omradet.
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k=329,1
observerat X om Ho ar sann:
N(330, 0,544)

|
|
|
x=328,5 |
|
|
|

oo =~ 0,003

328 329 330 331 332
x (ml)

Figuren visar Coca-Colatestet i uppgift A nedan. Arean till vanster om k ar a = 0,05. Arean till vanster
om det observerade X ar ap ~ 0,003 — sa liten att den knappt syns. Att X ligger till vanster om k &r
samma sak som att oy < a.

/\ Tvasidiga test

Med H; : p & pg fordelas a pa bada svansarna. Réknar vi &y som sannolikheten i en svans ska
den jamféras med a/2. Minirdknarens p-varde for ett tvasidigt test ar redan dubblerat och jamfors
med a.

2 Vad direktmetoden inte ger

Direktmetoden racker nar vi bara vill veta om Hy, kan forkastas. Vill vi rakna ut testets styrka

behdver vi den kritiska gransen k.

o sager ocksa hur marginellt beslutet ar: ap = 0,049 och ay = 0,0001 ger bada férkastning pa 5 %-
nivan, men det senare ar ett mycket starkare belagg mot H,,.

/\ Vanliga fel

e Svansen 4t fel hall. oy riknas i mothypotesens riktning: for Hy : p < pig ardet P(E <X |
Hp).
o Tolka ay som P (H, sann). Det ar sannolikheten for ett minst lika extremt utfall om H,

ar sann.
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3. Losta lektionsuppgifter
:= Infor lektion 16, uppgift A — Coca-Colatestet med direktmetoden

Anvand direktmetoden pa Coca-Colatestet i Sammansatta hypoteser: & € N(u, 1,72),n = 10,
Hy: p=330mot Hy : p <330 pa5 % signifikansniva, och det observerade medelvardet ar
X = 328,5. Berakna sannolikheten att fa ett lika extremt eller extremare varde, P (E < 328,5),
givet att Hy ar sann, och jamfor med signifikansnivan.

¢ Lésning

Under Hy ar & € N(330, 0,544), och “extremare” betyder mindre, eftersom H; sager p <
330:

328,5-330
0,544

a0 = P(E<328,5 | u=330) = d( ) = ®(~2,76) ~[ 0,003

ap ~ 0,003 < 0,05, sa H, forkastas — samma slutsats som med den kritiska gransen 329,1
. Figuren i avsnitt 2 visar just den har situationen.

P& raknaren. normCdf(-»,328.5,330,1.72/V(10)) = 0.0029, eller pval iz Test (se
Sammansatta hypoteser).

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens. Slutsatsen stimmer
ocksd med facit till lektion 15, évning 1 d).

:= Lektion 16, 6vning 3 (Vannman 9.22) — Nio lyckade av elva

Ett forsok upprepas 11 ganger oberoende av varandra, med sannolikheten p att lyckas varje gang.
Utfallet blev 9 lyckade forsék. Anvand direktmetoden for att prova Ho : p = 0,5pa 5 %
signifikansniva mot

aH;: p>0,5,

b)H; : p&0,5.
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J Lésning
Modell. § = antal lyckade forsok, & € Bin(11, p). Under Hp ar £ € Bin(11, 0,5).

o. Nio lyckade ligger klart i den hégra svansen. Sannolikheten for lika extremt eller
extremare utfall:

(D+G+G) _ 67

@=P(29|p=05=1-PE<8]|p=05==""—0 2048

~ 0,0327

a) Ensidig mothypotes: jaAmfér med a = 0,05. Eftersom 0,0327 < 0,05 | forkastas Hy |

b) Tvasidig mothypotes: signifikansnivan férdelas pa bada svansarna, sa
enkelsvanssannolikheten jamférs med a/2 = 0,025. Eftersom 0,0327 > 0,025

kan H, inte forkastas |.

Samma data ger alltsa olika slutsats beroende pa mothypotesen. Darfér maste hypoteserna
bestammas innan vi tittar pa data.

PA riaknaren. binomCdf(11,0.5,9,11) = 0.0327.

Uppgiften (Vdinnman 9.22) dr dtergiven ur det handskrivna lésningsférslaget (ag =~ 0,0327),

och slutsatserna stimmer med det.

‘= Lektion 16, dvning 4 (Vannman 9.23) — Defekta brickor

Sannolikheten att en bricka ar defekt ska vara 0,01. I en sandning om 300 brickor hittades 8
defekta. Préva med direktmetoden Hy : p = 0,01 mot H; : p > 0,01 pa 2 % signifikansniva.

2 Lésning

Modell. ) = antal defekta brickor bland 300, n € Bin(300, p).Under Hy & p = 0,01 < 0,1
och n > 10, sa approximativt n € Po(300 - 0,01) = Po(3).

O(. Stora varden talar for Hy:
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% =P(n=8|p=001)=1-P(n<7)~1-0,9881 =

(Exakt binomialsannolikhet: 0,0115.)

Slutsats. ap = 0,012 < 0,02, s& Hy férkastas pa 2 % signifikansniva: andelen defekta ar

stérre an 0,01.

Pa riknaren. 1-poissCdf(3,0,7) = 0.0119.Den exakta binomialsannolikheten:

binomCdf(300,0.01,8,300) = 0.0115.

Uppgiften (Vdinnman 9.23) dr dtergiven ur det handskrivna l6sningsférslaget (ap ~ 0,0119 <

0,02), och svaret stimmer med det.

Se aven

e Hypotesprovning

e Sammansatta hypoteser
e Styrkefunktion

e Binomialfordelning

e Poissonfordelning

Resurser

e Khan Academy: P-values and significance tests
e Wikipedia: p-vardew
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Konfidensintervall och
hypotesprovning

#matematik #statistik #samband

Kurs: SO008M Forkunskaper: Konfidensintervall, Sammansatta hypoteser

Ett tvasidigt testav Hp : p = po pa signifikansnivan a forkastar nollhypotesen precis nar o inte ligger
i konfidensintervallet for g med konfidensgraden 1 — a. Intervallet ger darmed testbeslutet for alla g

pa en gang.

1. Sambandet

Lat I, vara ett konfidensintervall fér p med konfidensgrad 1 — a. Da galler:

Hy: p=po forkastas mot Hy : p & pppanivana <= o €1,

x =502,9: 500 utanfor — forkasta Ho
L ‘ ]
I 1

x =501,5: 500 innanfor — forkasta inte Ho
— :

po =500

498 499 500 501 502 503 504 505 506 507
M (gram)

Figuren visar tva 95 %-intervall for pasfyllningen (0 = 4,n = 9),x + 1,96 - 4/3. Med X = 502,9 blir
intervallet [500,29, 505,51]; 500 ligger utanfér, s det tvasidiga testet forkastar Hy : g = 500. Med
X = 501,5 blir det [498,89, 504,11], som innehéller 500.
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2. Varfor

Ta fallet med okand o. Det tvasidiga t-testet i Sammansatta hypoteser forkastar inte Hy nar

X — Ho _ S _ S
Stgp(n—1) &= X—typn- Dﬁ <po £ X+ typ(n— 1)—n

ENG 7

Hogerledet sager exakt att g ligger i konfidensintervallet. De tva metoderna bygger pa samma olikhet,
bara l6st for olika storheter.

¢) Vad intervallet ger utéver testet

Testet svarar bara ja eller nej for ett enda p1g. Intervallet visar dessutom hur stor avvikelsen kan
vara. Darfor ar det ofta mer informativt att redovisa intervallet.

¢ Ensidiga test

Ett ensidigt test pa nivan a svarar pa samma satt mot ett ensidigt konfidensintervall med
konfidensgrad 1 — a, till exempel p < X + to(n — 1) s/y/nfor Hy : p < .

/N Vanliga fel

o Tvasidigt intervall mot ensidigt test. Sambandet galler tvasidigt test med tvasidigt
intervall, eller ensidigt med ensidigt, pa samma a.
¢ Fel konfidensgrad. Testet pa nivan a hér ihop med konfidensgraden 1 — a, inte 1 — a/2.

3. Losta lektionsuppgifter
:= Lektion 16, 6vning 2 — Vikten 500 gram via konfidensintervall

Fortsattning pa testet av enheterna som ska vaga 500 gram i Sammansatta hypoteser: 8
normalférdelade matvarden gav x = 497,8 gram och s = 2,1. Bestam vad vi kan sdga om hur
stort g ar med 95 % sakerhet genom att berdkna och tolka ett 95 % konfidensintervall. Hur kan
vidra slutsatsen om Hy : g = 500 ur intervallet i stéllet for att genomfora testet?
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J Lésning

Intervallet. o ar okénd, sa med to,025(7) ® 2,365:

S
78

2,1
=497,8 £ 2,365 - =497,8 + 1,76 =([496,0, 499,6]

V8

Iy = X % t0,025(7)

Tolkning. Med 95 % sakerhet ligger vantevardet p mellan 496,0 och 499,6 gram.

Testet. 500 ligger inte i intervallet, sa Hy : p = 500 forkastas pa 5 % signifikansniva mot
H;i : p & 500 — samma slutsats som t-testet gav. Intervallet sager dessutom att enheterna
i genomsnitt vager mellan 0,4 och 4,0 gram for lite.

P& raknaren. menu — Statistics — Confidence Intervals — t Interval med Stats: x: 497.8,
sx: 2.1, n: 8, C Level: 0.95.

Facit: intervallet [496,0, 499,6]; eftersom 500 inte ingdr kan H férkastas pd
5 % signifikansnivad.

Se aven

e Konfidensintervall

e Hypotesprovning

¢ Sammansatta hypoteser
o t-fordelningen

Resurser

e Wikipedia: Confidence interval — relationship with hypothesis testingrz
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Flexrdimensionella fordelningar

#matematik #sannolikhetslara #grundbegrepp

Kurs: SO008M Forkunskaper: Fordelningsfunktion, Funktioner av flera variabler

En flerdimensionell férdelning beskriver tva eller flera stokastiska variabler samtidigt genom en
simultan férdelning. Ur den far vi marginalférdelningarna for varje variabel for sig, men marginalerna

racker inte for att aterskapa simultanférdelningen om variablerna ar beroende.

1. Tvadimensionella stokastiska variabler

En tvadimensionell stokastisk variabel ar ett par (&, 1) av stokastiska variabler som betraktas
tillsammans — en punkt i planet vars koordinater &r slumpmassiga. Ibland skriver vi (&1, &) i stéllet for

(& n).

Vi behover den nar variablerna inte kan antas vara oberoende: utsand och mottagen signal, langd och
vikt hos samma person, tva studenters betyg pd samma tenta. Ar variablerna oberoende récker det att
kanna fordelningarna var for sig; ar de beroende maste vi beskriva dem tillsammans.

Som i det endimensionella fallet skiljer vi mellan diskreta och kontinuerliga fordelningar.

2. Diskret fall: simultan sannolikhetsfunktion

(&, n) ar diskret om bade & och ) ar diskreta. Férdelningen anges med den
simultana sannolikhetsfunktionen

p(x,y)=P(&=x,n=Y)

for de varden (x, y) som paret kan anta, och p(x, y) = 0 annars. Den skrivs ofta som en tabell med X i

raderna och y i kolumnerna.

Sannolikheten att paret hamnar i ett omrade C i planet ar summan av massan dar:
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P(EmEC)= ¥ pxy)
(xy)EC

3. Kontinuerligt fall: simultan frekvensfunktion

Enligt kompendiets definition 1.3 har (&, ) en kontinuerlig tvddimensionell férdelning om det finns

en funktion f(x, y) sddan att fér varje omrade D i planet

P(&mED)=[ f(x,y)dxdy
D

f(x,y) kallas den simultana frekvensfunktionen och uppfyller

00

fxy)=0, [ [ f(xy)dxdy=1
Sannolikhet &r alltsa volym under ytan z = f(x, y), precis som den i en dimension ar area under
frekvensfunktionen. Berakningarna ar dubbelintegraler.

2 Simultan fordelningsfunktion

Oavsett typ bestams fordelningen av F (x,y) = P (€ < X, n <y).Idet kontinuerliga fallet ar
2

0°F
f(X:Y)_ axay

och sedan derivera aterkommer i Icke-linjara funktioner av stokastiska variabler.

. Vianvander den sallan direkt, men idén att forst ta fram en fordelningsfunktion

4. Vantevarden av funktioner

Ar g(x,y) en funktion av tva variabler galler

E(@g(&n) =YY g(xy)plx,y)  respektive  E(g(&,n)) = [[ - g(x,y) f(x,y) dx dy
Xy

Med g(x,y) = x +y foljer tillexempel E(§ + ) = E(&) + E(n) direkt, och med g(x, y) = xy far vi
E(&n) som behovs for kovariansen.
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5. Likformig tvadimensionell férdelning

(&, n) ar likformigt férdelad pa ett omrade K om frekvensfunktionen &r konstant pa K och noll utanfér

(kompendiet, definition 1.4):

1
f(x,y) = {W’ kX

0, annars

dar |K| ararean av K. Fér ett delomrdde A € K blir sannolikheten ett rent areaférhéllande:

P((E,U)EAF%

&) Rita omradet

Med likformig fordelning blir nastan varje uppgift geometri: rita K, rita omradet som handelsen
motsvarar, och rakna areor. Ingen integral behovs.

6. Oberoende

& och n ar oberoende om och endast om den simultana férdelningen ar produkten
av marginalfordelningarna:

p(%,y) =pe(X)pa(y)  respektive  f(x,y) =fe(x)fa(y)  forallax,y

Racker det med ett enda par (x, y) dar likheten inte galler &r variablerna beroende. Omvant: ar § och n
oberoende och kanda var for sig far vi den simultana férdelningen som produkten.

[\ Vanliga fel

f(x,y) som sannolikhet. Frekvensfunktionen kan vara stérre an 1; sannolikhet &r volym

under ytan, inte funktionsvardet.

 Integrerat 6ver hela kvadraten. f ar 0 utanfér omradet, sa integrationsgranserna foljer
omréadet dar f > 0.

e Oberoende pi ett icke-rektangulirt omrade. Ar omradet dar f > 0 inte en rektangel, t.ex.
triangeln 0 < y < x < 1, &r variablerna beroende — dven om f &r konstant och formeln ser
ut att faktorisera.

e Glémt | K |. Likformig fordelning har héjden 1/| K|, inte 1.
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7. Losta lektionsuppgifter

Ovningarna markta Kompendiet kommer ur kompendiet om flerdimensionella férdelningar och
rekommenderas infor tentan. Kompendiet har inget facit, sa varje sddan évning ar lost tva ganger
oberoende av varandra.

‘= Lektion 17, 6vning 3 — Tva oberoende rektangelférdelade variabler
Antag att € och i ar oberoende och rektangelférdelade pa intervallet (0, 1).

a) Bestam den simultana frekvensfunktionen for (&, n7). Vad kallas denna
tvadimensionella férdelning?

b) Handelsen A = {& + n < 1,5} kan skrivas {(&, ) € C} for ett lampligt omréde C i planet.
Vilket? Rita en bild.

c) Berdkna P (¢ +n < 1,5).
d) Berékna P (¢ + 1 < 0,75).

e) Tva personer ska traffas pa en viss plats mellan kl 12.00 och 13.00 och vantar hogst 20
minuter pa varandra. Om de anléander oberoende av varandra vid slumpmassigt valda tider under
timmen, hur stor ar sannolikheten att de traffas?

/ Lésning

a) Oberoende ger produkten av marginalerna, fe(x) = 1 pa (0, 1) och f;(y) = 1 pa (0, 1):

1, 0<x<1,0<y<1
fxy) = ) = { SHE L VRS
, annars

Det &r den likformiga férdelningen pd enhetskvadraten K, med |K| = 1.

b) C = {(x,y) : x +y < 1,5}, halvplanet under linjen y = 1,5 — x. Inom kvadraten ar det
allt utom ett hérn uppe till hoger.
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x+y=15 P=7/8 x+y=<0,75 P=9/32 Ix-yl<1/3 P=5/9

1 1 1
> 0,5 0,5 0,5
0 0 0
0 0,5 1 0 0,5 1 0 0,5 1
X

c) Komplementet inom kvadraten ar triangeln med hérni (0,5; 1), (1; 1) och (1; 0,5), med

kateterna 0,5:
0,5+0,5 1 7
+ < = _ = —_— = —
PE+n<15=1 5 1 3

d) Nu ar omradet sjalv en triangel med kateterna 0,75 (mittenpanelen):

0,75 [ 9

32

P(E+n<0,75) =

e) Mat tiden i timmar efter kl 12: ankomsttiderna & och 1 ar oberoende och R(0, 1), alltsa
likformigt férdelade pd kvadraten. De traffas om |€ — 1| < 1/3, bandet langs diagonalen i
hogra panelen. Utanfor bandet ligger tva trianglar med kateterna 2/3:

1 (2/3)? 4 |5
— <_ = — . — = — —
P([¢ n|_3) 1-2-— 1-3

Facit: @) f(x,y) = 1om0 < x,y < 1, 0annars; b) C = {(x,y) : x+y < 1,5}, ¢) 7/8; d) 9/32
;e)5/9.

:= Kompendiet, 6vning 1.1 — Seminarier och tentamensbetyg

For en universitetskurs fordes statistik 6ver tentamensresultat och narvaro vid tva frivilliga
seminarier. Lat € vara betyget pa tentamen (2 betyder underkant) och n antalet seminarier som

en slumpmassigt vald student har gatt pa. Den simultana sannolikhetsfunktionen p(x, y) ar
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x\y 0 1 2

2 0,18 0,07 0,05
3 0,11 0,16 0,08
4 0,06 0,08 0,11
5 0,02 0,03 0,05

Berdkna sannolikheten att en slumpmassigt vald student gar pa minst ett seminarium och far
betyg 3 eller battre.

/ Losning

Omradet. Handelsen ar {§ > 3, n > 1}: radernax = 3,4, 5 och kolumnernay = 1, 2, alltsa
sex celler i tabellens nedre hégra horn.

Summera massan dar.

P(E>3, n>1)= (0,16 +0,08) + (0,08 + 0,11) + (0,03 + 0,05) = [0,51

Rimlighetskoll. P (¢ > 3) = 0,70 och P(n > 1) = 0,63. Vore variablerna oberoende
skulle svaret bli 0,70 - 0,63 =~ 0,44. Vi far mer, eftersom seminarienarvaro och bra betyg

hanger ihop.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer éverens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.3 — Tennisboll genom ett nat

En tennisboll med diametern a cm kastas mot ett volleybollnat. Natmaskorna ar kvadratiska med
sidan b > a. Vad &r sannolikheten att bollen gar igenom natet utan att réra ndgon trad? (Vi bortser
fran tradarnas tjocklek.)

¢ Lésning

Modell. Bollens mittpunkt (£, n) hamnar i ndgon maska. Inom den maskan antar vi att
mittpunkten &r likformigt fordelad pa kvadraten K med sidan b, sa | K| = b?.
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Handelsen. Bollen rér ingen trdd om mittpunkten ligger minst en radie, a/2, fran alla fyra
sidor. Det &r en inre kvadrat med sidan b — a:

bollen
-~ -

/ N

Areaforhallandet.

C-a |- 2y

P(igenom) = 0 b

Rimlighetskoll. a — 0 ger sannolikheten 1 ocha — b ger 0, som sig bor.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer éverens.
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‘= Kompendiet, ovning 1.6 — Vilken butik far forsta kunden?

En butik i Stockholm 6ppnar kl 9.00, och tiden tills den forsta kunden kommer in ar
exponentialfordelad med vantevardet 4 minuter. En butik i Umea 6ppnar ocksa kl 9.00, med
exponentialférdelad tid till forsta kunden med vantevardet 7 minuter. Vad ar sannolikheten att
butiken i Stockholm far sin férsta kund fore butiken i Umed?

¢ Lésning

Modell. £ = tiden till férsta kunden i Stockholm, & € Exp(1/4); n =tideniUmed, n €

Exp(1/7). Butikerna paverkar inte varandra, sa & och n ar oberoende och f(x,y) = ie"d“ :

1,17 ¢
ze V" forx,y > 0.

Héndelsen ar omradet {(x,y) : x < y} ovanfér diagonalen. Integrera forst 6ver y fran x till
o, vilket ger P(n > x) = e ¥/:

L__|Zl~0636
11

i
P(€<n):I Ze X/4ex/7dX:
0

N

FNTEN
+
|-

Tolkning. For tva oberoende exponentialférdelningar géller allmant P (§ < 1) = Ag/(Ag +
Ay). Stockholm har den hégre intensiteten (1/4 kund per minut mot 1/7) och vinner
darfor oftare.

Pa raknaren. [((1/4)xer(-x/4)*er(-x/7),x,0,o) ger 7/11 ien Calculator-sida.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer éverens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.8 — Var ska sjukhuset ligga?

Ett sjukhus ska placeras i ett kvadratiskt samhalle K = {(x,y) : 0 <x <1, 0 <y < 1}, dar

(0, 0) ar sydvastra hornet. Man kan bara fardas parallellt med koordinataxlarna, s& avstandet fran
(0,0) till (x, y) ar x + y. Antalet olyckor 6kar linjart i bade x- och y-led, och platsen for en olycka
har frekvensfunktionen

cxy, 0<x<1,0<y<1
0, annars

f(x,y) =A
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a) Bestam konstanten c.
b) Sjukhuset placeras i (0, 0). Vad &r sannolikheten att ambulansen behéver fardas hogst 0,75?
c) Vad ar den férvantade utryckningsstrackan med sjukhuset i (0, 0)?

d) * Vilken placering minimerar den forvantade utryckningsstrackan?

Z Lésning
a) Totala sannolikheten ska vara 1:

11 1
[ | cxydydx=c:=-
070 2

=4l — c=4

N =
1O

Frekvensfunktionen faktoriserar, 4xy = 2x * 2y, sé olycksplatsens koordinater  och np ar
oberoende, var och en med frekvensfunktionen 2x pa [0, 1].

b) Handelsen &r triangeln {x + y < 0,75} i sydvastra hornet, dar olyckorna &r som glesast:
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1
tatare olyckor
mot nordost
0,75
- 0,5
0,25
x+y=<0,75
0 H
sjukhuset
0,75 0,75—x 0,75 0 754 27

PE+n<075)=[ [ 4xydydx=[  2x(0,75-x)*dx =
0 0 0

512

Triangeln tacker 28 % av kvadratens area men bara 5 % av sannolikheten.

2
c) Vantevardets linjaritet och E(&) = fol X 2xdx = 5:
4
E@+n)=E¢)+EM) =

d) Med sjukhuset i (u, v) ar strackan |€ —u| + | — v|, och de tv& termerna kan minimeras
var for sig. E | € — u| minimeras nar u &r medianen fér & — da ligger lika mycket sannolikhet

pa varje sida, och en liten flytt at nagot hall forlanger lika mycket som den forkortar. Fg(u) =
u? = 1/2 ger
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1
(U, V) - (ﬁ:

1

V2

)

~ (0,71; 0,71)

P& raknaren. b) [(J(4%xxy,y,0,0.75-x),x,0,0.75) ger 27/512.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

Se aven

e Marginalférdelning

e Betingad fordelning och betingat vantevarde

e Kovarians
e Korrelation
e Tvadimensionell normalférdelning

e Dubbelintegraler

Resurser

e Khan Academy: Joint distributions
e Wikipedia: Joint probability distributionrz
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Marginalfordelning

#matematik #sannolikhetslara #definition

Kurs: SO008M Forkunskaper: Flerdimensionella fordelningar

Marginalférdelningen ar férdelningen for en av variablerna i en flerdimensionell férdelning, betraktad
for sig. Den fas genom att summera eller integrera bort den andra variabeln.

1. Diskret fall

Om p(x, y) ar den simultana sannolikhetsfunktionen for (&, 1) ges marginalférdelningarna av

pe(x) = Y p(x,y), pn() = X p(x,y)
y X

dar summorna tas 6ver alla varden som 1 respektive & kan anta.

Att & = x intraffar &r detsamma som att (&, ) hamnar pa raden x i tabellen, oavsett vilket y. Raderna
ar disjunkta handelser, sa sannolikheterna adderas — det &r lagen om total sannolikhet i tabellform.

¢) Summera raderna och kolumnerna

Skriv den simultana tabellen och lagg till en summakolumn och en summarad. Radsummorna ar
pe(X), kolumnsummorna p,(y) — dérav namnet: de stér i marginalen. Bda ska summera till 1.
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y=3
x=3 0,31
x=4 0,02
Xx=5 0,01
Pn(y) 0,34

Den simultana tabellen fran lektion 17, évning 1a (nedan) med radsummorna p,g(x) och

0,11

0,22

0,03

0,36

0,05

0,12

0,13

0,30

pe(x)

0,47

0,36

0,17

kolumnsummorna py(y) i marginalen. Mérkare ruta betyder stérre sannolikhet.

2. Kontinuerligt fall

Med den simultana frekvensfunktionen f(x, y) ersatts summorna med integraler:

=] fy)dy,  [O)=] fxy)dx

For fixt x integrerar vi langs den lodrata linjen genom X. Integrationsgranserna bestams av var f(x, y)
ar skild fran noll for det x-vardet, och det ar dar de flesta fel gors.

/\ Grénserna beror pa x

Ar (&, n) likformigt férdelad pé en cirkelskiva med radie 1 gar y fran —+/1 — X2 till /1 — X2 for ett

2

givet x. Marginalen blir d& fz(x) = =4/1 — x2, en halvcirkel och inte en konstant — trots att den

T
simultana fordelningen ar likformig.
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3. Marginalerna racker inte

Marginalférdelningarna beskriver varje variabel for sig men sager ingenting om hur de beror av
varandra. Olika simultana fordelningar kan ha exakt samma marginaler. Bara om & och i ar oberoende
gar det att aterskapa den simultana férdelningen, som produkten p(x, y) = pg(X) p,(y).

Hur mycket den ena variabeln sdger om den andra fangas i stallet av den betingade férdelningen och

av korrelationen.
/\ Vanliga fel

o Integrerat 6ver fel variabel. f¢(x) fis genom att integrera bort y; svaret far bara innehalla
X.

e Stodmangden saknas. Ange for vilka x marginalen galler, och att den ar 0 utanfor.

* Produkten av marginalerna som simultan férdelning. ps(x) p,(y) ar den simultana
férdelningen bara vid oberoende.

¢ Ingen kontroll. Marginalen ska summera eller integrera till 1 — ett snabbt satt att hitta
fel granser.

4. Losta lektionsuppgifter

Ovningarna markta Kompendiet kommer ur kompendiet om flerdimensionella férdelningar. Det saknar
facit, sa de ar l6sta tva ganger oberoende av varandra.

‘= Lektion 17, dvning 1a — Joels och Majas betyg

Joel och Maja har pluggat tillsammans infér en tenta for Gverbetyg. Lat & och i vara betyget for
Joel respektive Maja. Den simultana sannolikhetsfunktionen for (&, n) ar

x\y 3 4 5

3 0,31 0,11 0,05
4 0,02 0,22 0,12
5 0,01 0,03 0,13

Bestam marginalférdelningarna for € och 1. Bestam &ven vantevarde och standardavvikelse for
Majas betyg.
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/ Lésning

Marginalerna. Radsummor ger Joels betyg, kolumnsummor Majas:

x\y 3 4 5 pe(x)

3 0,31 0,11 0,05 0,47

4 0,02 0,22 0,12 0,36

5 0,01 0,03 0,13 0,17

pr(y) 0,34 0,36 0,30 1
Majas vantevarde.

En)=3-0,34+4-0,36+5-0,30 ={3,96

Majas standardavvikelse. E(n?) =9+ 0,34 + 16 - 0,36 + 25 - 0,30 = 16,32, s&

V(n)=16,32-3,96* =0,6384, 0, = 1/0,6384 ~

Pa raknaren. Lagg betygen 3, 4, 5i en lista och sannolikheterna §0.34,0.36,0.30% ien
annan. Kér menu — Statistics — Stat Calculations — One-Variable Statistics med
sannolikhetslistan som Frequency List. Da &r x = E(1) och ox = 0, —ta ox, inte sx,

eftersom vi har hela fordelningen och inte ett stickprov.

Facit: P (§ = x) = 0,47; 0,36; 0,17 och P(n =y) = 0,34; 0,36; 0,30f6rx,y = 3,4,5;

E(n) = 3,96, 0 = 0,799.

‘= Kompendiet, 6vning 1.2 — Likformig férdelning pa kvadraten

Lat (&, n) vara likformigt fordelad pa K = {(x,y) : 0 <x <1, 0 <y < 1}.Berékna

marginalférdelningarna for € och 1 direkt fran definitionen.
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J Lésning
Simultan frekvensfunktion. |K| = 1, s3f(x,y) = 1 p4 K och 0 utanfdr.

Marginalen for &. For ett fixt x mellan O och 1 &r f(x,y) = 1 precisnar0 <y < 1:

00 1

fe(x):f_ f(X,y)dy:f0 ldy =1, 0<x<1

och f¢(x) = 0 for 6vriga x, eftersom hela den lodrata linjen da ligger utanfér K. Alltsa

£ ER(O,1)|

Marginalen for 1. Samma rakning med rollerna ombytta ger|n € R(0, 1) |.

Kommentar. Har &r f(x, y) = f¢(x) f,(y) 6verallt, s& & och 17 &r oberoende. Det &r
omvandningen till lektion 17, 6vning 3 a). Jamfér med cirkelskivan i varningen ovan: dar ar
marginalerna inte likformiga, och variablerna ar beroende.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer éverens.

Se aven

e Flerdimensionella fordelningar

e Betingad fordelning och betingat vantevarde
e lLagen om total sannolikhet

e Sannolikhetsfunktion

e Frekvensfunktion

Resurser

e Wikipedia: Marginal distributionrz
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Betingad fordelning och betingat
vantevarde

#matematik #sannolikhetslara #definition

Kurs: SO008M Foérkunskaper: Marginalfordelning, Betingad sannolikhet

Den betingade fordelningen for & givet = y ar fordelningen for & nar vi vet vardet pa n. Den fas
genom att normera ett tvarsnitt av den simultana fordelningen, och dess vantevarde — det betingade
vantevardet — &r den basta prognosen for € givet informationen.

1. Ett tvarsnitt som normeras

Ar tv& variabler beroende ger vardet pa den ena ny information om vilka varden pa den andra som &r
troliga — precis som for betingade sannolikheter mellan handelser. I en simultan tabell betyder “givet
n = y” att vi bara tittar pa kolumnen y. Kolumnens varden summerar till p,(y), inte till 1, s& vi delar
med kolumnsumman.

Definition 1.9 (kompendiet). Den betingade férdelningen for & givet 1 = y ges i det diskreta fallet
av sannolikhetsfunktionen

perr () = PEY)
&ln=y pn(y)

och i det kontinuerliga fallet av frekvensfunktionen

feln=y(x) = % : ) :f_oo f(x,y) dx

Namnaren ar marginalférdelningen for den variabel vi betingar pa.
¢/ Oberoende variabler

Ar € och ) oberoende ar p(x, y) = pe(X) pp(y), och den betingade férdelningen blir sasmma som
marginalférdelningen for §. Informationen om n) andrar ingenting.
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2. Betingat vantevarde

Definition 1.12 (kompendiet). Vantevardet i den betingade fordelningen for & givet 1 = y kallas det
betingade vantevardet och betecknas E(& | n = y):

00

E@€ | n=y)=Lxpgp () respektive  E(§[n=y) =] Xfgpm()dx

X

P4 samma satt far vi den betingade variansen och standardavvikelsen, som mater hur osékra vi

fortfarande ar om & nar n ar kand.
¢) Basta prognosen

Vintevardet p ar den prognos ¢ for € som minimerar det forvantade kvadratiska felet E((€ — ¢)?)
(beviset ar kompendiets 6vning 1.12 nedan). P4 samma sitt ar E(E | n = y) den basta

prognosen for & givet att n = y, i minsta-kvadrat-mening.

3. Lagen om totalt vantevarde

Byter viy mot i E(& | n = y) far vi en stokastisk variabel, E(¢ | n) = g(n)darg(y) =E(& | n =
y)-

Lagen om totalt vantevarde (kompendiet, sats 1.13).

E@) =EEE | n)

Det ar lagen om total sannolikhet for vantevarden: rakna vantevardet fall for fall och vag ihop fallen.
Satsen galler oavsett om variablerna ar diskreta, kontinuerliga eller en av varije.

¢) Nar satsen anvinds

Nar & &r svar att beskriva direkt men blir enkel om vi vet vardet pa . Kommer 1 kunder till en
affar och var och en képer mjélk med sannolikheten 0,2 ar E(¢ | 1) = 0,21, och satsen ger
E(&) = 0,2 E(n) utan att vi ndgonsin tar fram férdelningen for €.

Tillimpad p& en indikatorvariabel fér en handelse A blir satsen P(A) = [ P(A | n = y)f,(y) dy,
anvindbar nar P (A | n = y) ar latt att rakna.
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4. Losta lektionsuppgifter

Ovningarna markta Kompendiet kommer ur kompendiet om flerdimensionella férdelningar. Det saknar
facit, sa de ar l6sta tva ganger oberoende av varandra.

‘= Lektion 17, 6vning 1b—f — Majas betyg givet Joels

Samma tabell som i Marginalférdelning: & = Joels betyg, n = Majas betyg, med

x\y 3

3 0,31
4 0,02
5 0,01
pn(y) 0,34

Utan villkor &r E() = 3,96 och g, = 0,799.

0,11

0,22

0,03

0,36

0,05

0,12

0,13

0,30

pe(X)
0,47
0,36

0,17

b) Joel skriver tentan férst och Maja far veta att han fick betyg 3. Berakna den betingade

férdelningen for Majas betyg.

c) Skissa Majas fordelning fore och efter beskedet. Vad har hant med vantevardet

och spridningen?

d) Berakna vantevarde och standardavvikelse i den betingade fordelningen som kontroll.

e) Vad hade hant med vantevardet och standardavvikelsen om Maja i stallet fatt veta att Joel fick

en femma?

f) Kontrollera formodan i ) genom att rakna.

2 Lésning

b) Ta raden x = 3 och dela med radsumman pg(3) = 0,47:
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031 011 005 _
Pnie=s0) = 0770 047 0.47

0,6596; 0,2340; 0,1064 y=3,4,5

¢) Massan har flyttats mot trean och samlats dar:

pn(y): fore Pnie=3(y): Joel fick 3 Prie=5(y): Joel fick 5
0,8 , E=3,96 , E=3,45 , E=4,71

o I I |

2 o6 [ [ I

X~ I I |

° I I |

2 04 : | ;
=

I | I |

? 0,2 | | . |

I I |

. | | - -

3 4 5! 3 4 5 3 4 5

Majas betygy Majas betyg y Majas betyg y

Vantevardet har minskat, och eftersom massan nu ar koncentrerad pa ett varde har
spridningen ocksa minskat.

d)

E(n | £€=3)=3-0,6596+4-0,2340 + 5 - 0,1064 ~ | 3,4468

En? | £€=3)~12,340,5aV(n | & =3) ~ 12,340 - 3,44682 ~ 0,460 och
standardavvikelsen blir~ | 0,6782 |.

e) Betygen samvarierar positivt, sa en femma hos Joel bor flytta Majas fordelning uppat:
vantevardet 6kar. Massan bor samlas vid femman, sa spridningen minskar.

f) Raden x = 5 delad med pg(5) = 0,17:

Pyje=s(y) ~ 0,0588; 0,1765; 0,7647

E(n | £=5)~|4,7059| VV(n | £=5)~|0,5703

Formodan stammer.

P& raknaren. One-Variable Statistics med betygen 3, 4, 5 som X1 List och radens
sannolikheter, till exempel §6.31,0.11,0.05%/0.47, som Frequency List. x ger det
betingade vantevardet och ox den betingade standardavvikelsen.
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Facit: b) 0,6596; 0,2340; 0,1064; c) minskat resp. minskat; d) 3,4468 resp. 0,6782; e) 6kat
resp. minskat; f) 4,7059 resp. 0,5703.

‘= Lektion 17, 6vning 2 — Total livslangd for batterier

I ett lager finns 25 batterier av typ a och 10 av typ b. Livslangderna ar exponentialférdelade, och

sannolikheten att ett batteri racker mer an 100 drifttimmar ar 0,95 for typ a och 0,97 for typ b. Vi

valjer ut 10 batterier pa mafa. Vad ar vantevardet av den totala livslangden for de 10 batterierna?

Tips: infor & = total livslangd for de 10 och 1) = antal batterier av typ a, och anvand lagen om
totalt vantevarde.

J Lésning

Vantevardena per typ. For en exponentialférdelad livslangd med parameter A &r
P (livslangd > t) = e™ och vantevardet 1/A. Ur e 1% = p farvi 1/A = 100/(— In p):

100 100

Ua = TO’QS ~ 1949,6 h, Hb = TO,97 ~ 3283:1 h

Betingat pa . Givet att 1 = y avde 10 &r av typ a ar resten, 10 — y, av typ b:

EC€|n=y)=ypu.+10-y)pp

Lagen om totalt vantevirde. 1] 4r antalet typ a vid dragning utan aterlaggning, n €
Hyp(35, 10, 25/35) med E(n) = 10 - g—g ~ 7,143. Eftersom E(& | n) ar linjarin:

E©&) =E®) o + (10 — E(n)) o ~ 7,143 - 1949,6 + 2,857 - 3283,1 ~| 23 306 timmar |

Facit: 23 305,75 timmar.

‘= Lektion 17, 6vning 4 — Likformig férdelning pa en triangel

Antag att (&, n) ar likformigt fordelad pa triangeln med hérn i (0, 0), (0, 1) och (2, 0).

pellesmoln.org/kurser/SO008M - 2026-10-19

2741345


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Exponentialf%C3%B6rdelning

S0008M - Betingad fordelning och betingat vantevarde

a) Diskutera utan beréakningar hur f¢(x) borde se ut, och hur den betingade férdelningen fér &
givetn = 0,5 borde se ut.

b) Berdkna fz(x) och fg|n=05(x).

¢ Lésning
1
- 05 n=0,5: 0<x<1
fix,y) =1
0
0 0,5 1 1,5 2
X

a) Triangeln ar hég vid x = 0 och smalnar av mot x = 2. Marginalen f¢(x) borde darfor ocksa
se ut som en triangel, storst vid 0 och noll vid 2. Givet = 0,5 ligger punkten pa den vagrata
strackan inuti triangeln, och eftersom den simultana fordelningen ar likformig bor den
betingade fordelningen vara likformig pa den strackan.

b) Triangelns area ar % 2+ 1=1,s4f(x,y) = 1 patriangeln. Den snedasidanary = 1 —
X/2.

Marginalen. Fér 0 < x <2 gary fran 0 till 1 — x/2:

1-x/2

fex) = ldy =|1- 0<x<2
0

N | X

en triangel, som forutsagt.

Den betingade. For 0 <y < 1 garxfran 0 till2(1 - y), sa f,(y) = 2(1 = y) och f,(0,5) = 1
. Alltsa
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; 0,5
féln=0,5(x):% : 0<x<1

en rektangelférdelning pa (0, 1), likformig pa strackan y = 0,5 inuti triangeln.

Facit: f;’z(x) ser ut som en triangel, och den betingade férdelningen dr likformig pd den del av
linjeny = 0,5 som ligger i triangeln. Facit ger bara formen; uttrycken dr lésta tvd ganger
oberoende av varandra och stimmer 6verens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.10 — Tre diskreta variabler

Definitionen av en diskret tredimensionell férdelning ar analog med det tvadimensionella fallet.
Antag att (&, n, ¢) har sannolikhetsfunktionen p(x, y, z).

a) Ange uttryck for marginalférdelningarna for €, n och .

b) Ange ett uttryck for den betingade sannolikhetsfunktionen for & givet 1 = y, och f6r den
betingade sannolikhetsfunktionen for & givetn = y och { = z.

¢ Lésning
a) Summera bort de variabler vi inte ar intresserade av:

pg(X) = Z ZP(X,y,Z), pr](y) = Z Zp(X,y,Z), pZ(Z) = Z Zp(X,y,Z)

Y ¢ 2 Y

b) Som i det tvddimensionella fallet: simultan sannolikhet delad med sannolikheten for
villkoret. Med ett villkor behéver taljaren den simultana fordelningen for (&, n7), dar ¢
ar bortsummerad:

Y, P(x%,Y,2)

Peln=y(X) = O

Med tva villkor &r taljaren p(x, y, z) sjalv, och namnaren ar den simultana marginalen fér

(n,9):
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Pelrs 1) = p(x.y,2)
¢ln=y,{=z Zx’ p(x',y, Z)

Bada galler for de y respektive (y, z) dar namnaren ar positiv.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.11 — Betyget utan seminarier

Anvénd tabellen 6ver tentamensbetyg & och antal seminarier 1 i kompendiets évning 1.1.
Berdkna vantevardet av betyget for en student som inte har gatt pa nagot seminarium, och jamfor
med vantevardet innan vi fick den informationen.

J Lésning
Utan villkor. Radsummorna &r pg(2), ..., ps(5) = 0,30; 0,35; 0,25; 0,10, sa
E&)=2-0,30+3-0,35+4-0,25+5-0,10 = 3,15

Givetn) = 0. Kolumnen y = 0 har vérdena 0,18; 0,11; 0,06; 0,02 med summan p,(0) =
0,37. Den betingade fordelningen ar kolumnen delad med 0,37:

Pein=0(x) # 0,486; 0,297; 0,162; 0,054 x=2,3,45

2:0,18+3-0,11+4-0,06+5-0,02 _ 1,03 _
0,37 0,37

EE€|n=0)= 2,78

Jamforelse. Det forvantade betyget sjunker fran 3,15 till 2,78 nar vi vet att studenten inte
gatt pa nagot seminarium. Nastan halften av de studenterna blir underkanda. Det sager
inget om orsaken: seminarierna kan hjalpa, men flitiga studenter kan ocksa vara de som
gar dit.

Pa raknaren. One-Variable Statistics med {2,3,4,5% och Frequency List
10.18,0.11,0.06,0.02%/0.37 .

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.
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:= Kompendiet, dvning 1.12 — Vantevardet ar den bésta prognosen

Lat & vara en stokastisk variabel med vintevardet . Visa att funktionen f(c) = E((€ — ¢)?) antar
sitt minsta varde da ¢ = p.

2 Lésning

Utveckla kvadraten och anvand att vantevardet ar linjart och att ¢ ar en konstant:
fl©)=E(@* -2c&+ ) = E(@E) - 2cpu+c’

Det ar ett andragradspolynom i ¢ med positiv c?-koefficient.

Kvadratkomplettera. Lagg till och dra ifran pz:

f(c) = E(&%) — p* + (c — p)°
————
V(&)

Forsta termen beror inte pa ¢, och andra ar > 0 med likhet precis da ¢ = p. Alltsa antar f sitt
minsta varde |f(u) = V(&) |ic = p.

Tolkning. Variansen ar det minsta forvantade kvadratiska fel som gar att uppna med en fast
prognos. Gér vi samma rakning i den betingade férdelningen givet n = y féljer att E(& |
n = y) ar den basta prognosen nar n ar kand.

Resonemangsuppgift — det finns inget facit att jimféra med.

:= Kompendiet, 6vning 1.13 (Vannman 2.25, i 2:a uppl. 2.24) — Livslangd for ett batteri

ur centrallagret

Batterierna i lektion 2, vning 6 kommer fran fabrik A (50 %), B (20 %) och C (30 %). Ett batteri
fran A racker mer an 100 drifttimmar med sannolikheten 0,95, fran B med 0,97 och fran C med

0,98. Antag att livslangderna &r exponentialférdelade med parametrarna Aa, Ag och Ac.

a) Berékna A4, Ag och Ac.
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b) Berdkna den férvantade livslangden for ett batteri som tas pa mafa ur centrallagret.

¢ Lésning

a) For & € Exp(A) ar P (€ > 100) = e 10% stt det lika med den givna sannolikheten och

16s ut A:
-1 —1n 0,95 - .

A= 2P =T 513104 Az ~[3,05- 104 Ac~[2,02- 1
100 100 A

per timme. Vantevardena 1/A blir 1950, 3283 och 4950 timmar.

b) Lat 1 vara fabriken. Givet fabriken ar den férvantade livslangden 1/A fér den fabriken, och
lagen om totalt vantevarde vager ihop:

1 1 1
E&)=0,5" = +0,2 - = +0,3 - = 0,5+ 1950 + 0,2 - 3283 + 0,3 - 4950 ~| 3116 tii

A B C

Fallgrop. Det &ar vantevardena som ska vagas ihop, inte parametrarna. 1/(0,54, +
0,2Ag + 0,3A¢) ~ 2646 timmar ar fel: blandningen av tre exponentialférdelningar ar
ingen exponentialfordelning.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer 6verens.

:= Kompendiet, 6vning 1.14 — Summa med ett slumpmassigt antal termer

Antag att &1, &, &3, ... ar R(0, 1)-férdelade och att 1 € Po(10) &r oberoende av dem. Lat & =
Z?:l &i. Berakna E(§).

J Lbésning

Betinga pa antalet termer. Givet ) = y ar £ en summa av y termer med vantevardet 1/2
vardera, och eftersom 1] ar oberoende av termerna andras inte deras fordelning av villkoret:

N <
N|=

E€|n=y)= — EE|n=
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Lagen om totalt vantevarde.
_ - Em) _ 10 _
E@=EQ) ==L == =[5]
2 2 2
Samma resonemang som mjélkexemplet i avsnitt 3. Kompendiets eget exempel 1.14 har dar

ett tryckfel, 0,2 - 0,4 i stallet for 0,2 * 4, men svaret 0,8 stammer.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

Se aven

e Marginalférdelning

e Flerdimensionella fordelningar

e Betingad sannolikhet

e lLagen om total sannolikhet

e \antevarde

e Tvadimensionell normalférdelning

Resurser

e Wikipedia: Conditional probability distributiontz
e Wikipedia: Law of total expectatione
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Kovarians

#matematik #sannolikhetsldara #storhet

Kurs: SO008M Forkunskaper: Flerdimensionella fordelningar, Varians och standardavvikelse

Kovariansen mater hur tva stokastiska variabler samvarierar: den ar positiv om stora varden pa den
ena tenderar att atfoljas av stora varden pa den andra, och negativ om de tenderar att ga at olika hall.

Den behovs for att rakna ut variansen av en summa av beroende variabler.

1. Idén

Lat &; och &, vara langd och vikt for en slumpvald person, med vantevarden 1y och 5. En person

over medellangd vager oftast 6ver medelvikten, och en person under medellangd oftast under.
Avvikelserna &; — py och & — i, har alltsd oftast samma tecken, s produkten (& — p1)(& — o) bliri
genomsnitt positiv.

Vid ett negativt samband har avvikelserna oftast olika tecken och produkten blir i genomsnitt negativ.
Saknas linjart samband tar positiva och negativa produkter ut varandra.
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Punkter i de rédbruna kvadranterna ger en positiv produkt (§; —

H1)(& — o), punkter i de bld en

negativ. Har dominerar de rédbruna, sd kovariansen dr positiv. Hall musen éver en punkt for att

se produkten.

2. Definitionen

Definition 1.16 (kompendiet). Kovariansen mellan &; och &, &r

Cov($1,62) = E((§1 — H1)(S2 — 12))

For rakning ar omskrivningen

) pi = E(&)

Cov(&1,82) = E(&162) — pupi2

oftast smidigast, dar E(&; &) raknas som en dubbelsumma eller dubbelintegral ver den

simultana fordelningen.

2 Tva specialfall

o Med sig sjilv: Cov(&, &) = E((§ — p)?) = V(&). Variansen &r kovariansen av en variabel

med sig sjalv.

e Oberoende: om & och &, ar oberoende ar E(&,&) =
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3. Rakneregler

For konstanter a och b:

Cov(¢1, &) = Cov(§, &1)
Cov(aé; + b, &) = aCov(éy, &)
COV(fl + éZJ 63) = COV(EI: 53) + COV(EZ’ ES)

En additiv konstant flyttar variabeln men inte avvikelserna fran vantevardet, och darfor férsvinner b.

4. Variansen av en summa

Sats 1.17 (kompendiet).

V(& + &) =V (&) + V(&) +2Cov(éy, &)

och, eftersom V (=&) = V (&) och Cov(&1, —&2) = —Cov(&y, &),
V(&1 = &)=V (&) + V(&) —2Cov(Sy, &)

Varfor. Utveckla kvadraten i definitionen av variansen:
V(& +&)=E(& — p) + (& — 1)) = E(C1 = 1)?) + E((& — 12)%) + 2E((&; — 1)(& — 112))

Ar variablerna oberoende férsvinner kovarianstermen och vi far tillbaka regeln att varianser adderas,
se Linjara funktioner av stokastiska variabler.

&) Positivt beroende 6kar spridningen i summan

Ar kovariansen positiv drar variablerna &t samma h&ll och summan sprider mer &n om
de vore oberoende. For en differens ar det tvartom — det ar darfér stickprov i par ger
snavare intervall: matningarna i ett par ar positivt korrelerade, och differensen tar bort den

gemensamma variationen.

5. Skalberoende

Kovariansen har samma enhet som produkten av variablernas enheter. Mater vi langd i meter i stallet
for centimeter blir kovariansen 100 ganger mindre, utan att sambandet har andrats. For att fa ett matt
som inte beror pa skalan dividerar vi med standardavvikelserna, och det ger korrelationskoefficienten:

Cov(¢y, ) = p o0y
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¢ Kovariansmatris

For flera variabler samlas varianser och kovarianser i en kovariansmatris C med elementen
cij = Cov(¢;, &;). I tva dimensioner &r

0? 0,0
c=( " p 12 2)
p 010, 0,

/\ Vanliga fel

e Cov = 0 betyder inte oberoende. Oberoende ger kovariansen 0, men inte omvant. Med
& € R(-1,1)ochn = &2 ar Cov(é,n) = E(&3) — 0 - E(&%) = 0, fast n) bestams helt av €.
e Glémd faktor 2. V (& + &) har termen 2 Cov, och for a&; + bé, blir den 2ab Cov(&y, &).
o Tecknet vid differens. I V (§; — &) byter bara kovarianstermen tecken — varianserna
adderas fortfarande.
e E(& &) = pipo utan oberoende. Produktregeln galler bara for oberoende variabler;
annars raknas E(&1&2) som dubbelsumma eller dubbelintegral.

6. Losta lektionsuppgifter

Ovningarna markta Kompendiet kommer ur kompendiet om flerdimensionella fordelningar. Det saknar
facit, sa de ar l6sta tva ganger oberoende av varandra.

‘= Lektion 18, dvning 3 — Hur stor kan variansen av en summa bli?

L&t &1 och & ha varianserna 9 respektive 25. Om de ar beroende kan variansen av &; + & vara
antingen storre eller mindre an 34, men inte hur stor eller liten som helst. Hur stor kan den hogst
vara? Hur liten kan den minst vara?

/ Lésning
Kompendiets sats 1.17 med Cov(&;, &) =poyo, =35+ p = 15p:
V(1 +&)=9+25+2-15p =34+ 30p

Korrelationen ligger alltidi—1 < p < 1, sa
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4< V(&1 +8)<64

Maxvardet 64 = (3 + 5)? nds nar p = 1 och variablerna drar exakt &t samma hall; minvardet
4 = (5 - 3)? narp = —1 och de delvis tar ut varandra.

Facit: 4 <V (& + &) < 64.

‘= Kompendiet, 6vning 1.15 — Samma frdga med varianserna 4 och 9

L&t &; och &, ha varianserna 4 respektive 9. Hur stor kan variansen av §; + &, hdgst vara, och hur

liten kan den minst vara?

J Lésning
Nu aro1 = 2 och 0y = 3, s Cov(&y, &) = 6p och
V& +&)=4+9+12p=13+12p

Med-1<p<1:

1<V(& +8)<25

Granserna ar (0, — 01)? och (07 + 0,)?, precis som i lektionsuppgiften ovan.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Se aven

e Korrelation

e Flerdimensionella fordelningar

e Varians och standardavvikelse

e Linjara funktioner av stokastiska variabler
e Tvadimensionell normalférdelning
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Resurser

e Khan Academy: Covariance and the regression linetz

e Wikipedia: Kovariansz
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Koxrrelation

#matematik #statistik #storhet

Kurs: SO008M Forkunskaper: Kovarians

Kovariansen mater hur tva stokastiska variabler samvarierar. Korrelationskoefficienten ar den
normerade varianten, som alltid ligger mellan —1 och 1 och mater det linjara beroendet — korrelation
noll betyder att linjart samband saknas, men inte nddvandigtvis att variablerna ar oberoende.

1. Definitionen

Definition 1.18 (kompendiet). Korrelationskoefficienten mellan &; och &, ar

Cov(§1,8)  _ Cov(éy, §)
V(&) V(&) 0102

Vi skriver ibland p1,, eller bara p nér det ar tydligt vilka variabler som avses. Divisionen med

p(él: 62) =

standardavvikelserna gor mattet dimensionslost: det paverkas inte av om vi mater i meter
eller centimeter.

2. Granserna

Det galler alltid att

—1<p(é1,8) <1

med likhet om och endast om &, &r en linjar funktion av &y, alltsd & = a&; + b. Tecknet pa p ar
tecknet pa a.

p Tolkning

nara 1 starkt positivt linjart samband
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p Tolkning
nara 0 inget linjart samband — variablerna ar okorrelerade
nara—1 starkt negativt linjart samband
p=0 p=0,4 p=0,8 p=-0,7
Dt R
S a ek
r 23 Fex? . ‘*Q%i'
D "‘;.., _’-.’ . . . ‘.... -
ARG R ECA
@ e s .': '_i':fgi .'_

Molnen visar observationspar fran fyra fordelningar. Ju narmare |p| ar 1, desto tatare ligger punkterna

kring en linje.

3. Okorrelerad ar inte oberoende
[\ p = 0 betyder inte oberoende

Oberoende variabler har alltid Cov = 0 och ar alltsa okorrelerade. Men det omvéanda géller inte: p
fangar bara linjart beroende. Ar (&, n) likformigt férdelad pa en cirkelskiva arp = 0 av
symmetriskal, men variablerna ar beroende — vet vi att & &r nara 1 méste ) vara nara 0.

Undantaget ar den tvadimensionella normalférdelningen, dar okorrelerade variabler ocksa
ar oberoende.

4. Hur p paverkas av linjara omskrivningar

Ur raknereglerna for kovarians foljer, for konstanter a > 0 och b:

p(a&; + b, &) = p(&1, &), p(=¢1, &) = —p(&1, &)

Att skala om eller flytta en variabel andrar inte styrkan i sambandet, men att byta tecken

vander riktningen.
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5. Losta lektionsuppgifter

Ovningarna markta Kompendiet kommer ur kompendiet om flerdimensionella férdelningar. Det saknar

facit, sa de ar l6sta tva ganger oberoende av varandra.
‘= Lektion 18, dvning 1 — Kovarians och korrelation fér omskrivna variabler

Slumpvariablerna &; och & har vantevarden p, 2 och standardavvikelser o1, 02. Lat p =
p(&1, &). Anvand definitionerna for att bestamma kovarians och korrelation nedan, och
kommentera om korrelationen beter sig som ett matt pa linjart samband.

a) Cov(&1, &) och p(&1, &1)
b) COV(él, 261) och p(El’ 261)

c) Cov(é +a, &) och p(&1 + a, &), dar a &r en konstant

d) Cov(&;, —&2) och p(&1, —&2)

e) Cov(&; + &, &3) och p(&; + &, &3), dar &3 har vantevarde pi3 och standardavvikelse 03, och
p(&1, &3) = p13, p(&2, &3) = pa3

/ Lbésning

=N

,ochp = 03/(0107) = . En variabel har perfekt

a) Cov(&;,&1) = E((§1 — 1)*) =|o

linjart samband med sig sjalv.

b) 2&; har vantevarde 2p11 och standardavvikelse 207:

2 2
Cov(&, 281) = E((& — ) - 26 —p) = [202],  p= —2 : -[1]

Kovariansen andras med skalan, korrelationen inte.

c) &1 + a har vantevarde g + a, sa avvikelsen ar oférandrad, (&1 + a) — (u1 + a) = & — pi:

Cov(& +a,&) = , p( +a, &) = @
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d) Awikelsen for =&, ar —(& — p») och standardavvikelsen fortfarande o;:

Cov(¢1, =&) =|—poioz|, p(&1,—&2) =|—p

Sambandet ar lika starkt men gar at andra hallet.

e) Kovariansen ar additiv i férsta argumentet:

Cov(&1 + &2, &3) = Cov(&1, &3) + Cov(&a, &3) = | p13 0103 + p23 0203

Med kompendiets sats 1.17 ar V (§; + &) = 0% + 03 + 2p 0,05, 53

P13 0103 + P23 0203
034/ 0% + 05 +2p 0,0,

p(& +&,&3) =

Kommentar. I a)-d) beter sig p som vantat for ett matt pa linjart samband: £1 vid exakt
linjart samband, oférandrad vid flyttning och skalning, och teckenbyte nar den ena variabeln
byter tecken.

Facit: a) G% resp. 1; b) 20% resp. 1; ¢) pa10; resp. p; d) —p010> resp. —p; e) som ovan.

‘= Kompendiet, 6vning 1.16 — Rakneregler for kovarians och korrelation
Verifiera féljande egenskaper, dar a och b ar konstanter:

a) Cov(ag; + b, &) = aCov($y, &)

b) Cov(&; + &5, &3) = Cov(&y, &3) + Cov(&y, &3)

) p(&1, —&2) = —p(&1, &2)

d) p(&1, a; + b) arlikamed —1 eller 1 (for a & 0).

2 Lésning

Anvand Cov(&y, &) = E(&1€y) — Hipo och att vantevardet &r linjart.
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a) E((aé; + b)§y) = aE(&162) + by och E(aé; + b) E(§) = apyp; + b . Differensen &r
a(E(§162) — Hap2) = a Cov(§y, &)

b) E((1 + &2)E3) — (11 + p2)ps = (E(E1&3) — paps) + (E(E283) — paps), vilket
ar hogerledet.

c)Med a) ocha = —1, b = 0 (rollerna ombytta, kovariansen ar symmetrisk) ar
Cov(&y, =&) = —Cov(éy, &). Standardavvikelsen for =&, ar 0y, s namnaren i p ar
oférandrad och tecknet byts.

d) Med a) ar Cov(&1, a&y +b) =aV (&) = ao?, och D(aé; + b) = |a| o1:

aa% a 1, a>0

, aéy +b) = - =
p(El El ) oy |a|01 |CI| _1’ a<0

Ett exakt linjart samband ger alltsd alltid |p| = 1, med tecknet efter lutningen.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.17 — Okorrelerade men beroende

Lat (&1, &) vara likformigt fordelad pa cirkelskivan med centrum i origo och radien 1. Bestam
Cov(éy, &). Ar & och & okorrelerade? Ar de oberoende?

/ Lésning

Kovariansen. Arean ar 11, s f(X1, X2) = 1/m pa skivan. Skivan ar symmetrisk kring bada
axlarna, och integranderna x; och x;X, ar udda i xq, sa integralerna éver skivan blir noll:

X1X
p = o =0, E&&) = i % dx; dx, =0

2
x{+x5<1

Alltsa | Cov(&q, &) = 0, och variablerna &r okorrelerade.
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2
Oberoende? Nej. Marginalerna ar fz, (X;) = —4/1 — X3 p& [-1, 1], och likadant for &
s

(se Marginalférdelning). I punkten (0,9; 0,9), som ligger utanfér skivan, ar f = 0 men
produkten av marginalerna positiv. Alltsa &r f(x1, X2) B f¢, (x1) f¢,(x2), och variablerna
ar beroende.

Det har ar exemplet i avsnitt 3: vet vi att & ar nara 1 maste &, vara nara 0. Beroendet &r inte
linjart, och darfér syns det inte i p.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

Se aven

e Kovarians

e Tvadimensionell normalférdelning
e Flerdimensionella fordelningar

e Oberoende stokastiska variabler

Resurser

e Khan Academy: Correlation coefficientw
e Wikipedia: Korrelationtz
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Tvadimensionell noxmalfdrdelning

#matematik #sannolikhetslara #fordelning

Kurs: SO008M Férkunskaper: Flerdimensionella fordelningar, Korrelation, Normalfordelning

Den tvadimensionella normalférdelningen beskriver tva normalférdelade variabler tillsammans och
bestams helt av de tva vantevardena, de tva standardavvikelserna och korrelationen. Fér just denna
fordelning galler att okorrelerade variabler ocksa ar oberoende.

1. Varfor den behovs

Valjer vi tva personer slumpmassigt och later &; vara den enas langd och &, den andras vikt ar de
oberoende, och den simultana frekvensfunktionen ar produkten av tva normalférdelningar. Valjer vi i
stéllet en person och méater bade langd och vikt ar bada fortfarande normalfordelade var for sig, men
de &r inte oberoende. Vi behdver en modell dar marginalerna ar N (p1, 01) och N (o, 05) men dar

variablerna far vara beroende.

2. Definitionen

Definition 1.20 (kompendiet). ({1, &) har en tvddimensionell normalférdelning om den simultana

frekvensfunktionen ar

(%1 — )’ N (%2 — 1)’ ~2p(x1 — p1)(X2 — Hz)]
02 05 010,

[

f(x1,x2) = )

1 1
exp(—
210,074/1 - p2 ( 2(1-p?)
daroj,0, > 0och -1 <p< 1.

De fem parametrarna betyder: & € N(u1,01), & € N(u2,02) och p = p(&1, &) ar korrelationen.
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¢) Okorrelerade = oberoende

Med p = 0 faller korstermen bort och f(x1, x2) blir produkten av de tvad marginalerna. For
tvadimensionellt normalférdelade variabler &r okorrelerade alltsd samma sak som oberoende —
det galler inte i allmanhet.

Nivakurvorna ar ellipser. Med p > 0 lutar de uppat &t héger, och ju ndrmare |p| ar 1, desto smalare
blir de.

3. Linjarkombinationer

Sats 1.21 (kompendiet). Om (&1, &) har en tvaddimensionell normalférdelning och c1, ¢z ar konstanter,
inte bada noll, sa ar c;&; + c,&; (endimensionellt) normalférdelad.

Vantevarde och varians tar vi som vanligt, dar kovariansen nu kommer med:

&i&ENWﬁWL¢ﬁ+@i@m®)

Fragor om summor och differenser fors darmed 6ver till den vanliga normalférdelningen och @
-tabellen.

4. Betingad fordelning

Sats 1.23 (kompendiet). Den betingade férdelningen for & givet & = x1 érN(u'z, 0'2) med

, o ,
LQZH2+ijM—#D, 0, =V 1-p* 0
1

e Vintevardet flyttas langs en linje i X;. Arp > 0 och x; > pq blir y'z > [y ett stort varde pa &;
talar for ett stort varde pa &.

e Standardavvikelsen minskar med faktorn 1/1 — p? och beror inte pa x;. Information om &;
minskar alltid osakerheten om & nér variablerna ar korrelerade.

¢) Tvérsnittet genom ytan

Geometriskt ar den betingade frekvensfunktionen ett lodratt tvarsnitt genom f(xl, X2) vid X1,
normerat sa att arean blir 1. Tvarsnittet ar en normalkurva med toppen pa den streckade linjen i
figuren i exemplet nedan.
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5. Losta lektionsuppgifter

Ovningarna markta Kompendiet kommer ur kompendiet om flerdimensionella férdelningar. Det saknar
facit, sa de ar l6sta tva ganger oberoende av varandra.

:= Lektion 18, dvning 2 — Bertils tiokamp

De tva forsta grenarna i tiokamp ar 100 meter och langdhopp. Tiokamparen Bertil forvantar sig
950 respektive 1025 poang. Resultaten (1, &) beskrivs med en tvadimensionell
normalférdelning med vantevarden 950 och 1025, standardavvikelser a; = 120 och 0, = 190
och korrelation p12 = 0,55.

a) Berakna sannolikheten att det totala resultatet efter tva grenar ar minst 2100.
b) Berakna sannolikheten att resultatet i langd blir battre an resultatet pa 100 m.
Resultatet pa 100 meter blir ett personbasta pa 11,34, vilket ger 1083 poang.

c) Bertils personbasta i langd motsvarar 1240 poang. Vad ar den betingade sannolikheten att det

blir personbasta aven i langd?
d) Vad ar det betingade vantevardet av det totala resultatet efter tva grenar?

e) I vilken mening ger svaret i d) den basta prognosen for det totala resultatet, givet resultatet i

forsta grenen?

/ Lésning

a) Enligt kompendiets sats 1.21 ar summan normalfordelad:

& +& € N(1975, /1202 + 1902 + 2 - 0,55 - 120 - 190) = N(1975; 274,9)

2100 - 1975

P(§1+& >2100) = 1 - O(— =

) =1 - ®(0,455) ~[0,325

b) “Langd battre &n 100 m” ar & — & > 0, och differensen &r ocksa normalférdelad:
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& — & € N(75, v/1202 + 1902 - 2+ 0,55 - 120 - 190) = N(75; 159,4)

0-75
P&-&6>0=1-d(——) = D(0,470) =~ {0,681
(& =& > 0) = 1= Bz ) = D(0470)
¢) Kompendiets sats 1.23 med x; = 1083:

: 190 ,
My, = 1025+ 0,55 - 120 * (1083 - 950) ~ 1140,8, 0, =4/1-0,55% 190 ~ 158,7

1240 - 1140,8
158,7

P(& =1240 | & =1083) =1 - 9

)=1-®(0,625) ~[0,266

1600

1200 E(%; | & =1083) = 1141

1000

langd, x2

800

600

400
600 800 1000 1200

100 m, x1

Figuren visar nivakurvorna, linjen x; = 1083 och det betingade vantevardet pa den
streckade linjen 1, = i + PR (X1 — ).

d) 100-metersresultatet ar kant, sa bara langden ar slumpmassig:

E(& +& | & =1083) = 1083 + 1, ~[2223,8
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e) Det betingade vantevardet ar den prognos som minimerar det férvantade kvadratiska
felet, givet informationen &; = 1083 — basta prognosen i minsta-kvadrat-mening.

PA raknaren. a) normCdf(2100,%,1975,274.9) , b) normCdf(0,®,75,159.4) , c)
normCdf (1240,»,1140.8,158.7) . Raknaren ger facits fyra decimaler direkt.

Facit: a) 0,3246; b) 0,6809; c) 0,2659; d) 2223,8; e) biista prognosen i minsta-
kvadrat-mening.

‘= Kompendiet, 6vning 1.18 — Majas och Joels utgifter

Maja och Joel betraktar sina manatliga utgifter for kursmaterial (kr) som slumpmassiga. Majas
utgifter har vantevardet 545 och standardavvikelsen 60, Joels vantevardet 495 och

standardavvikelsen 55. Utgifterna har korrelationen 0,65 och kan beskrivas med en
tvadimensionell normalférdelning.

a) Vad ar sannolikheten att deras sammanlagda utgifter under en manad 6verstiger 1100 kr?

b) Joel lagger 485 kr under en viss manad. Vad ar sannolikheten att Majas utgifter samma manad

Overstiger 600 kr?

¢ Lésning

Modell. &; = Majas utgifter, & = Joels; (&1, &) tvadimensionellt normalférdelad med py =
545, 01 = 60, pp = 495, 02 = 55 0ch p = 0,65.

a) Summan ar normalférdelad (kompendiets sats 1.21), med variansen fran variansen av
ensumma:

D(& + &) =4/602+552+2 0,65 60 - 55 = 4/10915 ~ 104,5

1100 — 1040
P(§ +& >1100) =1~ CD(W) =1-®(0,57) ~| 0,284

Utan avrundning av z blir det 0,283.

b) Kompendiets sats 1.23 med x, = 485 (rollerna ombytta, vi betingar pa Joel):
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; 60 :
g =545+ 0,65 - = (485 — 495) » 537,9, o =604/1-0,65% = 45,6

600 - 537,9

P(§1 > 600 | & = 485) = 1 - O(— =

)=1-®(1,36) ~[0,087

Joel ligger under sitt vantevarde, och med positiv korrelation drar det ner férvantningen pa
Maja. Spridningen krymper ocksa, fran 60 till 45,6.

P& raknaren. a) normCdf(1100,»,1040,v(10915)) , b) normCdf (600,x,537.9,45.6) .

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.19 — Bevis av den betingade férdelningen

Bevisa kompendiets sats 1.23: om (&1, &) ar tvadimensionellt normalférdelad &r den betingade

7 . (o) ]
fordelningen for &, givet & = x; en N(u,, 0,)-férdelning med p, = pp + pa—z(xl — Hp)ocho, =
1

0r4/1 _pZ.

¢ Lésning

Standardisera. Skrivu = (x; — 1)/01 och v = (X, — l»)/0,. Hakparentesen i
frekvensfunktionen ar da u? + v2 — 2puv.

Kvadratkompletteraiv.
u? +v? = 2puv = (v - pu)® + (1 - p?) u?
Frekvensfunktionen delar sig darfor i tva faktorer:

_ (v-pu)®

2 e
1 -u-/2 e 2(1-p2)

f(x1,x0) = e

27T0102\/ 1- p2

1
V2t o1

Dela med marginalen. §; € N(uy,01),sa g (x1) = e 2 Faktorn e ¥ och

04 forsvinner:
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f(XL X2) 3 1 _ (v-pu)?

f2 1=X1 (X ) = - e 2(1—p2)
LEmRI T TR () Vanop/1-p

Kéann igen fordelningen. Multiplicera in 07 i taljaren och namnaren i exponenten:

2 ]
(v—pu)* _ (x2 = o = p2(x1 ~ p1)) _ (o)
1-p? 03(1-p?) (0)?

Det ar frekvensfunktionen for N(ulz, 02) med I, och 0, som i satsen. []

Resonemangsuppgift — det finns inget facit att jimfora med.

‘= Kompendiet, dvning 1.20 — Bygga en tvadimensionell normalférdelning

Antag att {1 och {; ar oberoende och N (0, 1). Finn konstanter ai1, ai2, a1, ax sa att (a;n ¢y +
anlo, A + axd>), flyttad till ratt vantevarden, har en tvadimensionell normalférdelning med
p1 =1,u2=3,01 = 3,02 = 4ochp =0,25.

2 Lésning

Vad som krévs. Linjarkombinationerna har vantevardet 0, sa vantevardena 1 och 3 maste
laggas till som konstanter. Vi soker

V(&) =dy+a, =9, V(&) =d5 +a3 =16, Cov(é, &) = annan +anazn =0,

Ett val. Lat &; bara beroav {4: a;; = 3, ajp = 0. Kovariansvillkoret ger 3a,; = 3, alltsa
a»1 = 1, och variansvillkoret axy = v/15:

§=1+30, &=3+4+V150%

Kontroll: V(§;) =1+ 15 =16 0ochp = 3/(3 - 4) = 0,25.

Varfér det blir en tvddimensionell normalférdelning. Varje linjarkombination

c1&1 + 267 ar en linjarkombination av de oberoende normalférdelade {1 och ¢, och
alltsa normalférdelad. Enligt omvandningen i kompendiets sats 1.21 ar (&1, &) da
tvadimensionellt normalférdelad.
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Valet ar inte unikt: alla a;; som uppfyller de tre villkoren fungerar.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.21 — Normalférdelade marginaler racker inte

Lat&; € N(0,1) och & = (&, dar & och  &roberoende och P({ = -1)=P({ =1) =0,5.

a) Bestam fordelningen for &.
b) Har (1, &) en tvadimensionell normalférdelning?

c) Har (&1, &) en kontinuerlig tvadimensionell férdelning?

¢ Lésning

a) Betinga pa { med lagen om total sannolikhet och anvéand att —=&; € N(0, 1) av symmetri:

P <x)=0,5P({ <x)+0,5P(—¢ <x)=0,5D(x) +0,5D(x) = D(x)

Alitsa| & € N(0,1)|

b) Nej. Med{ = —14aré& +& =0,sa P (& + & = 0) = 0,5. En normalférdelad variabel
antar aldrig ett enskilt virde med positiv sannolikhet, sa linjarkombinationen &; + &, ar inte

normalférdelad. Enligt kompendiets sats 1.21 ar da (&1, &)

| inte tvadimensionellt normalfordelad | — trots att bada marginalerna ar N (0, 1).

c) Nej. Punkten (1, &) ligger alltid pa n&gon av linjerna X» = x1 och X = —xj. De har arean
noll, och en dubbelintegral ver ett omrade med arean noll &r noll. Ingen frekvensfunktion

kan darfor ge linjerna sannolikheten 1, s& | fordelningen ar inte kontinuerlig |.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.
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Se aven

e Normalfordelning

e Korrelation

e Kovarians

e Betingad fordelning och betingat vantevarde
e Stickprov i par

Resurser

e Wikipedia: Multivariate normal distributiontz — avsnittet om bivariata fallet
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Icke-linjara funktionexr av stokas-
tiska variabler

#matematik #sannolikhetslara #metod

Kurs: SO008M Forkunskaper: Flerdimensionella fordelningar, Férdelningsfunktion, Linjara

funktioner av stokastiska variabler

Fordelningen for en icke-linjar funktion { = g(&q, ..., &4) av stokastiska variabler tar vi fram i tva steg:
forst fordelningsfunktionen Fz(z) = P ({ < z) som sannolikheten for ett omrade, sedan
frekvensfunktionen genom derivering. Nar det inte gar att rakna exakt kan vi i stéllet approximera
vantevarde och varians genom linjarisering.

1. Fordelningsfunktionsmetoden

For linjara funktioner racker raknereglerna for vantevarde och varians. For en godtycklig funktion { =
g(&, n) behover vi hela fordelningen, och den tar vi fram sa har:

1. Skriv handelsen som ett omrade. {{ <z} = {(§,n) € D,},darD, = {(x,y) : g(x,y) < z}.
2. Rakna sannolikheten. Fz(z) = P((¢,n) € D,) — en dubbelintegral av den simultana
frekvensfunktionen, eller ett areaférhallande om férdelningen ar likformig.

3. Derivera. fz(z) = F,(2).
&) Varfor gaviaF?

P (C < z) ar sannolikheten for ett omrdde, och sddana kan vi rakna. Frekvensfunktionen fz(z) ar
ingen sannolikhet i sig, sa den gar inte att fa fram direkt. Samma knep fungerar i en dimension: for

n=&arF,(y)=P(-\y<E< ).

2. Summoxr: faltningsformeln

For { = & +n ar D, halvplanet under linjeny = z — x:
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—X

F@=f [ fxy)dydx

—00 —00

Ar & och i oberoende ar f(x,y) = fz(X) fp(¥), och derivering ger faltningsformeln

@ =] fez=0f(dx

Summan av tva oberoende rektangelfordelade variabler far pa sa satt en triangelformad

frekvensfunktion, och summan av n oberoende Exp(A)-variabler en Gammaférdelning med
n

frekvensfunktionen " le™ 7 >,

(n—-1)!

3. Avstand och kvadrater

Avstand fran origo. Ar (&, n) likformigt férdelad pa enhetscirkelskivan och { = /&% +n? ar {{ < z}
en cirkelskiva med radie z, sa
2
nze
Fg(z)=?—z, fe(2) = 2z, 0<z<1

Frekvensfunktionen vaxer med z: det finns mer area langt ut &n nara centrum.

Kvadrater. Arn) = &2 och & kontinuerlig ger steg 2 Fn(y) = FE(\/)_’) — FE(—\/)’/) fory > 0,
och kedjeregeln

1
fny) = m

Med & € N(0, 1) blir detta *-férdelningen med 1 frihetsgrad. Summan av kvadraterna av k

(fe(Vy) *fe(=vy)),  y>0

oberoende N (0, 1)-variabler &r x?-fordelad med k frihetsgrader.

Det minsta och stérsta vardet av flera variabler ar ett eget viktigt fall, se Max och min av

stokastiska variabler.

4. Approximativt: Gauss approximationsformler

For en icke-linjar funktion av stokastiska variabler gar vantevarde och varians i allménhet inte att
berakna exakt. Vi linjariserar d& funktionen kring vantevardena med en Taylorutveckling, vilket ger
Gauss approximationsformler — grunden fér felfortplantning.

For en variabel, med p = E(&):

E@@®)~ g, V@&~ G VE
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och for oberoende &1, ..., &,:

2

"0
VG &N L (GG i) V(&)
i=1 !

Approximationen &r bra nar g ar nastan linjar 6ver det omrade dar variablerna brukar hamna, alltsa nar
standardavvikelserna ar sma.

O\ Vanliga fel

e Satt in direkt i frekvensfunktionen. f;(z) fas inte genom att sattain g i f¢; ga via F¢(z) =
P (¢ < z) och derivera.

e Intervallen. Omradet D, kan byta form med z — summan av tva R(0, 1) har olika uttryck
forz < 1ochz > 1. Ange ocksa att Fz = 0 under och 1 éver vardemangden.

* Baraenaroten.Forn = &2 ar{n <y} = {-,/y <& < ,/y} —bada rétterna ska med.

» Gauss formler som exakta. E(g(§)) ~ g(u) ar en approximation; likhet géller bara néar g

ar linjar.

5. Losta lektionsuppgifter

Ovningarna markta Kompendiet kommer ur kompendiet om flerdimensionella férdelningar. Det saknar
facit, sa de ar losta tva ganger oberoende av varandra.

‘= Lektion 19, 6vning 1 — Total vantetid for tva bussar

En person ska ta tva bussar. Vantetiderna ar oberoende och R(0, 10)-férdelade. Lat { vara den
totala vantetiden.

a) Berékna férdelningsfunktionen for .

b) Bestam och skissa frekvensfunktionen fér (.

/ Lbésning

Simultan fordelning. Med & och 1) som vantetiderna ar f(x,y) = 1—10 : % = ﬁ pa kvadraten
K =[0,10] x [0, 10], allts& likformig férdelning med | K| = 100. Sannolikheter blir areor

delat med 100.
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a) {{ <z} ardelen av kvadraten under linjen x + y = z.

0<z=10:D,={x+y =<2z} frekvensfunktion f;(z)
10
0,1
8
6
>
4 0,05
X+y=2z
2 D,
Y 0
0 2 4 6 8 10 0 10 20
X z

e 0 <z < 10: omradet ar en triangel med kateterna z, arean z%/2.
e 10 <z < 20: komplementet ar en triangel uppe till hoger med kateterna 20 — z.

0, z<0
2
ﬁ, 0<z<10
F =
(@ =17 00
1-——, 10<z<20
200
-1, z>20
b) Derivera bit for bit:
2 0<z<10
100
=422 10<,<20
I_ 100
0, annars

En triangel med toppen vid z = 10 (hégra panelen). Tva oberoende likformiga vantetider ger
alltsa inte en likformig summa: varden nara mitten kan uppsta pa manga satt, varden nara 0
eller 20 bara pa ett.

1

Rimlighetskoll. Triangelns area ar 5 - 20 - % =1.

Facit: Fz(z) = z*/200 f6r 0 < z < 10 och 1 — (20 — 2)?/200 for 10 < z < 20; f dr
triangelformad med toppen iz = 10.
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‘= Lektion 19, d6vning 3 — Partikel i ett klot

Positionen for en partikel relativt origo ar likformigt fordelad pa klotet med centrum i origo och
radie R > 0.

a) Antag R = 1. Vad &r sannolikheten att partikeln befinner sig hogst 0,35 fran origo?
b) L&t { vara partikelns avstand fran origo. Diskutera hur frekvensfunktionen fér ¢ borde se ut.

c) Berakna och skissa frekvensfunktionen fér { for godtyckligt R. Bestam &ven vantevarde och
median for (.

¢ Lésning

a) Likformig férdelning i tre dimensioner: sannolikheten &r ett volymférhéllande. {{ < 0,35}
ar ett klot med radie 0,35:

2+ 0,35° 5
P(Z < 0,35) = 4—13 =0,35" (0,043
§T[

b) Sannolikheten att hamna i en liten kub ar ungefar f dx; dx, dxs, och f ar konstant. Ett tunt
skal pa avstandet z har volymen ungefar 4mz? dz, som véaxer med z. Frekvensfunktionen for
{ borde darfér vara noll vid origo och vaxa ungefar som Z? uttillR.

c)For0 <z < Rar {{ < z} ett klot med radie z:

4 .3 3 2
=TZ Z . 3z
Fi(z) = =2 = — 7)=F.,(2) =| = |, 0<z<R
7(2) LR R fi@) = F (D) =| 5
Viintevdrde:
R 2 4
3z 3 R
EWQ)=| z*—dz=—"— =|0,750R

IO R3 R3 4

Median: Fz(m) = 0,5 germ*/R® = 0,5, allts&

m=+/0,5R=~|0,794R
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Medianen ligger dver vantevardet eftersom fordelningen ar vansterskev: massan ar samlad
langt ut, med en lang svans in mot origo.

Facit: a) 0,042 — vi fér 0,043, eftersom 0,352 = 0,042875 och facit har kortat bort
decimalerna i stdllet for att avrunda; c) fz(z) = 3z%/R3, 0 < z < R, véntevérdet 0,750R,
median 0,794R.

‘= Kompendiet, 6vning 1.4 — Hogst 12 minuters vantan

En person ska ta tva bussar. Vantetiderna ar oberoende och R(0, 10)-férdelade (minuter).
Berakna sannolikheten att den totala vantetiden blir hégst 12 minuter.

2 Lésning

Det ar fordelningsfunktionen fran lektion 19, 6vning 1 ovan, iz = 12. Omrédet {x +y < 12}
ar hela kvadraten utom en triangel uppe till hoger med kateterna 20 — 12 = 8:

P({<12 _1—82/2_1—032_ 0,68
(— )_ 100 B - )

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.5 — Summan av tva R(0, 1)

Antag att & € R(0, 1) och & € R(0, 1) &r oberoende. Berékna férdelningsfunktionen och
frekvensfunktionen for &§; + &,.

J Lésning

Samma rakning som bussexemplet, med kvadraten [0, 1] x [0, 1] i stallet for [0, 10] %
[0, 10]. Arean &r 1, s& sannolikheten &r arean sjalv:
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0, z<0

é’ 0<z<1 [Z, 0<z<1
F(z) = { 2 2-27 f@)=42-2, 1<z<?2

L= 7 1<zs2 0, annars

-1, z>2

Frekvensfunktionen ar en triangel pa (0, 2) med toppen 1iz = 1.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Kompendiet, 6vning 1.7 — Den ovane pilkastaren

En ovan pilkastare traffar en cirkulér tavla med radien 1, och traffpunkten ar likformigt férdelad
pa tavlan. Lat  vara avstandet fran traffpunkten till tavlans centrum.

a) Bestam variansen for (.
b) Pilkastaren far 10 — 10{ poang. Berakna det férvantade antalet poang pa ett kast.
/ Losning

Fordelningen for ¢ &r avstandet frén origo i avsnitt 3: fz(z) = 2z for 0 <z < 1.

a)
! 2 ! 1
EQQ)=[ z'2zdz= , E(Z2)=f 72 2zdz = =
0 3 0 2
1 2% |1
VO==-(=) =|—|=0,056
@=5=0) =| %
b) Poangen ar en linjar funktion av {:
10
E(10-100)=10-10" = = 3 ~ 3,3 poang

pellesmoln.org/kurser/SO008M - 2026-10-19 308/ 345



S0008M - Icke-linjara funktioner av stokastiska variabler

Det forvantade avstandet 2/3 ligger narmare kanten an centrum, eftersom det finns mer

area langt ut.

Pa raknaren. [(z*2xz,z,0,1) och [(z*2%2%z,z,0,1) ien Calculator-sida.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Kompendiet, dvning 1.9 — Avstand i tre dimensioner

Lat (&1, &, &3) ha en tredimensionell kontinuerlig fordelning (som i tva dimensioner, men med

trippelintegraler). Bestam vantevardet av { = /&7 + & + & om

a) (&1, &, &) ar likformigt fordelad pa klotet med centrum i origo och radien 1,

b) frekvensfunktionen ar

1
f(x1,X2,X3) = —e 2y/ Xt +xifa0 ao = 5,2917720859 - 10~

0

Den beskriver var vateatomens elektron befinner sig i forhallande till karnan i grundtillstandet.

Z Lésning

a) Enligt lektion 19, 6vning 3 ovan, med R = 1, ar f¢(z) = 3z2 pa (0,1) och

! 3
EQ =] z-322dz=
0 4

b) Frekvensfunktionen beror bara pa avstandet r till origo. Ett tunt skal pa avstandet r har

volymen 4mtr? dr (se Sfariska koordinater), s&

2 ,—2r/ao

4
3 —re ,

1
r) = d4nr? - — e 2 =
f(( ) na ag

Med substitutionen t = 2r/ag och jooo t"e”dt = n!:
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© 4 _ 4 (104 3 —
E _ e g = 20y L31=|2 ~ 7941011
©=f rgr =23 i

46103

Samma teknik gerjoOo fe(r)dr=— (E) + 21 =1, en kontroll av att f verkligen &r en
dp

frekvensfunktion. Elektronen befinner sig i genomsnitt 1,5 Bohrradier fran karnan.
Pa raknaren. b) [(rx4/ar3xr~2xer(-2xr/a),r,0,») med a odefinierad ger 3xa/2.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

:= Kompendiet, 6vning 2.4 — Brownsk rorelse

Lat &, &, & vara oberoende, var och en N (0, v/t). I en diffusionsmodell (Brownsk rérelse) &r de
koordinaterna for en mikroskopisk partikel vid tiden t. Berakna sannolikheten att partikeln vid
tident = 1 befinner sig hogst 0,341 fran origo.

/ Losning

Tilly?. Vidt = 1 ar & € N(0, 1), och enligt avsnitt 3 ar & + &3 + &2 da y>-fordelad med 3
frinetsgrader. Avstandet ar hogst 0,341 precis nar kvadratsumman ar hogst 0,341

P(4/& +& + & <0,341) = P(x*(3) < 0,1163)

Tabellen. y*-tabellen ger att 3 frihetsgrader har 1 % av massan under 0,115. Vart 0,1163
ligger alldeles ovanfor, sa

i,
P

0,01

Med réaknaren blir det 0,0102.

P& raknaren. x2cdf(0,0.34112,3) , under menu — Statistics — Distributions — x2 Cdf.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.
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Se aven

e Max och min av stokastiska variabler

e Linjara funktioner av stokastiska variabler
e Flerdimensionella fordelningar

e Fordelningsfunktion

e Sfariska koordinater

Resurser

e Wikipedia: Convolution of probability distributionstz

e Wikipedia: Propagation of uncertaintyz — Gauss approximationsformler
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Max och min av stokastiska variabler

#matematik #sannolikhetslara #metod

Kurs: SO008M Forkunskaper: Fordelningsfunktion, Oberoende stokastiska variabler

Det minsta och det storsta vardet av flera oberoende stokastiska variabler har enkla
fordelningsfunktioner: 1 — (1 — F)" respektive F'". De beskriver till exempel livslangden hos en serie-
respektive parallellkopplad krets.

1. Seriekoppling och parallellkoppling
Lat &y, ..., &, vara livslangderna hos n komponenter som gar sdnder oberoende av varandra.

* Seriekopplad krets fungerar tills ndgon komponent gar sénder: livslangden ar min(&y, ..., &).
e Parallellkopplad krets fungerar tills alla komponenter har gatt sénder: livslangden ar

max(&y, ..., &)

Samma idé som for serie- och parallellsystem av handelser, men nu med tiden som
stokastisk variabel.

2. Storsta vardet
max (&1, ..., &) < xintraffar precis nar alla ; < x. Med oberoende blir sannolikheten en produkt:
Fmax(x) = P(El SX) "'P(En SX)

och ar variablerna dessutom likaférdelade med férdelningsfunktionen F:

Frnax(®) = (F (x))"
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3. Minsta vardet

FOr minimum ar det lattare att rakna med komplementet: min(&q, ..., &,) > x intraffar precis nar alla
& > x. Alltsé

P(min > x) = (1 - F(x))", sa Frn(x)=1-(1-Fx))"

¢) Minimum av exponentialférdelningar
Ar& € Exp(d) ar P(& > x) = e, och
P (min > x) = (e )" = e™

Minimum &r alltsé sjalvt exponentialférdelat, min(&y, ..., &) € Exp(nA), med vantevardet

1
o En seriekopplad krets med n komponenter haller i genomsnitt n ganger kortare tid an en
n

enskild komponent.

Maximum av exponentialférdelningar ar daremot ingen férdelning vi kanner igen; med tva
komponenter och A = 1 ar Finax(x) = (1 — e7™)2.

Frekvensfunktionerna far vi genom derivering, som i fordelningsfunktionsmetoden.

4. Losta lektionsuppgifter

Ovningarna markta Kompendiet kommer ur kompendiet om flerdimensionella férdelningar. Det saknar
facit, sa de ar l6sta tva ganger oberoende av varandra.

‘= Lektion 19, 6vning 2 — Serie- och parallellkopplad krets

En krets byggs av tio komponenter vars livslangder ar oberoende och exponentialférdelade med
vantevarde 100 timmar. Seriekopplad fungerar kretsen tills nagon komponent gar sénder;
parallellkopplad tills alla har gatt sonder.

a) Bestam sannolikheten att kretsen fungerar i minst 150 timmar om
komponenterna parallellkopplas.
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b) Bestam sannolikheten att kretsen fungerar i minst 150 timmar om komponenterna
seriekopplas. Bestam &aven fordelningen for { = tiden da kretsen slutar fungera. Kanner du

igen fordelningen?

/ Losning
vantevardet 100 timmar ger A = 1/100 = 0,01, och for en komponent &r
P (& > 150) = e %010 = ¢71° 50,2231

a) Parallellkopplad krets gar sénder fére 150 timmar bara om alla tio gor det:

P(max > 150) = 1 - (1 - e %)™ = 1 -0,7769'° ~[0,92

b) Seriekopplad krets kraver att alla tio haller:

P(min > 150) = (¢ 2%)"* = e 5 ~|3-107 ~ 0

Fordelningen for = min(&y, ..., &10): P({ > z) = e 100012 = o701z £5¢ 7 > (), alltsd

{ € Exp(0,1)

en exponentialférdelning med véantevarde 10 timmar.

seriekopplad: min € Exp(0,1) parallellkopplad: max

| 150 h 150 h

|

|

|

|

| P(min > 150) = 0
: P(max > 150) = O}
|

|

0 200 400 600 0 200 400 600
livslangd (timmar) livslangd (timmar)

Figuren visar livslangdens frekvensfunktion for de tva kopplingarna. Den seriekopplade
kretsen ar nastan sakert trasig langt fére 150 timmar, medan den parallellkopplade oftast
haller betydligt langre.
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Paraknaren. a) 1- (1-e~(-1.5))710, b) er(-15) .
Facit: a) parallellkoppling, sannolikheten 0,92; b) seriekoppling, sannolikheten= 0, { €
Exp(0,1).

‘= Kompendiet, 6vning 2.1 — Fem seriekopplade komponenter

Berakna den forvantade livslangden for en krets av 5 seriekopplade komponenter vars livslangder
ar oberoende och exponentialfordelade med vantevardet 10 timmar.

Z Lésning

Varje komponent har A = 1/10. Kretsens livslangd ar minimum av fem, och enligt rutan i
avsnitt 3 &r min € Exp(5 - 1—10) = Exp(0,5):

E(min) = 5= =

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer éverens.

:= Kompendiet, 6vning 2.2 — Agnes langsta vantetid

Agnes tar tunnelbanan till jobbet. Tagen gar med 10 minuters intervall, men hon har varken
tidtabell eller klocka, s& hon betraktar vantetiderna olika dagar som oberoende stokastiska
variabler. Berdkna sannolikheten att hennes langsta vantetid under en 10-dagarsperiod blir stérre
an 8 minuter.

J Losning

Modell. Utan klocka kommer hon till perrongen vid en slumpmassig tidpunkt, sa vantetiden
& € R(0, 10) med F (x) = x/10 pa [0, 10], oberoende fori = 1, ..., 10.

Storsta vardet. max < 8 kraver att alla tio vantetider ar hogst 8:

P(max >8)=1-F(8) =1-0,8° ~[0,89
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En enskild dag ar P (& > 8) = 0,2 liten, men pa tio dagar ar det nastan sékert att det hander

minst en gang.
P& raknaren. 1-0.8710 .

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

:= Kompendiet, 6vning 2.3 — Vantevarde och varians fér ett maximum

Lat &y, ..., &g vara oberoende och R(0, b)-férdelade, och { = max(&y, ..., &;p). Berdkna E({)

och V({).

J Lbésning

Fordelningen. F (x) = x/b pa [0, b], sa enligt avsnitt 2

VA 10 1029

F@)=(G) » fi@=—5, 0sz<b
Vantevardet.

’ 10z 10 ol 10z 10

E@) = f z: dz:ﬁb, B¢ = I 7 dz——b
E(() = —b 0,909 b

Variansen.

VZ—l b2 > b? |~ 0,0069 b

©) = 5 ( ) 6 )

Standardavvikelsen ar = O 083 b: med tio observationer hamnar det storsta vardet nastan
alltid nara b. Darfor kan maX(E,) anvandas som skattning av en okand 6vre grans b.

Pa raknaren. [(zx10xz79/b"10,z,0,b) med b odefinierad ger 10%b/11 .
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Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Se aven

e Icke-linjara funktioner av stokastiska variabler
e Exponentialfordelning

e Oberoende handelser

e Fordelningsfunktion

¢ Oberoende stokastiska variabler

Resurser

e Wikipedia: Order statisticrz
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SO0008M - sammanfattning infor tentan

#statistik  #sannolikhetslira #sammanfattning #tenta

Kurs: SO008M — Sannolikhetslara och statistik
Grundtanken

Del 1 pa tentan bestar av ungefar tolv korta uppgifter, och de kommer i ndstan samma ordning
varje gang. Den har texten gar igenom dem i den ordningen. For varje uppgiftstyp far du veta vad
den handlar om, hur du kanner igen den, vad du gor steg for steg och vilka fallor som brukar kosta
poang. Texten ar skriven for att lyssnas pa: orden bar forklaringen, och formlerna star med for att
du ska kunna sla upp dem efterat.

1. Hur tentan ser ut och hur du anvander texten

Tentan har tva delar. Del 1 har ungefar tolv uppgifter som tillsammans ger tjugofem poang, och for
betyget tre behdver du sjutton av dem. Del 2 rattas bara om del 1 ar godkand. Den har
sammanfattningen handlar om del 1, eftersom det ar den som avgér om du klarar kursen.

Det viktigaste att veta om del 1 &r att den ar forutsagbar. Uppgift ett handlar nastan alltid om
handelser, uppgift tva om Bayes sats, uppgift tre till fem om en enskild férdelning, uppgift sex och sju
om centrala gransvardessatsen, uppgift atta till tio om statistisk inferens och uppgift elva och tolv om
tva slumpvariabler samtidigt. Figuren nedan visar den kartan. Om du vet var du ar pa kartan vet du
ocksa ungefar vilket verktyg som ska fram.
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handelser: union, snitt, komplement

Bayes sats, total sannolikhet

en férdelning: binomial, Poisson ...
en fordelning: exponential, rektangel ... sannolikhetslara
normal ur kvantiler, vantevarde och varians

centrala gransvardessatsen

centrala gransvardessatsen

test: kritisk grans, P-varde

konfidensintervall, oftast stickprov i par statistisk inferens

[y

0 styrka, teckenintervall, stickprovsstorlek

=
=

tva variabler: area, kovarians, 2D-normal
tva variabler
12 tva variabler: area, kovarians, 2D-normal

Lyssna garna pa ett avsnitt i taget och forsok sedan sjalv med en gammal tentauppgift av samma typ.
Exemplen i texten ar hopfallda, sa att du kan lasa uppgiften forst och 6ppna lésningen efterat.

2. Losningsmallen som ger delpoang

Innan vi gar in pa uppgiftstyperna: varje lésning i del 1 bor folja samma fem steg. Lararen har sagt att
den vanligaste orsaken till att delpoang uteblir ar att slumpvariabeln inte ar definierad i ord. Ett ratt
svar ger full podng, men ett fel svar utan uppstallning ger noll. Med en tydlig uppstéallning kan du fa
poang aven nar du raknat fel.

Steg ett ar att definiera slumpvariabeln i ord. Skriv till exempel: & &r antalet trasiga muttrar i urvalet.
Eller: € ar tiden tills nasta kund kommer, métt i minuter. Meningen ska saga vad som raknas eller méats
och i vilken enhet.

Steg tva ar att ange férdelningen med parametrar, till exempel & € Bin(20; 0,05). I kursen
skriver man tecknet “tillhér”, allts& €, mellan slumpvariabeln och férdelningen. Nar en parameter
ar ett decimaltal skiljer man parametrarna med semikolon, sa att decimalkommat inte foérvéaxlas
med skiljetecknet.

Steg tre ar att skriva vad som ska beraknas, till exempel P (¢ < 3).

Steg fyra ar att rakna. Det racker att skriva: jag berdknade P (¢ < 3) med réknaren och fick 0,02275.
Du behdver inte skriva vilket raknarkommando du anvande, men uttrycket maste sta dar.

Steg fem ar att svara exakt sa som uppgiften ber om. Star det “svara i procent med tva decimaler” ska
svaret vara till exempel 55,43 %, inte 55,4 %. Avrunda bara i det sista steget, aldrig i mellanleden.
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¢) Lamna alltid in l6sningen

Aven i del 1, dar bara svaret rattas, ger en uppstallning med definierad slumpvariabel chansen
till delpoang.

3. Grundbegreppen som allt vilar pa

Innan uppgiftstyperna kommer nagra begrepp som aterkommer i nastan varje uppgift. Om de sitter blir
resten mycket lattare.

En slumpvariabel ar ett tal som bestams av ett slumpmassigt forsok. Antalet krona vid tio
slantsinglingar ar en slumpvariabel, liksom tiden tills nasta buss kommer. I kursen betecknas
slumpvariabler med grekiska bokstaver, oftast £, som uttalas ksi, och 17, som uttalas eta. Ett konkret
varde som variabeln antar skrivs med vanlig bokstav, till exempel x.

Slumpvariabler ar antingen diskreta eller kontinuerliga. En diskret variabel antar enskilda varden som
du kan rakna upp, typiskt heltal. Den beskrivs av en sannolikhetsfunktion, som for varje varde anger
sannolikheten att variabeln antar just det vardet. Summan av alla sannolikheterna ar ett. En
kontinuerlig variabel kan anta alla varden i ett intervall, och sannolikheten for ett enskilt exakt varde ar
noll. Den beskrivs i stallet av en frekvensfunktion, dar sannolikheten for ett intervall &r arean under

kurvan. Hela arean ar ett.

diskret: trappfunktion kontinuerlig: jamn kurva
1 ~— 1
0,8 . ° 0,8
—o0

= 06 0,6
g —0

0,4 0,4

—o0
0,2 —0 0,2
00— 0
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
X X

Fordelningsfunktionen Fe¢(x) finns for bada sorterna. Den anger sannolikheten att variabeln ar
mindre an eller lika med x. Den bérjar pa noll langst till vanster, vaxer och slutar pa ett. Det &r den
som raknarens kumulativa kommandon raknar ut, och darfor vill raknaren alltid ha “mindre an eller
lika med”.

Vantevardet E (&) ar det varde variabeln antar i genomsnitt i det langa loppet. Forestall dig att forsoket
upprepas tusentals ganger och att du tar medelvardet av alla utfall. Fér en diskret variabel ar
vantevardet summan av varje varde ganger dess sannolikhet. For en kontinuerlig variabel ar det

motsvarande integral.
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Variansen V (&) méater hur mycket vardena sprider sig kring vantevardet. Den &r vantevardet av den
kvadrerade avvikelsen fran vantevardet. Eftersom variansen har enheten i kvadrat anvander man ofta
standardavvikelsen D(&), som &r roten ur variansen och har samma enhet som variabeln sjalv. I
kursen skrivs vantevardet E, variansen V och standardavvikelsen D.

Tva slumpvariabler ar oberoende om utfallet av den ena inte sager nagot om den andra. Oberoende ar
ett antagande som uppgiften maste ge dig, med ord som “oberoende av varandra” eller ett
sammanhang dar det ar uppenbart, till exempel olika tarningskast. Manga av formlerna i kursen galler
bara vid oberoende, och det ar en vanlig felkélla att anvanda dem anda.

4. Riknaren pa tentan

Du far anvanda TI-Nspire pa tentan, och den gér nastan alla berékningar at dig. Det viktiga ar att veta
vilket kommando som hor till vilken férdelning och i vilken ordning argumenten ska skrivas.
Fordelningarna finns i menyn Statistics och sedan Distributions.

For binomialfordelningen finns ett kommando for sannolikheten for exakt ett varde, med argumenten
antal forsdk, sannolikhet och vardet. Det finns ocksa ett kumulativt kommando som tar en undre och
en ovre grans. Poissonférdelningen fungerar likadant, men med A i stallet fér antal férsék och
sannolikhet. For normalférdelningen anger du undre grans, dvre grans, vantevarde och
standardavvikelse, och oandligheten finns i symbolpaletten. Den inversa normalférdelningen och den
inversa t-fordelningen tar arean till vanster, och t-fordelningen dessutom antalet frihetsgrader.

For matdata matar du in vardena i en lista och kdr One-Variable Statistics. Utskriften ger medelvardet
och tva standardavvikelser. Den som kallas sx delar med n — 1 och ar den som kursen kallar s. Den
som kallas ox delar med n och ska inte anvandas. Vid stickprov i par skapar du en tredje kolumn med
differenserna och kor statistiken pa den.

5. Uppgift 1: handelser

Uppgift ett ger dig nagra sannolikheter for handelser, oftast tva handelser A och B, och fragar efter
sannolikheten fér en kombination av dem. Det ar den enklaste uppgiften pa tentan, och den kommer
varje gang.

Grundverktygen ar tre. Det forsta ar komplementet: sannolikheten att A inte intraffar, som skrivs

P (A), ar ett minus sannolikheten att A intraffar. Det andra ar unionen, alltsa att minst en av
handelserna intraffar. Den ar summan av de tva sannolikheterna minus snittet, eftersom snittet annars
raknas tva ganger:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(A n B)

Det tredje ar betingning: sannolikheten for A givet att B har intraffat ar snittet delat med sannolikheten
for B. Man krymper varlden till B och fragar hur stor del av den som ocksa ar A.
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P(An B)

P(A| B) = P

Nastan alla varianter av uppgiften ar kombinationer av de tre. “Varken A eller B” betyder att ingen av
dem intraffar, och det ar komplementet till unionen. “Exakt en av dem” &r unionen minus snittet, alltsa
P(A)+ P(B) — 2P (A n B). “Minst en av n oberoende handelser” &r lattast att rakna bakléanges:

ett minus sannolikheten att ingen intraffar, och om handelserna ar oberoende ar det produkten

av komplementen.

Om héandelserna ar oberoende far du multiplicera: P(A n B) = P (A) P (B). Det galler bara vid
oberoende, och uppgiften sager det i sa fall uttryckligen. Om handelserna ar beroende maste snittet
ges i uppgiften, eller raknas ut via betingning: P(A n B) = P(B)P(A | B).

Om alla utfall ar lika troliga, som fér tarningar och mynt, galler den klassiska definitionen: antalet
gynnsamma utfall delat med antalet mojliga. Tva tarningar har trettiosex mojliga utfall.

Ac: Aintraffar inte A U B: Aeller B eller bada A n B: bade A och B disjunkta:ANB=90
Q Q Q Q

‘= Exempel 1 — varken A eller B (tentan 2025-03-17, uppgift 1)

For handelserna A och B galler att P(A) = 0,3, P(B) = 0,56 och P (A n B) = 0,14. Berakna
P (A€ n B°)iprocent med en decimal.

/ Losning

“Varken A eller B” ar komplementet till “minst en av dem”. Férst unionen: P(A U B) =
0,3+ 0,56 — 0,14 = 0,72 Sedan komplementet: P (A° n B€) =1 - 0,72 = 0,28, alltsa

28,0 % |.

/\ Fallor i uppgift 1

Glom inte att dra bort snittet i unionen. Multiplicera inte sannolikheter om uppgiften inte sager att
handelserna ar oberoende. Och las noga om fragan galler “givet att”, for da ska du dela med

sannolikheten for villkoret.
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6. Uppgift 2: Bayes sats och total sannolikhet

Uppgift tva handlar om att vanda pa en betingning. Typiskt vet du hur stor andel av produkterna som
kommer fran olika fabriker, och hur stor andel av varje fabriks produkter som ar defekta. Fragan ar
sedan: givet att en produkt ar defekt, hur troligt ar det att den kommer fran fabrik A? Samma struktur
finns i medicinska test, dar du vet hur ofta testet slar ut hos sjuka och friska, och fragan ar hur troligt
det ar att en person med positivt test faktiskt ar sjuk.

Du léser den i tva steg. Forst raknar du ut den totala sannolikheten fér det du har observerat, till
exempel att en produkt ar defekt. Det gor du genom att ga igenom varije kalla: sannolikheten att
produkten kommer fran kallan ganger sannolikheten att den ar defekt givet kallan, summerat Gver alla
kallor. Det ar lagen om total sannolikhet:

P(A)=P(B)P(A | B)+P(B)P(A | By)+--+P(By))P(A| By)

Sedan anvander du Bayes sats: den del av den totala sannolikheten som kommer fran just den kalla du
fragar om, delat med hela den totala sannolikheten.

PB)P(A | B)

P(B: | A)= PA)

Ett traddiagram ar det sakraste sattet att halla ordning. Den forsta forgreningen ar kéllorna, den andra
ar utfallet. Varje gren langst ut har en sannolikhet som ar produkten langs vagen. Taljaren i Bayes sats
ar en enda sadan gren, namnaren ar summan av alla grenar som slutar i det observerade utfallet.

P(So n Mo) = 0,396
mottaget 0: 0,99

\

skickat 0: 0,4 mottaget 1: 0,01 — P(So N M1) = 0,004
o )=y,

skickat 1: 0,6 mottaget 0: 0,02 —— P10 M0)=0,012

/

mottaget 1: 0,98
P(S1 n M1) =0,588

markerat: felaktigt dverfort, 0,016
Ett annat bra satt att tanka ar med naturliga frekvenser. Forestall dig tiotusen personer och rakna hur
manga som hamnar i varje gren. Da blir det uppenbart varfor ett test med hog traffsakerhet anda kan

ge manga falska larm nar sjukdomen &r ovanlig: de friska ar sa manga fler att aven en liten andel
felaktiga positiva svar blir stor i antal.
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P(sjuk | +) =95/1085 = 0,088

95 sjuk
990 friska med falskt positivt svar

0 200 400 600 800 1000
antal positiva test av 10 000 personer

‘= Exempel 2 — vilken signal skickades? (tentan 2025-03-17, uppgift 2)

Ett utsant tecken 0 tas emot som 1 med sannolikheten 0,02. Ett utsant tecken 1 tas emot som O
med sannolikheten 0,035. Sextio procent av alla utsanda tecken &r ettor. Om en etta tagits emot,

vad ar sannolikheten att en etta skickades? Svara i procent med tva decimaler.

2 Lésning

Lat Sp vara att en etta skickades och M att en etta togs emot. Total sannolikhet: P (M) =

0,579
0,6+ 0,965 +0,4 - 0,02 = 0,579 + 0,008 = 0,587 Bayes sats: P(S1 | My) = 5= =

0,98637 ~| 98,64 %

/\ Fillor i uppgift 2

Betinga &t ratt hall: uppgiften ger dig P (defekt | fabrik) men fragar efter P (fabrik | defekt).
Kontrollera att kdllornas sannolikheter summerar till ett. Och rakna inte med tal som inte behdvs,
uppgiften innehaller ibland 6verflodig information.

Ibland dyker Bayes upp inne i en fordelning, till exempel: givet att en komponent har hallit i minst fyra
ar, vad ar sannolikheten att den haller i minst sju? Det &r samma betingningsformel. Snittet av “minst
sju” och “minst fyra” ar bara “minst sju”, sa kvoten blir sannolikheten fér minst sju delat med
sannolikheten for minst fyra.

7. Uppgift 3 till 5: valj ratt fordelning

Uppgift tre, fyra och fem handlar oftast om en enda slumpvariabel och en kand férdelning. Det svara ar
sallan rakningen, eftersom raknaren gor den. Det svara ar att kdnna igen vilken fordelning det ar. Stall
dig tva fragor.
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Den forsta fragan ar: raknar jag ett antal, eller méater jag ett varde? Ett antal ar ett heltal som noll, ett,
tva och sa vidare. Ett varde ar en méatning som kan anta alla tal i ett intervall, till exempel en tid, en
langd eller en vikt.

Om du réknar ett antal finns fyra kandidater. Raknar du hur manga av n oberoende forsék som lyckas,
och sannolikheten ar densamma varje gang, ar det binomialférdelningen. Drar du utan att lagga
tillbaka ur en liten hog, sa att sannolikheten andras efter varje dragning, ar det den hypergeometriska
fordelningen. Raknar du hur manga handelser som intraffar under en viss tid, till exempel samtal per
timme, ar det Poissonférdelningen. Raknar du hur manga forsok som behdvs till och med det férsta
lyckade, ar det for-forsta-gangen-fordelningen, som i kursen kallas ffg-fordelningen.

Om du maéter ett varde finns ocksa fyra kandidater. En vantetid utan minne, dar det inte spelar ndgon
roll hur lange man redan vantat, ar exponentialférdelad. Ett varde som &r lika troligt 6verallt pa ett
intervall ar rektangelfordelat. Ett matvarde som sprider sig symmetriskt kring ett medelvarde ar
normalférdelat. Och en summa eller ett medelvarde av manga oberoende variabler ar ungefar
normalfoérdelat enligt centrala gransvardessatsen.

lyckade, utan aterlaggning = Hyp(N, n, p)
lyckade, oberoende férsék = Bin(n, p)

. handelser under en tid = Po(A)
raknar ett antal

forsok till och med forsta lyckade = ffg(p)

vantetid, glomsk = Exp(A)

mater ett varde . . ° .
lika troligt pa ett intervall = R(a, b)

matvarde kring ett medel = N(, o)

summa av manga = = normal

Vantevarde och varians for alla de vanliga férdelningarna star pa formelbladet, s dem behdver du inte
kunna utantill. Det du behdver kunna ar att valja fordelning och stalla upp vad som ska raknas.

8. Binomial och hypergeometrisk fordelning

Binomialfordelningen beskriver antalet lyckade forsok bland n férsok, nar varje forsok lyckas med
samma sannolikhet p och férséken &r oberoende. Skriv: & ar antalet lyckade bland de n férsoken, & €
Bin(n, p).

Pa raknaren finns tvda kommandon. Det ena ger sannolikheten for exakt ett varde, till exempel exakt tre
lyckade. Det andra ger summan av sannolikheterna mellan tva granser. Raknaren raknar bara “mindre

2 «

an eller lika med”, sd “minst k” maste vandas: sannolikheten for minst tre ar ett minus sannolikheten

for hogst tva. Det vanligaste felet ar att skriva hogst tre i stallet for hogst tva.

PE>K=1-PE<k-1)
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Bin(5, 1/6): tarningsexemplet Bin(20, p): p flyttar massan

0,25
0,4 p=0,2 p=0,8
0,2 B
03 P(E=2) =~ 0,161 p=05
2 0,15
]
W 0,2
o 0,1
01 0,05
0 0
o 1 2 3 4 5 0 5 10 15 20
k k

Ibland star inte p direkt i uppgiften. Da raknar du forst ut p som sannolikheten att ett enskilt forsok
lyckas, och anvander den sedan i binomialférdelningen. Det kallas tva steg. Ett lyckat forsok kan till
exempel vara att tva oberoende egenskaper intraffar samtidigt, och da ar p produkten av de tva
sannolikheterna. Eller sa ar ett lyckat forsok att en exponentialfordelad livslangd overstiger en viss tid,
ochd&arp =e™.

Det mest sannolika vardet for en binomialférdelad variabel ar heltalsdelen av (n + 1)p. For
Bin(11; 0,15) blir det heltalsdelen av 1,8, alltsa ett.

Den hypergeometriska fordelningen anvands nar du drar utan aterlaggning ur en andlig mangd, till
exempel kort ur en kortlek eller bollar ur en lada. Den har tre parametrar: hur manga som finns totalt,
hur manga du drar, och andelen lyckade fran bérjan. Sannolikhetsfunktionen, vantevardet

och variansen star pa formelbladet, och pa raknaren raknar du binomialkoefficienterna med
kommandot nCr. Om du drar en liten del av en stor mangd, mindre an en tiondel, kan du approximera
med binomialfordelningen.

Hyp(20, 4, 0,25): 4 dras ur 20, varav 5 defekta

E@=1
0,5

0,4

0,3

I
0,2
0,1
0 |
0 1 2 3

antal defekta x bland de 4

PE=x)
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:= Exempel 3 — exakt tre av tolv (tva steg)

Ett jordbruk odlar ekologiskt med sannolikheten 0,61 och har mjélkkor med sannolikheten 0,87,

oberoende av varandra. Man tittar pa tolv jordbruk. Vad ar sannolikheten att exakt tre av dem

bade odlar ekologiskt och har mjélkkor? Svara i procent med tva decimaler.

¢ Lésning

Ett lyckat jordbruk gor bada sakerna, sadp = 0,61 - 0,87 = 0,5307. Lat § vara antalet
sédana jordbruk av de tolv, ¢ € Bin(12; 0,5307). P (¢ = 3) = (132)(),53073 (1-

0,5307)° ~ 0,03631 =

3,63 %

Pa raknaren: binomPdf(12,0.5307,3) . Att de 6vriga nio

“kombinerar pa nagot annat satt” ingar redan: de ar de misslyckade forsoken.

‘= Exempel 4 — réda bollar utan aterlaggning (tentan 2025-03-17, uppgift 5)

I en lada finns 29 bollar, varav 8 ar réda. Man drar 4 utan aterlaggning. Vad ar standardavvikelsen

for antalet roda bollar? Svara med tva decimaler.

2 Losning

& ar antalet réda bland de fyra, § € Hyp(29; 4; 8/29). Formelbladets varians: V (&) =

N —n
np(l-p) =4

8 21

25 : )
N-1 4359 39 78 0,713 Standardavvikelsen ar roten: D(§) ~| 0,84 |

9. Poisson och exponential: tva sidor av samma process

Poissonférdelningen beskriver hur manga handelser som intraffar under en viss tid, nar handelserna

intraffar oberoende av varandra och med en jamn intensitet. Parametern A ar det férvantade antalet

under den tid du tittar p3, alltsa intensiteten ganger tiden. Om det i medel kommer sex kunder per

timme och du tittar pa en halvtimme ar A = 3. Vantevardet och variansen &r bada A, sd om uppgiften

ger standardavvikelsen ar A standardavvikelsen i kvadrat.

En summa av oberoende Poissonvariabler ar ocksa Poissonférdelad, och parametrarna adderas. Det

betyder att du ofta kan rakna exakt med raknarens Poissonkommando aven nar det handlar om en

summa av manga variabler. N&r A &r stor gar det ocksé att approximera med normalférdelningen, dar

b&de vantevarde och varians ar A. Villkoren for approximationen star p& formelbladet. Facit har raknat

pa bada satten pa olika tentor, sa rakna helst exakt och skriv garna att du gjort det.
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Exponentialfordelningen beskriver vantetiden till nasta handelse i samma slags process. Det ar
kopplingen som ar latt att missa. Om handelserna kommer med intensiteten ¢ per timme, sa att
antalet per timme ar Po(c), ar tiden mellan tva handelser exponentialférdelad med parametern ¢ och
vantevardet 1/c timmar. Sex block per timme betyder alltsa i genomsnitt tio minuter mellan blocken.

antalet per timme € Po(c)

6 handelser 5 handelser 6 handelser

tiden mellan tva

tiden mellan hdandelserna € Exp(c), vantevarde 1/c

0 1 2 3
tid (timmar)

For exponentialfordelningen galler att sannolikheten att vanta langre an x ar e ™. Det 4r den formel du
anvander mest. Fordelningsfunktionen ar ett minus den. Medianen, alltsa den tid som halften av alla

vantetider understiger, ar In 2 delat med A, och den &r alltid kortare &n vantevardet.
Exponentialfordelningen ar glomsk: om du redan vantat i fem minuter ar sannolikheten att vanta minst

fem minuter till precis densamma som fran boérjan.
‘= Exempel 5 — frn Poisson till exponential

Block skapas i medel sex ganger per timme. Vad ar sannolikheten att det dréjer mer an tjugo

minuter till nasta block?

/ Lésning

Lat € vara tiden till nasta block i timmar. Intensiteten sex per timme ger & € Exp(6). Tjugo
minuter ar en tredjedels timme: P (§ > %) =e %18 =¢2~|0,135

/\ Fallor med Poisson och exponential

Kontrollera tidsenheten. Om intensiteten anges per timme och fragan galler minuter maste du
rakna om. “Fler an fem” betyder ett minus sannolikheten for hogst fem.
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10. Rektangel, ffg och frekvensfunktioner

En rektangelférdelad variabel &r lika trolig 6verallt pa ett intervall fran a till b. Sannolikheten att
den hamnar i ett delintervall ar delintervallets langd delat med hela intervallets langd. Det enda
du maste komma ihag &r att forst klippa delintervallet mot [a, b]: den del som ligger utanfor har
sannolikheten noll.

frekvensfunktion f(x) férdelningsfunktion F(x)

PE&>7)=0,3

F(7)=0,7
héjd 1/(b-a)=0,1 038
01 ] A X

0,6

0,4

0,2

0o—— I 0

0 5 7 10 0 5 7 10
vantetid x (min) vantetid x (min)

Ffg-férdelningen raknar antalet férsok till och med det forsta lyckade. Sannolikheten att det behdvs
fler an k forsok ar att de k forsta misslyckas, alltsd (1 — p)¥. “Minst fyra forsok” betyder att de tre
forsta misslyckas. Vantevardet ar ett delat med p.

‘= Exempel 6 — minst fyra forsok

Ett forsok lyckas med sannolikheten 0,3, oberoende av tidigare forsok. Vad ar sannolikheten att
det behdvs minst fyra forsok?

/ Lésning

Lat & vara antalet forsok till och med det forsta lyckade, & € ffg(0,3). Minst fyra forsok
betyder att de tre forsta misslyckas: P (& > 4) = P(& > 3) = 0,7° = (0,343

En del uppgifter ger dig en frekvensfunktion, alltsa en funktion f¢(x) som beskriver hur tatt
sannolikheten ligger. Sannolikheten for ett intervall ar arean under kurvan 6ver intervallet, alltsa en
integral. Om funktionen innehaller en okand konstant bestammer du den genom att hela arean ska
vara ett. Vantevardet ar integralen av x ganger frekvensfunktionen. Medianen &r det varde dar
fordelningsfunktionen, alltsa arean till vanster, ar en halv.
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f(x) = 3x2/8 pa [0, 2]: sannolikheten &r arean

median = 1,587

1,5 |
|
|
—~ 1 '
R

- |
|

0.5 PE<1)=1/8 | :

| :

PE>1)=7/8 | i

0 | !

0 0,5 1 1,5 2

11. Normalfordelningen och kvantiler

Normalférdelningen beskrivs av sitt vantevarde 1 och sin standardavvikelse 0. I kursen skrivs den
N (y, 0) med standardavvikelsen, inte variansen, som andra parameter. Ungefar tva tredjedelar av
vardena ligger inom en standardavvikelse fran medelvardet, och ungefar nittiofem procent inom tva.

95,4 %

M-30 M-20 M-0 il M+o M+ 20 M+ 30

Allt réknas genom att standardisera: dra bort vantevardet och dela med standardavvikelsen. Da far du
ett varde pa standardnormalférdelningen, och sannolikheten far du fran @, eller direkt med raknarens
kommando for normalférdelningen.

En vanlig tentauppgift gar at andra hallet: uppgiften ger tva andelar, till exempel att tio procent vager
under ett visst varde och fem procent 6ver ett annat, och du ska bestamma gt och o. Du gor det i tva
steg. Forst dversatter du varje andel till ett standardiserat varde med raknarens inversa
normalférdelning. DA far du tva ekvationer av formen vardet minus p delat med o ar lika med det
standardiserade vardet. Sedan subtraherar du ekvationerna, sa att p férsvinner, och léser ut 0.

Darefter far du p ur ndgon av ekvationerna.
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Raknarens inversa normalférdelning vill ha arean till vanster. Om uppgiften sager “fem procent vager
mer an” ar arean till vanster nittiofem procent. Det ar den vanligaste felkallan i den har uppgiften.

‘= Exempel 7 — normalférdelning ur tvd andelar

Tio procent av alla forpackningar vager under 4,8 kg och fem procent vager 6ver 5,6 kg. Vikten ar
normalfordelad. Bestam pt och 0.

J Lésning

Arean till vanster ar 0,10 respektive 0,95, sa de standardiserade vardena arz; = —1,2816

48— 5.6 -
ochz, = 1,6449: K _ 102816, . A | ) Gl =
5.6 4.8

1,6449 + 1,2816
uw~515, 0~ 0,273

~ 0,273.Sedan pu = 5,6 — 1,6449 - 0,273 ~ 5,15. Svar:

12. Vantevarde och varians av en funktion

Manga uppgifter galler en storhet som beror pa en slumpvariabel, till exempel en vinst som ar tre
kronor per sald enhet minus en fast kostnad. Vantevardet foljer med linjara funktioner: vantevardet av
aé + b ar a ginger vantevardet plus b. Standardavvikelsen péverkas bara av faktorn, inte av tillagget,
eftersom att flytta alla varden lika mycket inte andrar spridningen.

E(@§+b)=aE@)+b,  D(a&+b)= |a] D)

For en summa av tva variabler adderas variansen, men om variablerna ar beroende tillkommer en term
med kovariansen:

V (a& +bn) = a®V (&) + bV (n) + 2ab Cov(&, n)
Ar variablerna oberoende ar kovariansen noll och den sista termen forsvinner.

Om funktionen inte ar linjar, till exempel en energi som beror pa hastigheten i kvadrat, fungerar inte
reglerna ovan. D& behdver du vantevardet av kvadraten, och det far du ur variansen: vantevardet av &2
ar variansen plus vantevardet i kvadrat. For en diskret variabel som ges i en tabell gor du en ny tabell
for den nya storheten och raknar vantevardet direkt.
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0,5
n=150,4

mest sannolika varde: 1
0,4

0,3

P& =x)

0,2

0,1

0 50 100 150 200 250 300

/\ Fallor med vantevirde och varians

Variansen kan aldrig vara negativ. Om uppgiften fragar efter standardavvikelsen, glom inte att dra
roten. Och rakna varianser, inte standardavvikelser, nar du adderar.

13. Uppgift 6 och 7: centrala gransvardessatsen

Uppgift sex och sju handlar nastan alltid om centrala gransvardessatsen. Satsen sager att en summa
av manga oberoende och likaférdelade variabler ar ungefar normalférdelad, oavsett vilken férdelning
varje enskild variabel har. Detsamma galler fér medelvardet av dem.

Arbetsgangen har tre steg. Forst tar du fram vantevardet p1 och standardavvikelsen o fér en enda
variabel, ofta fran formelbladet. Sedan skriver du upp summans eller medelvardets férdelning.
Summans vantevérde &r ny och dess standardavvikelse &r a4/n. Medelvérdets vantevarde &r p och
dess standardavvikelse &r 0/4/n. Lagg marke till att spridningen véaxer med roten ur n, inte med n. Till

sist raknar du sannolikheten med normalférdelningen.
&+ +& A N(np, ov/n),  E~N(y, o/y/n)

Summan av n oberoende Exp(1): exakt fordelning (fylld) mot N(n, vn) (streckad)

n=1 n=2

0 2 4 0O 2 4 6 8 O 5 10 15 10 20 30 40 50

En vanlig variant fragar efter ett gransvarde i stallet for en sannolikhet, till exempel: hur lange
racker ett lager med nittiofem procents sannolikhet? Da soker du det varde T som summan
overstiger med sannolikheten nittiofem procent, och det ligger 1,6449 standardavvikelser under
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summans vantevarde.
‘= Exempel 8 — hur lange racker lagret? (tentan 2025-03-17, uppgift 4)

Livslangden for ett elektronrér ar exponentialférdelad med vantevardet 220 timmar. Lagret
innehaller 45 roér, och ett trasigt ror byts genast. Bestam en tid T som lagret racker atminstone
med 95 procents sannolikhet. Svara med en decimal.

J Lésning

Lat &; vara livslangden for ror nummer i. For exponentialférdelningen ar p = o = 220. Den
totala tiden ar summan av 45 livslangder: n ® N (45 - 220, 220+/45) = N(9900; 1475,8)
Visoker T med P(n > T) = 0,95, alltsd T = 9900 — 1,6449 - 1475,8 ~ | 7472,5 h |,

/\ Fallor med centrala gransvardessatsen

Anvand 1 och o fér en enda variabel, inte fér summan, néar du borjar. Facit anvander ingen
halvkorrektion om uppgiften inte sager det. Och om variablerna ar Poissonférdelade gar det ofta
att rdkna exakt i stallet, eftersom summan da sjalv ar Poissonfordelad.

14. Fran sannolikhetslara till statistik

Fram till nu har vi utgatt fran att vi kanner férdelningen och fragat hur troliga olika utfall &r. Statistisk
inferens vander pa fradgan. Nu har vi observerat ett stickprov, och vi vill dra slutsatser om den okanda
fordelningen som stickprovet kommer ifran, oftast om dess vantevarde.

Stickprovets medelvarde x ar den naturliga skattningen av vantevardet p, och stickprovets
standardavvikelse s ar skattningen av 0. Medelvardet ar sjalvt en slumpvariabel: tar man ett nytt
stickprov blir det ett annat medelvarde. Dess spridning ar G/\/ﬁ. Det ar darfor storre stickprov ger
sakrare slutsatser: spridningen hos medelvardet minskar med roten ur stickprovets storlek. For att
halvera osakerheten behover du fyra ganger sa manga observationer.
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population stickprov skattningar
slumpen rakna

& EN(y, o) ’ X1, X2, ..., Xn ’ X, s, intervall

M, o okanda observerade tal berédknade tal

N~ -

inferens: slutsats om p och o, med ett matt pa osakerheten

Nar o ar kand standardiserar man med den, och da galler normalférdelningen. Nar o ar okand, vilket ar
det vanliga, skattar man den med s. Det tillfor extra osakerhet, och darfér anvands t-fordelningen i
stallet. Den liknar normalférdelningen men har tjockare svansar, och tjockleken beror pé antalet
frinetsgrader. For en matserie ar antalet frihetsgrader n — 1. Med manga observationer blir t-

fordelningen nastan identisk med normalférdelningen.

Vid hypotesprévning kan man gora tva sorters fel. Det forsta ar att forkasta nollhypotesen fast den ar
sann. Sannolikheten for det felet ar signifikansnivan a, och den valjer man sjalv, ofta fem procent. Det
andra felet ar att inte forkasta nollhypotesen fast den &r falsk. Sannolikheten f6r det &r 3, och styrkan
ar ett minus . Man kan inte minska bada felen samtidigt utan att 6ka stickprovets storlek. Sanker
man signifikansnivan flyttas den kritiska gransen langre ut, och da blir det svarare att upptacka en

verklig skillnad.

Konfidensintervall och hypotesprovning hanger ihop. Ett tvasidigt test pa nivan fem procent férkastar
nollhypotesen precis nar vardet [y ligger utanfor det nittiofemprocentiga konfidensintervallet. Det ar

samma rakning sedd fran tva hall.
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x =502,9: 500 utanfor — forkasta Ho
: . :

x =501,5: 500 innanfér - forkasta inte Ho
= :

Mo =500

498 499 500 501 502 503 504 505 506 507
K (gram)

15. Uppgift 8: hypotesprovning, kritisk grans och P-varde

Fran uppgift atta handlar tentan om statistisk inferens: att dra slutsatser om en okand parameter
utifran ett stickprov. Hypotesprévning borjar med tva hypoteser. Nollhypotesen Hy ar det man utgar
fran, oftast att ingenting har andrats. Mothypotesen Hp ar det man vill visa. Tumregeln ar att det man
vill visa ska sta i Hj.

Testet bygger pa en kritisk grans k. Om medelvardet i stickprovet hamnar bortom gransen forkastar
man nollhypotesen. Gransen valjs sa att risken att forkasta en sann nollhypotes, signifikansnivan a, blir
till exempel fem procent. Nar standardavvikelsen ar kand ligger gransen A, standardavvikelser for
medelvardet ovanfor tp, och medelvardets standardavvikelse ar G/\/ﬁ.

o

NG

Fordelningen for X om Ho: t=500 arsann (c=4,n=9)

k:ﬂ0+)\a

k = 502,19

forkasta inte Ho forkasta Ho

/

observerat X = 502,9

|
|
|
|
|
I o =0,05
|
|
|
I
|

495 496 497 498 499 500 501 502 503 504 505 506
X (gram)

Om standardavvikelsen ar okand skattas den med stickprovets standardavvikelse s, och da anvéands t-
fordelningen med n — 1 frihetsgrader i stéllet fér normalférdelningen. Pa raknaren far du gransen med
den inversa t-fordelningen.
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Ett annat satt att testa ar direktmetoden. Dar raknar du P-vardet, som skrivs ag: sannolikheten att fa
ett resultat som ar minst lika extremt som det observerade, om nollhypotesen ar sann. Ar P-vardet
mindre an signifikansnivan forkastar du nollhypotesen. Vid ett tvasidigt test, dar mothypotesen bara
sager att parametern ar skild fran L1y, ska P-vardet multipliceras med tva.

k=329,1
observerat X om Ho ar sann:
N(330, 0,544)

|
|
|
x=328,5 |
|
|
|

oo =~ 0,003

328 329 330 331 332

‘= Exempel 9 — kritisk grans

Ett stickprov med 16 observationer tas fran N (u; 2). Man testar Hy : g = 10 mot Hy : g > 10 pa
nivan fem procent. Var ligger den kritiska gransen?

Z Lésning

Medelvardets standardavvikelse &r 2/4/16 = 0,5, och Ag o5 = 1,6449: k = 10 + 1,6449 -

0,5 ~|10,82 |Nollhypotesen férkastas om medelvardet i stickprovet ar stérre an 10,82.

/\ Fallor i uppgift 8

Ett vanstersidigt test, dar mothypotesen sager att 1 ar mindre an L, ger en grans under [lg.
Raknarens inversa funktioner vill ha arean till vanster: for ett hdgersidigt test pa fem procent ar
det nittiofem procent.

16. Uppgift 9: konfidensintervall

Ett konfidensintervall ar ett intervall som med en viss sannolikhet, konfidensgraden, tacker den
okanda parametern. Ett nittiofemprocentigt intervall for ett vantevarde ar medelvardet plus minus ett t
-varde ganger stickprovets standardavvikelse delat med roten ur n. For nittiofem procent anvands
to,025, eftersom de fem procenten delas lika pa bada sidorna.
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50 stickprov, 90 %-intervall: 46 tacker y, 4 missar

5,8
_ 56
g
5 M
2
£ 54
5,2
0 10 20 30 40 50

stickprov nr

Den viktigaste fragan i uppgift nio ar om det ar stickprov i par eller tva oberoende stickprov. Stickprov i
par betyder att matningarna hor ihop tva och tva: samma bil matt fére och efter, samma dag pa tva
platser, samma person med tva metoder. Da bildar du differenserna for varje par, och sedan ar det ett
vanligt intervall fér en enda méatserie med n — 1 frihetsgrader, dar n ar antalet par.

S
In=ZFtyp(n—-1) —=
n

Vvn

X metod A @ metod B

3,5 I l

matvarde
w
X9
X9

2,5

Tva oberoende stickprov betyder att grupperna inte hor ihop, till exempel tva laboratorier som mater
flera ganger var. D& anvands en gemensam standardavvikelse, som star pa formelbladet, och n; +
n, — 2 frihetsgrader. En klassisk falla ar tva laboratorier som méater samma prov flera ganger: det ar

anda tva oberoende stickprov, eftersom matning nummer ett i det ena labbet inte hor ihop med
matning nummer ett i det andra.

Om noll ligger i ett intervall for en differens kan nollhypotesen att det inte finns ndgon skillnad inte
forkastas. Ligger noll utanfér kan den forkastas.
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‘= Exempel 10 — stickprov i par

Sex bilar mats fore och efter en justering. Differenserna har medelvardet 1,2 och
standardavvikelsen 0,8. Bestam ett nittiofemprocentigt konfidensintervall fér den
genomsnittliga forandringen.

¢ Lésning

0,8
V6

1,2 ¥ 0,84 Intervallet blir| [0,36; 2,04]| Noll ligger utanfér, s férandringen ar signifikant.

Det ar stickprov i par med sex par, sa f = 5 och ¢ 025(5) = 2,5706: 1,2 ¥ 2,5706 -

17. Uppgift 10: styrka, stickprovsstorlek och teckeninter-
vall

Uppgift tio varierar mer an de andra. De tre vanligaste typerna ar styrka, stickprovsstorlek
och teckenintervall.

Styrkan ar sannolikheten att testet forkastar nollhypotesen nar den ar falsk, alltsa nar det sanna
vantevardet ar ;. Arbetsgangen har tva steg. Forst bestdmmer du den kritiska gransen under
nollhypotesen, som i uppgift atta. Sedan réaknar du sannolikheten att hamna bortom gransen, men nu
med det sanna vantevardet ;. For ett hdgersidigt test ar det ett minus @ av gransen minus pi1, delat
med medelvardets standardavvikelse. For ett vanstersidigt test ar det @ av samma uttryck. Styrkan
ska alltid ligga mellan signifikansnivan och ett.

k = 104,93

under Hi:
u=110

|

under Ho: |
=100 |
|
|
|
|

B =~ 0,05 a=0,05

90 95 100 105 110 115 120
X (n=25)

Uppgiften kan ocksa ga baklanges: du far en 6nskad styrka och ska bestamma signifikansnivan. Da
lagger du gransen sa att den 6nskade styrkan uppnas under i1, och raknar sedan hur stor del av
fordelningen under iy som ligger bortom gransen.

pellesmoln.org/kurser/SO008M - 2026-10-19 338/345



S0008M - S0008M - sammanfattning infor tentan

:= Exempel 11 — styrka

Fortsatt exempel 9, dar gransen ar 10,82 och medelvardets standardavvikelse 0,5. Vad ar styrkan
om det sanna vantevardet ar 11?

2 Lésning

10,82 - 11

S(11) = 1-P(—2

) =1-®(-0,355) ~[0,64

:= Exempel 12 — styrka baklanges (tentan 2025-03-17, uppgift 8)

Ett stickprov med 25 observationer tas fran N (u; 4,15). Man testar Hy : g = 10 mot H; :
i = 12,5 och vill att styrkan ska vara 90 procent. Vad blir signifikansnivan? Svara i procent med
tva decimaler.

2 Lésning

Medelvardets standardavvikelse ar 4,15/5 = 0,83. Styrkan 90 procent under iy = 12,5 ger
gransenk = 12,5 - 11,2816 - 0,83 ~ 11,436 Signifikansnivan ar sannolikheten att hamna
11,436 - 10

over gransennarp = 10:a =1 - CD(W) ~ (4,18 %

Stickprovsstorleken bestams antingen av hur brett ett intervall far vara eller av vilken styrka testet ska
ha. Formlerna lser ut n ur uttrycket for bredden eller fér styrkan, och svaret avrundas alltid uppat,
eftersom ett mindre stickprov inte racker.

Teckenintervallet anvands nar man vill skatta medianen och inte kan anta normalférdelning. Idén ar
enkel: varje observation hamnar under medianen med sannolikheten en haly, s& antalet observationer
under medianen ar binomialférdelat med p lika med en halv. Om du sorterar observationerna och tar
intervallet fran den (k + 1):a minsta till den (k + 1):a storsta, ar konfidensgraden ett minus tva ganger
sannolikheten att hégst k observationer hamnar under medianen.
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o—o© 2>—et—o-c
v v

0)
0)

k stycken Iy k stycken

:= Exempel 13 — konfidensgrad for ett teckenintervall (tentan 2025-03-17, uppgift 7)

Ett stickprov pa atta observationer kommer fran en férdelning som inte ar normal. Berakna
konfidensgraden for intervallet fran den nast minsta till den nast stérsta observationen. Svara i
procent med tva decimaler.

¢ Lésning

Lat ) vara antalet observationer under medianen, n € Bin(8; 0,5). Intervallet missar
medianen om hégst en observation hamnar pd enasidan: 1 —2P(n<1)=1-2"-

1+8 238
= — ~ 92,97 %
256 256

18. Uppgift 11 och 12: tva slumpvariabler

De tva sista uppgifterna handlar om tva slumpvariabler samtidigt. Fyra typer aterkommer: area,
kovarians, tvadimensionell normalférdelning och en blandning av simultana férdelningar,

slumpvandring och max eller min.

Areauppgifterna ar ofta de mest tacksamma. Om ett par (&, n) ar likformigt férdelat Gver ett omrade &ar
sannolikheten for en handelse arean av handelsens del av omradet delat med hela omradets area. Rita
alltid. Ett klassiskt exempel ar tva personer som kommer slumpmassigt under en timme och vantar en
viss tid pa varandra: de traffas om skillnaden mellan ankomsttiderna ar mindre an vantetiden, och det
ar ett band langs diagonalen i en kvadrat. Det enklaste ar att rakna arean av de tva trianglarna utanfor
bandet och dra bort den fran ett.
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‘= Exempel 14 — mote inom tio minuter

Tva personer kommer oberoende av varandra vid en slumpmassig tidpunkt under samma timme,
och var och en vantar tio minuter. Vad ar sannolikheten att de traffas?

Z Lésning

Ankomsttiderna ar likformigt fordelade pa kvadraten [0, 60] x [0, 60]. De traffas om

skillnaden ar hogst tio minuter. Utanfor bandet ligger tva trianglar med kateten 50: P = 1 —
50° . 25 11

) e e
60 36 36

30,6 %

Kovariansen mater hur tva variabler samvarierar. Den &r positiv nar stora varden pa den ena brukar ga
ihop med stora varden pa den andra. Korrelationskoefficienten p ar kovariansen delad med produkten
av standardavvikelserna, och den ligger alltid mellan minus ett och ett. Oberoende variabler har
kovariansen noll. Kovariansen kan delas upp éver summor, och en faktor framfor en variabel kommer

med som en faktor framfor kovariansen.
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Den tvadimensionella normalférdelningen dyker upp i uppgifter som galler tva matt som hor ihop, till
exempel langden hos far och son, eller tva idrottares resultat. Tricket &r nastan alltid att bilda
skillnaden eller summan mellan dem. Skillnaden mellan tva normalférdelade variabler ar
normalférdelad, med vantevardet lika med skillnaden mellan vantevardena. Variansen ar summan av
varianserna minus tva ganger kovariansen. Fragan “vem blir langst?” blir da fragan om skillnaden ar

storre an noll.

D(& — &) = \/0% +05 ~2p 010,
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‘= Exempel 15 — blir sonen langre an fadern?

Faderns langd ar N(178; 7) och sonens N (180; 7), med korrelationen p = 0,5. Vad &ar
sannolikheten att fadern ar langre an sonen?

/ Lbésning

Lat ¢ vara faderns langd minus sonens. D& ar E({) = =2 och D({) =
V49 +49-2-0,5+7+7 =7 Sannolikheten & P({ > 0) = 1 — ®(2/7) ~|0,39 |

Max och min dyker upp i uppgifter om system av komponenter. Ett seriekopplat system fungerar bara
sa lange alla komponenter fungerar, sa dess livslangd ar den kortaste komponentens livslangd, alltsa
minimum. Sannolikheten att systemet haller langre &n en viss tid ar produkten av sannolikheterna att
varje komponent gor det. Ett parallellkopplat system fungerar sa lange minst en komponent fungerar,
sa dess livslangd ar maximum, och sannolikheten att det har gatt sonder fore en viss tid &r produkten

av komponenternas fordelningsfunktioner.
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seriekopplad: min € Exp(0,1) parallellkopplad: max
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En slumpvandring ar ett antal steg at hoger eller vanster. Om & ar antalet steg &t hdger av n ar &
binomialférdelad, och positionen efter n steg ar 2& — n. En fraga om positionen dversatts darmed till
en fraga om &, som raknaren klarar.

‘= Exempel 16 — slumpvandring

En partikel tar tio steg, var och ett at hoger eller vanster med samma sannolikhet. Vad &r
sannolikheten att den hamnar minst fyra steg till hdger om startpunkten?

¢ Lésning

Lat & vara antalet steg &t hoger, £ € Bin(10; 0,5). Positionen ar 2& — 10 > 4, alltsa & > 7:
176

> = - < = X
P(&>7)=1-P(£<6) 1094 0,172

19. De vanligaste felen, samlade
Den hér listan samlar de fel som oftast kostar poang pa del 1. Lyssna pa den kvallen fore tentan.

Det forsta felet galler “minst”. Sannolikheten for minst k ar ett minus sannolikheten for hogst k — 1,
inte hogst k. Det galler binomial-, Poisson- och ffg-férdelningen och allt annat som raknar heltal.

Det andra felet galler arean till vanster. Raknarens inversa funktioner vill alltid ha arean till vanster om
vardet. Om uppgiften sager “de fem procent tyngsta” eller “fem procent dver” ar arean till vanster
nittiofem procent.

Det tredje felet galler standardavvikelse och varians. Kursen skriver normalférdelningen med
standardavvikelsen, inte variansen. Nar du adderar spridningar adderar du varianser och drar roten pa
slutet, aldrig standardavvikelserna direkt.

Det fjarde felet galler tidsenheten. En intensitet per timme maste raknas om om fragan galler minuter,
och en exponentialférdelnings A ska ha samma tidsenhet som frgan.
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Det femte felet galler par eller tva stickprov. Stickprov i par kraver att matningarna hor ihop tva och tva.
Tva laboratorier eller tva grupper ar tva oberoende stickprov, med en gemensam standardavvikelse
ochni + np — 2 frihetsgrader.

Det sjatte felet galler ensidigt och tvasidigt. Vid ett tvasidigt test delas signifikansnivan pa bada
sidorna, och P-vardet multipliceras med tva. Vid ett konfidensintervall anvands alltid a/2 i varje svans.

Det sjunde felet galler avrundning. Avrunda bara i det sista steget, och svara med exakt det antal
decimaler som efterfragas. En stickprovsstorlek avrundas alltid uppat.

Det attonde felet galler slumpvariabeln. Definiera den i ord, med vad den réknar eller mater och i vilken
enhet. Det ar den vanligaste orsaken till uteblivna delpoang.

20. Strategi pa tentan

Las igenom alla tolv uppgifter forst och bérja med dem du kanner igen direkt. Uppgift ett, tva och sex
brukar vara de sakraste poangen. Kartan i borjan visar var de brukar ligga.

For varje uppgift: definiera slumpvariabeln i ord, ange fordelningen, skriv vad som ska beraknas, rakna
och svara exakt som uppgiften ber om. Kontrollera rimligheten innan du gar vidare. En sannolikhet
ligger mellan noll och ett. En varians ar aldrig negativ. Ett antal ar ett heltal mellan noll och n. Medianen
i en exponentialfordelning ar mindre &n vantevardet. Styrkan ligger mellan signifikansnivan och ett.

Om du kor fast, skriv anda upp slumpvariabeln och férdelningen. Det kan ge delpoang, och ofta lossnar
uppgiften nar uppstallningen star pa papperet.
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