MOO68M

Flervariabelanalys

Kurskompendium fran Pelles Moln - 28 noter - 2026-10-19
pellesmoln.org/kurser/M0O068M

pellesmoln.org/kurser/MOO68M - 2026-10-19



Innehall

Modul 1 — Partiella derivator

Funktioner av flera variabler 3
Parametriserade kurvor 11
Gransvarden och kontinuitet 16
Partiella derivator 23
Hogre ordningens derivator 36
Kedjeregeln 42
Gradient och riktningsderivata 49

Modul 2 — Extremvérdesproblem

Taylorutveckling 58
Kritiska punkter 62
Extremvardesproblem 64
Lagranges multiplikatormetod 75

Modul 3 — Multipelintegraler

Dubbelintegraler 82
Variabelbyte i dubbelintegraler 91
Trippelintegraler 110
Variabelbyte i trippelintegraler 117

Modul 4 — Kurvintegraler

Vektorfalt 123
Kurvintegraler 130
Kurvintegraler av vektorfalt 135
Greens sats 138

Modul 5 — Ytintegraler

Parametriserade ytor 148
Ytintegraler 155
Flodesintegraler 160
Divergens och rotation 165
Gauss sats 176
Stokes sats 181

Inspiration och tillampningar

Hur fungerar en antenn 186
Vingdesign utan dator 187
Fysikaliska samband och Maxwells ekvationer 190

pellesmoln.org/kurser/MOO68M - 2026-10-19 2/191



MO068M - Funktioner av flera variabler

Funktioner av flera variabler

#flervariabelanalys  #nivakurva

Kapitel: 13.1 - Kurs: MO068M Forkunskaper: Nivakurvor och ytor

1. Funktioner av flera variabler — Oversikt

En funktion av flera variabler tar ett par (eller tupel) av tal och returnerar ett enda tal. Det ar en
naturlig generalisering av envariabelfunktioner f(x).

Motiverande exempel

Rektangelns area beror pa tva matt:

A=f(x,y) =xy
Volymen av en kon beror pa radien r och héjden h:
2
nrh
V= frhy= ==

Temperaturen pa en plat i punkten (x, y):
T =f(xy), (xy)€EDf SR
Temperaturen i en kropp vid tid t:

T =fxy,2,t), xVY,2z)€Q,t>0 (fyravariabler)

2. Definition

2.1 Funktion av tv3 variabler

En funktion av tva variabler ar en regel f som till varje punkt (x, y) i definitionsméangden Dy & R?
tillordnar ett entydigt reellt tal z:
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f:DfSR* -~ R, xy)Pz=[(xy)

2.2 Funktion av tre (eller fler) variabler
f:DfSR >R, (xy,z2)Pw=f(x,y,2)

Eller mer generellt med n variabler: f(x1, X2, ... , Xn).

2.3 Definitionsmangd

Definitionsmangden Dy ar mangden av alla punkter dar f &r definierad. Om inget annat anges antas
den maximala naturliga definitionsmangden.

:= Exempel: Bestam definitionsmangden

a)f(x,y) = In(2 - x* - y°)
Logaritmen kraver positivt argument:

2—x2—y2>0 = x2+y2<2
Dy &r den 6ppna skivan med centrum i origo och radien V2.

b) f(x,y) = \/xy

Roten kraver Xy > 0, dvs. x och y har samma tecken (eller minst en ar noll):

Df:xy >0

3. Funktionens graf (Funktionsyta)

Definition

Grafen (funktionsytan) till f(x, y) & mangden av alla punkter (x, y, z) i R> som uppfyller z = f(x, y):

Graf(f) = {(xy,2) ER’ | z = f(x,y), (x,y) € Dy}

Grafen dr en yta i det tredimensionella rummet med Dy som “skugga” i Xxy-planet.

pellesmoln.org/kurser/MOO68M - 2026-10-19 47191



MO068M - Funktioner av flera variabler

:= Exempel: Identifiera grafen

a)f(x,y) = /9 - x2 - y?

Sattz = f(x,y). Eftersom z > 0 galler:
2229—x2—y2 — x2+y2+zz=9:32
Grafen ar den ovre halvsfaren med radien 3.

b) f(x,y) = X°

Oberoende av y: fory = 0 gerz = x* en parabel. Extruderas langs y-axeln — en
parabolisk rannform.

c)f(x,y) = 6 —2x — 3y (for 2x + 3y < 6)

Skrivom: 2x + 3y + z = 6 — ett plan i R3. Skarningar med koordinataxlarna: (3, 0, 0), (0, 2, 0),
(0,0,6).

Rotationsytor

En rotationsyta fas nar en kurva z = g(r) roteras kring z-axeln. Eftersom r = y/x? + y? galler:

2= 9(/% 5

‘= Exempel: Rotationsytor

Kon med hojd 6 och radien 2: profilkurvanz = 6 — 3r ger

z2=6-3v/x2+y2, x*+y*<4

Rotationsparaboloid: profilkurvanz = 1 + r? ger
2
z=1+(V/x2+y?) =1+x°+y?

Ellipsoiden

En viktig yta som inte ar en funktionsyta (den klarar inte vertikaltestet globalt):
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2 2 2
p% z
_+y_—|—_:1
az b? 2

med halvaxlar a, b, ¢ langs respektive koordinataxel.

4. Nivakurvor

Definition

En nivakurva (eng. level curve eller contour) till f(x, y) for vardet c ar kurvan i Xy-planet som ges av:

fx,y)=c

Geometriskt: skar funktionsytan z = f(x, y) med det horisontella planet z = ¢, och projicera snittet
ned pa xy-planet.

Nivakurvor visualiseras som héjdkurvor pa en topografisk karta — varje kurva representerar en
konstant hojd.

2 Tank topografi

Precis som en hojdkarta visar bergslandskap via héjdkurvor visar nivdkurvorna “topografin” hos f.
Tatt liggande kurvor = brant lutning; glest liggande kurvor = flack yta.

‘= Exempel: Rita nivdkurvor

Lat f(x,y) = x> + y2. Nivakurvorna f(x, y) = c ger:
X*+y’=c (c=0)

Dessa ar koncentriska cirklar med centrum i origo och radien +/c. For ¢ = 1, 4, 9 fas cirklar med
radierna 1, 2, 3.

Lat f(x,y) = 6 — 2x — 3y. Nivakurvorna ger:
6-2x-3y=c & 2x+3y=6-c

Dessa ar parallella rata linjer med lutningen —%.
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5. Nivaytor

Definition

For en funktion av tre variabler f(x, y, z) definieras en nivayta (eng. level surface) for vardet ¢ som:

f(x.y,z) =c

Nivaytan ar en yta i R? — analogt med hur en nivakurva ar en kurva i R%.
‘= Exempel: Nivaytor
a)f(x,y,z) = x> +y? + 72

Nivaytorna f = c (fér ¢ > 0) ger:
Xty +=c

Dessa ar sfarer med centrum i origo och radien +/c.

b) f(x,y,z) = X* + y? + z2, temperatur i ett rum — nivaytorna visar punkter med samma

temperatur (isotermytor).

Sammanfattning: Dimension

Funktion Nivamangd  Geometri
f(x,y) fx,y)=c Kurva i R?
f(x,y,z) f(x,y,z)=c YtaiR®

6. Det tredimensionella koordinatsystemet
For att beskriva funktionsytor arbetar vi i R3 med:

e Origo O
e Tre ortogonala enhetsbasvektorer ey, e, e3 (langs x-, y-, z-axeln)
e Enpunkt P beskrivs av sin ligesvektor ' = xe; + ye, + ze;3

Avstand fran origo till punkten (x, y, z):
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Lasning

e 13.1 Functions of Several Variables

Se aven

e Nivakurvor och ytor
e Parametriserade kurvor
e Elipsen

Resurser

Videor

e 3BluelBrown: Visualizing multivariable functionsz — visuell introduktion
till flervariabelfunktioner

e Khan Academy: Multivariable functionsz — introduktion med exempel

e MIT OCW 18.02: Functions of several variablestz — foreldsningar fran MIT

Interaktiva verktyg

e GeoGebra 3D Calculatorz — rita grafer z = f(x, y) och nivakurvor interaktivt
e Desmos 3Dz — utforska ytor och nivakurvor
e CalcPlot3Dwz — visualisera nivakurvor och -ytor
Wikipedia
e Function of several real variablestz
e Levelsetm
e Contourlinex
Fordjupning

e Immersive Math: Functions of Several Variablesz — interaktiv [arobok
e Paul’s Online Math Notes: Functions of Several Variablesz — tydliga anteckningar med exempel
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Illustrationer

Kartesiskt koordinatsystem

Funktionsyta
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Parametriserade kurvor

#matematik #analys #flervariabelanalys #parametriserad-kurva #vektorvard-funktion

Kapitel: AE 8.2,12.1, 12.3 - Kurs: MO068M Forkunskaper: Funktioner av flera variabler

1. Parametriserade kurvor — oversikt

En parametriserad kurva beskriver en kurva i planet eller rummet genom att uttrycka koordinaterna
som funktioner av en gemensam parameter t.

2 Tva siitt att beskriva kurvor

e Nivakurva: f(x,y) = ¢ —implicit ekvation, till exempel x> + y? = 1.
e Parametrisering: r(t) = (x(t), y(t)) — en explicit beskrivning av hur man rér sig
langs kurvan.

Bada beskrivningarna kan representera samma geometriska objekt.

Definition
En parametriserad kurva i R? eller R3 ges av en vektorvard funktion:

r(t) = (x(0), y(0)

i planet, och

r(t) = (x(0),y(0), 2(0)

i rummet.
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2. Vanliga exempel

2.1 Cirkel i R?
r(t) = (cost,sint), t & [0,2n]

Denna parametrisering ritar enhetscirkeln moturs med start i punkten (1, 0).

2.2 Ellips i R?

r(t) = (acost,bsint), t & [0,2n]

2.3 Helix i R3
r(t) = (cost,sint,t), t&R
En helix ar en skruvlinje som ror sig uppat langs z-axeln samtidigt som den cirklar i Xy-planet.
mmmmm kurvan r(f) = (cos £ sin t, t/4)

mmmm hastighetsvektorn r'(z)

® punkten r(ty)
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‘= Rita en helix

Fort € [0, 2m] startar kurvani (1, 0, 0) och slutari (1, 0, 27). Projektionen pé& xy-planet ar en
cirkel, medan z-koordinaten vaxer linjart.

2.4 Rat linje

r(t) =p +tv=(py +tvy, py +tvy, p3 +1v3)

3. Derivata av vektorvarda funktioner

Derivatan definieras komponentvis:

v (® = lim r(t+ At) — r(t)
At—0 At

=(x 0,y (0,2 (1)

3.1 Hastighetsvektor

Om t tolkas som tid ar r' (t) hastighetsvektorn:

V() =r ()

3.2 Fart

Farten ar hastighetsvektorns langd:

¥ (O] = VX @ +y O + 21

3.3 Accelerationsvektor

Accelerationen ar andraderivatan:

a(t)=r (t)

‘= Hastighet och acceleration for cirkelrérelse
Lat r(t) = (cost, sint).

r () = (—sint,cos ) r (t) = (—cost, —sint) = —r(t)
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Farten ar konstant lika med 1, medan accelerationen alltid pekar mot centrum.

4. Baglangd

Baglangden langs kurvan x(t) fort € [a, b] ges av

b
L=[ |r(|dt

I koordinatform blir detta

b
L=[ VX(@©2+y@p+z(tpdt.
a
‘= Baglangd for en helix
Lat r(t) = (cost, sint, t) fort € [0, 2m].

r () = (—sint,cost, 1) |r' ()| = 2L = fozn V2dt =2my2

5. Derivataregler

Lat u(t) och v(t) vara vektorvarda funktioner och f(t) en skalarvard funktion.

Regel Formel
Summa (u+v) =u+v

Skalarmultiplikation ~ (fu) =fu+fu

Punktprodukt (u-v)y=u-v+u-v
Kryssprodukt (uxv) =u xXv+uxv
Kedjeregel @(f©®) = fOu )
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/\ Ordningen spelar roll i kryssprodukten

u X v = —(v x u). Produktregeln galler fortfarande, men ett ordningsbyte andrar tecknet.

6. Projektilrorelse

Med enbart tyngdkraft (g ~ 9,82 m/s?) kan en projektil i planet beskrivas av

Efter integrering fas

och

a(t) = (0, —g).

V(t) = (VOX’ Voy — gt)

r() = (Xo + Voxt, yo + voyt = 3gt°).

:= Réckvidd

Omro = (0,0) och vo = (vo cos 0, vy sin 0), sa traffar projektilen marken nar

Rackvidden blir da

Lasning

e 8.2 Parametric Curves

e 8.3 Smooth Parametric Curves
Se aven

e Funktioner av flera variabler
e Nivakurvor och ytor
e Kryssprodukt
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Gransvarden och kontinuitet

#flervariabelanalys #gransvarde #kontinuitet

Kapitel: 13.2 - Kurs: MO068M Forkunskaper: Nivakurvor och ytor, Partiella derivator

1. Avstand i R?

Avstandet mellan punkterna (x, y) och (a, b) i planet definieras som:

|(x.y) = (a,b)| = /(x-a)* +(y - b)*

Detta ar den euklidiska normen och generaliserar den vanliga absolutbeloppet fran envariabelanalys.
Att (x,y) — (a, b) betyder att detta avstand gar mot noll.

2. Gransvarde

2.1 Definition

Lat f(x, y) vara definierad i en omgivning kring (a, b) (men inte nédvandigtvis i (a, b) sjalvt). Vi
sager att

lim f(xy)=L
(xy)~ (ab)

om f(x, y) kan géras godtyckligt nara L for alla (x, y) tillrackligt nara (a, b). Formellt: for varje € > 0
finns § > 0 sadant att

0<+y(x-ap+(y-b?<s = |f(xy)-L|<e

2.2 Skillnaden fran envariabelfallet

I envariabelanalys racker det att kontrollera narmande fran vanster och hoger — tva riktningar. I R?
maste gransvardet vara detsamma langs alla méjliga kurvor som leder till (a, b). Det finns oandligt
manga sadana vagar.
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2 Varfér odndligt manga vagar?

I R! kan man bara nalkas a fran vinster (x — a )eller hoger (x — ah.1 R? kan man nalkas
(a, b) langs en rat linje, langs en parabel, langs en spiral, osv. Alla dessa maste ge samma varde
for att gransvardet ska existera.

3. Visa att ett gransvarde inte existerar

3.1 Metod: Olika vagar ger olika varden

Om man kan hitta tva vagar till (a, b) langs vilka f(x, y) narmar sig olika varden, existerar

gransvardet inte.

Standardvagar att prova:

Vag Substitution

Langs x-axeln Satty =0, latx — a
Langs y-axeln Sattx=0,laty - b
Langs linjeny = x Satty =x, latx — a

Langs parabelny = x> Satty = x%, latx - 0

Langs linjen y = mx Satty = mx, latx — 0

/\ Vanlig fallgrop — samma svar langs tva vagar racker inte

Att f ger samma varde langs tvd valda vagar bevisar inte att gransvardet existerar. Gransvardet
maste vara detsamma langs alla mojliga vagar — oandligt manga.

Slutsats du INTE kan dra: “Langs y = 0 och y = X fick jag O — alltsa &r gransvardet 0.” Tva vagar
kan bara motbevisa existens (om de ger olika svar), aldrig bevisa den.

= o . X -y
Gransvarde som inte existerar: hl‘l‘l(x,y)ﬁ(o,o) N
X +y

Vag 1: Langs y = 0 (x-axeln):
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Tt i =
xll-%x2+0_xl—l:% B

Vag 2: Langs x = 0 (y-axeln):

2

Jiy s (D =1

De tva vagarna ger 1 & —1, alltsa existerar gransvardet inte.

— . Xy
‘= Gransvard int ist :limg,
ransvérde som inte existerar: lim, ,) _. 0 2+
Vag 1: Langsy = 0:
.o x-0
lim =0
x-0x2+0
Vag 2: Langsy = x:
. XX . X 1
Iim —— =lim — = -
x=0x2+x2 x-02x2 2

0& % alltsa existerar gransvardet inte.

‘= Gransvarde langs y = mx ger en familj av svar

Forf(x,y) = 5, provay = mx:

x2+y
X+ mx m

lim =
x=0x2+m?x>  1+m?

Svaret beror pa m, alltsa ger olika riktningar olika gransvarden. Gransvardet existerar inte.
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langsx=0: f— -1

langsy=0: f=1

(2 -y3/(x®2+y?)

f(x, y)

4. Visa att ett gransvarde existerar

4.1 Direktinsattning

Om f ar kontinuerlig i (a, b) (se avsnitt 5) kan man satta in direkt:

lim x,¥)=f(a,b
(X’y)é(a’b)f( y) = f(a,b)

4.2 Klamlemmat i 2D
om |f(x,y) —L| <g(x,y)ochg(x,y) — Onér(x,y) — (a,b),saarlimf(x,y) = L.

Vanlig strategi: Uppskatta |f(x,y)| med hjalp avr = 4/x2 + y2 (polara koordinater nara origo) och
visa att uttrycket gar mot noll.

2
o X
"~ Gransvarde med klamlemmat: lim(x*y)_.(()’o) XZTyyZ

Notera att 5 < Lféralla(x,y) & (0,0).

55
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Darfor:
2 2
X X
TTJLE = x| - 5 Z.JXl <[x] 1= |x]
X2 +y X2 +y? x|
.
Enklare: anvand x% < x? +y2, alltsa <1
X2 +y2
2
X'y
-0
o |y
) . X%y
Klamlemmat ger  lim ——— =
(xy)~(0,0) X* +y
0= X3
Poldra koordinater: lim, ) . (0,0) szyz
Sattx =rcosf,y =rsinf,r - 0":
3 ~ned
r> cos> 0
———— 57 cos® 0
r

Eftersom | cos® 0] < 1:
|rcos®0| <r - 0

Gransvardet ar 0 oberoende av 0.

5. Kontinuitet

5.1 Definition
Funktionen f(x, y) ar kontinuerlig i punkten (a, b) om:

1. f(a, b) ar definierat,
2. lim f(x,y) existerar,
()~ (a,b)

3. lim f(x,y)=f(a,Db).
(x,y)— (a,b)

f kontinuerligi (a,b) <= lim f(x,y) = f(a,b)
(xy) = (a,b)
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5.2 Kontinuerliga funktioner

Alla elementara funktioner (polynom, rationella funktioner, trigonometriska, exponentialfunktioner,
logaritmer) ar kontinuerliga i sina definitionsmangder. Sammansattningar av kontinuerliga funktioner

ar kontinuerliga.

= Avgor om f ar kontinuerlig i (0, 0)

Lat
)8 0.0
5 9 X, )
foy=1x2+y 7
0 (x,y) =(0,0)
Fran klamlemmat (avsnitt 4.2) vetviatt  lim  f(x,y) = 0 = f(0, 0).
(x.y)~(0,0)

Alltsé &r f kontinuerlig i (0, 0).

‘= Avgor om g &r kontinuerligi (0, 0)

Lat
% (x,y) E (0,0)
gx,y) =Xty
0 (x,y) = (0,0)
. . . . Xy . .
Fran avsnitt 3vetviatt lim ———— inte existerar.

()~ (0,0) X2 +y?

Alltsa ar g inte kontinuerlig i (0, 0).

6. Sammanfattning — Tillvagagangssatt
Tillvigagangssatt — steg for steg
Steg 1 — Direktinsattning: Ar f kontinuerlig i (a, b)? Satt in direkt.

Steg 2 — Misstanker du att gransvardet INTE existerar? Prova langs y = 0,x =0,y = x,y = X%,
y = mx. Tva vagar med olika svar = gransvardet existerar inte.
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Steg 3 — Tror du att gransvérdet existerar? Uppskatta | f(x,y) — L| uppifrdn med ett uttryck
som — 0. Anvand klamlemmat. Polara koordinater x = r cos 0, y = r sin 0 underlattar ofta

nara origo.

Lasning

e 13.2 Limits and Continuity

Se aven

e Nivakurvor och ytor
e Partiella derivator
e Kedjeregeln

Resurser

Videor

¢ Professor Leonard: Limits of Multivariable Functionsz — grundlig genomgang
med flervagsteknik

e Khan Academy: Multivariable limitsz — introduktion med visualiseringar

e MIT OpenCourseWare 18.02: Limitsz — forelasningsanteckningar
Interaktiva verktyg

e Desmos 3Dz — visualisera ytor och narmanden langs kurvor

e GeoGebra 3D Calculatorz — utforska gransvarden grafiskt
Wikipedia

e Limit of a function (multivariable)z

e Continuous function
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Partiella derivator

#matematik #analys #flervariabelanalys #partiell-derivata

Kapitel: 13.3 - Kurs: MO068M Forkunskaper: Funktioner av flera variabler, Gransvarden
och kontinuitet

1. Partiell derivata

En partiell derivata beskriver hur snabbt en funktion av flera variabler forandras nar en variabel i taget
varieras, medan de 6vriga halls konstanta.

1.1 Definition

For en funktion f(x, y) definieras de partiella derivatorna i punkten (Xo, yo) som:

fi(xo, yo0) = g(XO,YO) = flll_I}(l) fxo *h, yoh) ~ [(x0,Y0)
fZ(XO,yo) = %(XO’yO) — I{lir(l) f(XO’ Yo + k]? - f(XO’yO)

1.2 Alternativ beteckning

Om z = f(x,y) skrivs de partiella derivatorna ofta som:
0z 0z
. :fl(x:y) 3 :fZ(X:y)
0x dy

Symbolen 0 (rund d) anvands for att skilja partiell derivering fran vanlig derivering.

1.3 Berakningsregel

&) Kom ihdag — hur man raknar
e f,: derivera m.a.p. x, behandla y som en konstant (frys den).

e fy:deriveram.a.p.y, behandla x som en konstant (frys den).
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Det ar exakt envariabelderivering — fast med de Ovriga variablerna “frysta”.

‘= Exempel a) Polynom
Lat f(x, y) = x> + 5x3y°.
Derivera m.a.p. X (behandla y som konstant): & = f;(x,y) = 2x + 15xy?

0x

Derivera m.a.p. y (behandla x som konstant): & = fo(x, y) = 10x3y

0y
‘= Exempel b) Kvotregeln
X
Atz = f(x = .
Latz = f(xy) = 5
L(C+e)-xQxtye®) _ —x’+e¥-xye?

Derivera m.a.p. X med kvotregeln: f;(x, y) = ey = SRy

Derivera m.a.p. ¥ (skrivom som x(x> + e¥) 1): fo(x,y) = x * (-1)(x*> + e¥) 2 - xe¥ = _(xﬁ%)z

‘= Exempel c) Derivering och insattning
Latz = f(x,y) = e cos(xy).

Derivera m.a.p. x (produktregeln): f; (x, y) = 2e** cos(xy) — ye** sin(xy) =
e*(2 cos(xy) — y sin(xy))

Derivera m.a.p. y: f2(x,y) = e*(—sin(xy)) - x = —xe* sin(xy)
Sattin (x,y) = (1,0): f1(1, 0) = €*(2 cos(0) — 0) = 2e? f,(1,0) = -1 - €* - sin(0) = 0

Beteckningen ’(1 0) betyder insattningx = 1,y = 0.
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2. Tangentvektorer

Ien punkt (a, b) paytan z = f(x, y) kan man bilda tva tangentvektorer — en langs X-riktningen och en
langs y-riktningen.

) 1 ) 0
T,=| o |, T=| 1
fi(a, b) f-(a, b)

o fl ar tangent till kurvan som uppstar nary = b halls fast och X varierar.

o fz ar tangent till kurvan som uppstar nar x = a halls fast och y varierar.

Dessa tva vektorer spanner upp tangentplanet i punkten (a, b, f(a, b)).

3. Normalvektor

Normalvektorn till ytan i punkten (a, b, f(a, b)) fas via kryssprodukten av tangentvektorerna:

1 0 —fi(a, b)
n= Tl X Tz = 0 X 1 = _fz(a, b)
fi(a, b) f(a, b) 1

3.1 Normalvektor till en nivayta

For en yta definierad implicit som g(x, y, z) = C ges normalvektorn av gradienten:

"9gT
g1 gg
i=Vg= o = | %
g3 az

v

4. Tangentplan

4.1 Tangentplanets ekvation

Tangentplanet till ytan z = f(x, y) i punkten (a, b, f(a, b)) ges av:

z = f(a,b) = fi(a,b)(x — a) + fr(a, b)(y — b)

Ekvationen foljer direkt av att planet ska innehalla punkten (a, b, f(a, b)) och ha normalvektorn i =

[_fl(a’ b)’ _f2(a: b)s 1]T
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‘= Exempel — Tangentplan till en paraboloid
Lat f(x,y) = 2x* + y°. Bestam tangentplanet i punkten (x,y) = (1, 2).

Steg 1: Berakna z-koordinaten for punkten pa ytan: f(1,2) =2+ 1% + 22 =
6 = punktenar(1,2,6)

Steg 2: Berakna de partiella derivatorna: fi(x,y) =4x = fi(1,2) =4fa(x,y) =
2y = f(1,2)=4

Steg 3: Satt in i tangentplansekvationen:z — 6 = 4(x — 1) + 4(y — 2)

Lasning

e 13.3 Partial Derivatives

Se aven

e Funktioner av flera variabler

e Gransvarden och kontinuitet

e Nivakurvor och ytor

e Gradient och riktningsderivata

Resurser

Videor
e 3BluelBrown: Partial derivatives, visuallyz — geometrisk tolkning av partiella derivator
e Khan Academy: Partial derivativesz — introduktion med exempel

Interaktiva verktyg

e GeoGebra: Tangent Planez — visualisera tangentplan i 3D
e Wolfram Alpha® — berakna partiella derivator med partial derivative of f(x,y) with

respect to x
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Wikipedia

e Partial derivativerz
e Tangent planer
e Normal vectore

Illustrationer

Tangentplan till en sfdr

Rakneregler

| Kapitel: 13.3-13.5 - Kurs: MO068M Forkunskaper: Partiella derivator, Kedjeregeln
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1. Grundlaggande regler

¢ Principen: en variabel i taget

Alla vanliga derivationsregler fran envariabelanalys galler for partiella derivator — man deriverar

med avseende pa en variabel och behandlar alla 6vriga variabler som konstanter.

1.1 Linjaritet

Om f och g ar deriverbara och «, B &r konstanter:

0 _ 9, 599
8x[af+Bg] - aax +B8x
1.2 Konstant faktor
Te-fayi=c- L cer
0x 0x

¢) Obs —y ar en konstant!

Nar du deriverar m.a.p. x ar y konstant. Det innebar att t.ex.y3, e’ och sin(y) alla &r konstanta
faktorer och deriveras som noll om de saknar x.

2. Produktregeln

Sats

Omu = u(x,y) ochv = v(x,y) ar partiellt deriverbara galler:

i[]—@.pa_v
ax“ "_ax v 0x

och analogt for derivering m.a.p. y.

Schema — kom ihag
(W) =uv+uv

Exakt samma form som i envariabelanalys — hall bara koll pa vilken variabel du deriverar m.a.p.
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:= Exempel a) Enkel produkt
Lat f(x, y) = x> sin(y).
Derivera m.a.p. x (sin(y) ar konstant): % = 3x? sin(y)

: N x LO0f _ U3
Derivera m.a.p. y (x° ar konstant): % = x° cos(y)

‘= Exempel b) Produkt av funktioner i bada variablerna
Lat f(x, y) = e* cos(xy).

Derivera m.a.p. X — produktregel med u = e och v = cos(xy): % = 2e* cos(xy) + e** -
(=sin(xy)) -y = e*(2 cos(xy) — y sin(xy))

Derivera m.a.p. y — e ar konstant: % = e?* - (—sin(xy)) * x = —xe®*sin(xy)

:= Exempel c) Tre faktorer

Lat f(x, y) = X2ye.

Derivera m.a.p. X — skriv u = x> och v = ye (behandla y som konstant): % =2x - yeV +x* -

ye¥ -y = xye¥(2 + xy)

3. Kvotregeln

Sats

Omu = u(x,y) ochv = v(x,y) ar partiellt deriverbara och v & 0:

ou ov
6[u]_ ox VY 5%
ox v v2
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Minnesbhild

ouv-uv
(=) = ———

<I<

¢) Alternativ — skriv om som produkt

u _
Ofta enklare att skriva — = u * v och anvinda produktregeln tillsammans med kedjeregeln:

%
0 [y« y 17 = 9U . y,-1 (=12
&[“ 1% ]_6)( v i+u-(-1)yv o

‘= Exempel a) Grundfall

2
o X
Latf(X,Y) = ~B)°
y

Derivera m.a.p. X (v &r konstant): & = 2

ax )3
Derivera m.a.p. y (x* &r konstant) — enklast med f = x*y™>: 3—5 =x* (3 *= —?:V—)iz
‘= Exempel b) Blandad kvot
Latz = o—
Derivera m.a.p. x med kvotregeln (u = x,v = x> + e¥): f = 1'(X2+f;)+_e)§§§§+y <) = ”‘i,fffe(x})}xy )
Deriveram.a.p.y (U = x geruy, = 0,v, = xe¥):f, = O(X‘Z:;X’;‘;Xzy = —(Xﬁiz)z

4. Kedjeregeln — snabbreferens
¢ Fullstandig genomgang

Se Kedjeregeln for detaljer, variabeltrad och variabelbyten.
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Fall 1 — ett oberoende variabel

z=f(xy)x=x(0),y =y(®:

dz_azdx+ézdy

dt  oxdt oydt

Fall 2 — tva oberoende variabler

z=f(xy), x=x(s,0),y = y(s, 0):

0z 0zoOx 0zdy

3s  9xds 9y ds

Kedjeregeln for sammansatt funktion

Oom h(x,y) = f(g(x,y)) —alltsa f av en skalar:

Oh _ ooy 99
a—x—f 9(x,y)) I

‘= Exempel — kedjeregel pa skalar funktion

Lat h(x, y) = sin(x* + y?). Satt u = x* + y°.

oh

oh
0

51 = cos(u) - 2x = 2x cos(x* + y?)

2 = cos(u) - 2y = 2y cos(x® +y?)

5. Implicit derivering

Om F(x,Y, z) = 0 definierar z implicit som funktion av x och y:

/\ Forutsattning

Formeln kraver att F, & 0 i punkten. Om F, = 0 kan man inte l6sa ut z lokalt.
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:= Exempel — implicit derivering

Lat F (x,y,z) = x* + y* + z2 — 1 = 0 (enhetsspharen).

Fy,=2x, F,=2y, F,=2

Geometriskt beskriver detta lutningen pa sfaren i resp. riktning.

6. Snabbtabell — rakneregler

Regel Formel
Summa Ox(f +9) = fx + gx
Konstant 0x(c) =0

Konstant faktor  0x(cf) = cfx

Produkt 0x(fg) = fxg + fgx

Kvot 0f/9) = (f.g — f9:)/g?
Kedja (skaldr)  xf(g) = £ (9) gx

Kedja (vektor)  0f(x(0), ¥(1)) = fix + [,y
Implicit 0xz = —F\/F,

Potens Ox(x") = nx"!

7. Tips och vanliga misstag

¢) Tips 1 — se alltid vilken variabel du deriverar m.a.p.

0 0
Skriv ut — eller — tydligt i varje steg. Det ar latt att missa att byta derivatavariabel mitt i

0x oy

en berakning.
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&) Tips 2 — faktorisera girna ut konstanter

0 :
omf(x,y) =€ +g(x),sdar a—f = €’ + g (X) direkt — ingen produktregel behdvs.
X

&) Tips 3 — skriv om kvoten som produkt vid komplexa uttryck

=u-v'och tillampa produktregel + kedjeregel. Minskar risken for teckenmissar.

<l

¢) Tips 4 — kontrollera med mixed partials

For tillrackligt snalla funktioner géller Clairauts sats: fx, = fyx. Stammer inte det, har du
raknat fel.

/\ Vanligt misstag 1 — glommer kedjeregeln
0 . .
— sin(xy) = cos(xy) ar fel.

0x

0
Korrekt: 8_ sin(xy) = y cos(xy) — inre derivatan y maste multipliceras in.
X

/\ Vanligt misstag 2 — deriverar y m.a.p. x
0 2 D o ..
a—(y ) = 3y~ arfel (y ar konstant!).
X
0 3
Korrekt: —(y°) = 0.
0x

/\ Vanligt misstag 3 — blandar d och 0

Anvand 0 for partiella derivator (flera variabler) och d for vanliga derivator (en variabel eller total
derivata). Fel symbol signalerar fel tank.
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‘= Traningsuppgift — identifiera raknereglerna

xIn(y)

ex'ty

Bestam alla partiella derivator av f(x,y) =

Ledning: Skrivom som xIn(y) e ™ och anvand produktregeln. Kedjeregeln behdvs for
—(*+y)
e )

& =1In(y) e N + xIn(y) e ® ) - (=2x) = In(y) e © (1 - 22)

o2+
3_5 =x-1- e @) + xIn(y) - e &) - (-1) = # (1 -yIn@y))
Se aven

e Partiella derivator

e Kedjeregeln

e Hogre ordningens derivator

e Gradient och riktningsderivata

Resurser

Videor

e Khan Academy: Partial derivative rulesz — regler och exempel
e Professor Leonard: Partial Derivativesz — produkt- och kvotregel i flervariabelfall

e 3BluelBrown: Implicit differentiationtz — intuition for implicit derivering

Interaktiva verktyg

e Wolfram Alphaw — partial derivative of f(x,y) with respect to x for
symbolisk berakning

e Desmos 3Dz — visualisera funktioner och deras derivator

Wikipedia

e Partial derivative — Wikipediam=
e Product rule — Wikipediarz
e Implicit function theorem — Wikipediar
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Fordjupning

e Adams & Essex, Calculus: A Complete Course, avsnitt 13.3-13.5

Férelasningsanteckningar

Fran forelasning: 2026-03-25, MO068M

2026-03-25 - Foreldasning 3 (Partiella derivator, tangentplan)

Definition

— 1 [(xoth.yo)—f(x0.0)
fi(xo,y0) = limp .o =—=—=——==

f2(X0, yo) = limy o [Ge2etl-TGoo)

Alternativ beteckning om z = f(x, y): % = fi(x,y), g—; = fa(x,y)

Berakningsexempel

a)f(x,y) = x> +5x3y%: fi = 2x + 15x%y%, [, = 10x3y

24X oy XY 2 Xy
_ X . _ X teV—xye _ _ _Xe
b) zZ= X+ev * fl - (X2+exy)2 ) fZ - (X2+exy)2

¢) z = e** cos(xy): derivering och insattning (x,y) = (1,0): f1(1,0) = 2¢%, f2(1,0) =0

Tangentvektorer och tangentplan

1 0
Tangentvektoreri (a, b): fl = 0 , fz = 1
fi(a, b) f2(a, b)
. |filab)
Normalvektor: Ty * T, = | —f(a, b)
1

Tangentplanets ekvation: z — f(a, b) = fi(a, b)(x — a) + f2(a, b)(y — b)
Exempel: f(x,y) = 2x* + y?, tangentplan i (1, 2):

e Punkt: (1,2,6);f1(1,2) = 4;f(1,2) =4
e Tangentplan:z —6=4(x—1)+4(y — 2)
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Hogre ordningens derivator

#flervariabelanalys #partiell-derivata

Hogre ordningens derivator

Kapitel: 13.4 - Kurs: MO068M Forkunskaper: Partiella derivator

1. Notation f6r andraderivator
For en funktion z = f(x, y) erhalls fyra andraderivator genom att derivera de partiella derivatorna f;

och f, en géng till.

Indexnotation och Leibniz-notation

0°f

ox2’

or
dy 0x’

0°f
ox0y’

_ o
0y?

fir = fir = fo1 = f22

£/ Hur man liser Leibniz-notationen

2

dy 0x

Derivering sker inifran och ut:

betyder “derivera forst m.a.p. x, sedan m.a.p. y”, vilket

motsvarar f12 i indexnotation.

Notation som trad

Utgd fran f, derivera m.a.p. x eller y i varje steg:
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[ [ax 0’
o T aa
—h 92f
t—y> 12 = Vo
fq v
(ax _of
0 —>f21_6x8y
1 ) o°f
L t.—>fzz:a—y2

:= Berikna alla andraderivator for f(x,y) = 2y* + x> In(xy)
Forstaordningens derivator:

f1 = 3x* In(xy) + x2, fr=4y+ ’;—3

Andraordningens derivator:

fir = 6xIn(xy) + 5x

fiz = (3¢ In(yy) +x2) = 2

ﬁf:%@y+§)=%i

f22:4—;—z

Lagg marke till att fi» = f>1. De blandade derivatorna ar lika — se symmetrisatsen nedan.

2. Symmetrisatsen (blandade derivatorna kommuterar)

é) Clairauts sats — blandade derivatorna kommuterar

Kom ihag: Om fi och fp; ar kontinuerliga i en omgivning av (a, b) galler: | fi2 = f21

Ordningen

spelar ingen roll. Anvénds som kontroll: om f1» & f>1 i din berékning har du raknat fel.
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/\ Satsen giller inte alltid

Det finns funktioner dar fi2 och f21 existerar men inte &r lika. Tillrackligt villkor: de blandade
derivatorna ar kontinuerliga i omgivningen av punkten.

Tre variabler
For g(x, y, z) galler pa motsvarande satt:
g1z = g3
g123 = g321 = g213 = g132 = g312 = g231

gdi12 = d121 = 9o11

Indexen kan alltsa permuteras fritt — ordningen ar ej viktig (givet kontinuitet).

3. Laplaces ekvation

Manga fysikaliska system beskrivs av den partiella differentialekvationen (PDE):

fu+tfo+f=0

I Leibniz-notation:

0°T 0°T 0°T
+ + =0
ox2  0dy? 072

Denna PDE kallas Laplaces ekvation och betecknas ibland Af = 0 (dar A ar Laplace-operatorn).

Fysikalisk tolkning — stationar temperaturférdelning

En stationar (tidsoberoende) temperaturférdelning T = T'(x, y, z) i ett material utan inre varmekallor
uppfyller Laplaces ekvation. “Stationar” innebar att temperaturen ar konstant i tid — varmefléde sker,
men ingen punkt varms upp eller kyls ned netto.

I allménhet beror temperaturen pa bade position och tid: T = f(x, y, z, t). I det stationara fallet faller
tidberoendet bort.

4. Harmoniska funktioner

Definition: En funktion f som uppfyller Laplaces ekvation i ett omrade Q kallas harmonisk i Q:
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| futfr+tfa=0 iQ
p‘ Var dyker harmoniska funktioner upp?

e Varmeledning — stationar temperaturfordelning utan varmekallor
o Elektrostatik — elektrisk potential V' i vakuum uppfyller AV =0

e Stromningslara — stromningspotential for inkompressibel, rotationsfri stromning

2D-fallet

I tva dimensioner lyder villkoret:

A

it fo =0 o oy?

:= Visaatt T(x, y) = e3* sin(3y) ar harmonisk

Berakna andraderivatorerna:

9L = 3e*sin(3y) = %27:5 = 93 sin(3y)

2 .
%TT/ = 3¢ cos(3y) = %7€ = —9¢% sin(3y)
Summera:

%27{ + OT = g3 sin(3y) — 9e* sin(3y) = 0V

Funktionen uppfyller 2D-Laplaces ekvation och &r alltsa harmonisk. Den kan tolkas som en
stationar temperaturférdelning i ett plant omrade.

Lasning

e 2.6 Higher-Order Derivatives
e 13.4 Higher-Order Derivatives

Se aven

e Partiella derivator
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e Algebraiska egenskaper
e Kedjeregeln

Resurser

Videor

e Khan Academy: Second partial derivativesz — genomgang av andraderivator steg for steg
e Khan Academy: Symmetry of second partial derivativeszz — Clairauts sats
e 3BluelBrown: Laplace equations=z — geometrisk intuition for Laplaces ekvation

Wikipedia

e Partial derivativez
e Symmetry of second derivatives (Clairaut’s theorem)
e Laplace’s equationrz

e Harmonic functionz

Fordjupning

e Paul’s Online Math Notes — Higher Order Partial Derivativesz

Férelasningsanteckningar

Fran forelasning: 2026-03-27, MO068M

2026-03-27 - Forelasning 5 (Trevariabel, andraderivator, Laplaces ek-
vation)

Trevariabelfunktion

Exempel: f(x,y, z) = cos(xz) + xy’z> = w & = —sin(xz)z + y?2?,

2 ow _—
2xyzs, F =

aw —
dy
—sin(xz)x + 2xy’z

Nivayta
For trevariabelfunktioner g(x, y, z) = C kan vi gj rita grafen i 3D, istéllet beskriver vi med nivaytor.

Differentialoperatorn a% ar en partiell derivatoperator m.a.p. x.
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Notation f6r andraderivator (trad)

Andraderivatorerna fi1, f12, f21, f22 fds genom att derivera f och f> igen.
Exempel: z = f(x,y) = 2y? + x° In(xy)

fi=3In(xy) +x*, fr=4y+ ’;—3

fi = 6xIn(xy) + 5%, fi2 = STXZ =fu, fn= 4_;—2

Sats: Blandade derivatorna kommuterar: f1o = fo1 (man kan permutera dem fritt vid kontinuitet).

Fysikaliska modeller - Stationdr temperaturférdelning

T =f(x,y,z,t). Stationar (tidsoberoende) temperaturférdelning T = f(x, y, z) uppfyller Laplaces

. LO°T | 9T . °T _
ekvation (PDE). Fra + a_yz FrZ 0

Exempel 2D: T = ¥ sin(3y) uppfyller Ty, + T, = 9¢3* sin(3y) — 9¢** sin(3y) = 0 v

Kontinuitet for tvavariabelfunktioner

limgy) - @) f(x,¥) = f(a, b)

(Jamfor envariabelfallet: gransvardet ska finnas och vara lika med funktionsvardet.)
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Kedjeregeln

#matematik #analys #flervariabelanalys #kedjeregeln #partiell-derivata

Kapitel: 13.5-6 - Kurs: MO068M Forkunskaper: Partiella derivator

1. Kedjeregeln — ett oberoende variabel

Situation

z = f(x,y) dar x = x(t) och y = y(t) — alltsa beror z i slutdndan bara pa t.

Sats

Oom f, x(t) och y(t) ar deriverbara galler:

2 Tolkning

Formeln méater den observerade férandringshastigheten hos f for en observatér som ror sig

0zdx . , ozdy .
langs kurvan (x(t), y(t)). Termen = — ar bidraget fran rérelsen i x-led, och =—— —- bidraget fran

Ox dt dy dt
y-led.

/\ Glom inte inre derivatan

Kedjeregeln géller alltid nar argumentet beror pa t: d% sin(x(t)) = cos(x(t)) - x (t) Fel: cos(x())
Ratt: cos(x(t)) - x (£)
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:= Exempel — temperatur langs en kurva

Lat T (x,y) = X2 +y2 vara temperaturen i ett plan. En partikel ror sig langs kurvan x(t) = cost,
y(t) = sint.

dT_6de+6Tdy_2 (—sing)+2 .
=+ =9y.(-sin .
dt oOxdt Oy dt XrLTs Y+ €08
Substituerax = cost,y = sint:

=2cost: (—sint)+2sint-cost=0

Temperaturen ar konstant langs enhetscirkeln — vilket stammer eftersom T = cos?t +sin’ t =
1.

2. Kedjeregeln — tva oberoende variabler

Situation

z = f(x,y) dar x = x(s, t) och y = y(s, t) — alltsd beror z pa de tva oberoende variablerna s och t.

Sats

az_azax+6_za_y az_azax+6_za_y

0s 0x0s dy0s ot o0xodt Ody ot

2 Tolkning

Formlerna beskriver hur de partiella derivatorna transformeras vid ett variabelbyte (x,y) —
(s, t). Anvands exempelvis vid byte till polara, cylindriska eller sfariska koordinater.

:= Exempel — partiella derivator under variabelbyte

L&t f(x,y) = X’yochx=s+t,y=s—t

Berakna =—:

0s

of _ of ax _of dy

— - L 59 .1+2.1:2 -|-2
0s 0x0ds 0yos X X T
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Substituerax =s+ty=s—t

=2(s+t)(s—t) + (s + )% =2(s> - ) + (s + t)?

3. Variabeltrad

Ett variabeltrad ar ett grafiskt hjalpmedel for att halla reda pa beroenden och tillampa
kedjeregeln systematiskt.

Konstruktion

1. Skriv den slutliga variabeln (z) langst upp.

2. Rita grenar ner till de mellanliggande variablerna (x, y).

3. Rita grenar vidare ner till de oberoende variablerna (s, t).

4. Mark varje gren med motsvarande partiell (eller vanlig) derivata.

Schema

Kedjeregeln ges av: summera produkten av derivator langs varje vag fran z till den énskade
oberoende variabeln.

3s ox s dy s
—— —

via x viay

dz 0z Ox 0z 0y

2 Allméant variabeltrad

omw = f(xq, ..., Xn) och varje X; = x;(t1, ..., t,), ges kedjeregeln av:

aw_maw%

. j=1,...
atj i1 aXi atj J ’ I
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4. Differentierbarhet och linjar approximation

Definition — differentierbarhet

Funktionen f(x, y) ar differentierbar i punkten (a, b) om férandringen Af = f(a + Ax, b+ Ay) —
f(a, b) kan skrivas

Af = fu(a,b) Ax + f,(a,b) Ay + & Ax + &, Ay

dareg, &2 — 0nar(Ax,Ay) — (0,0).

Linjar approximation

For en differentierbar funktion galler den linjara approximationen:

f(x,y) % f(a, b) + f(a, b)(x — a) + f,(a, b)(y - b)

Geometriskt ar detta tangentplanet till ytan z = f(x, y) i punkten (q, b, f(a, b)).

Differentialen

Differentialen df definieras som:

0 0
df = %dx+a—§dy

Den anvands for att uppskatta felet i f till foljd av sma fel dx, dy i ingangsvariablerna.
2 Tillrickligt villkor fér differentierbarhet

Om de partiella derivatorna fx och f, existerar och ar kontinuerliga i en omgivning av (a, b), s& ar
f differentierbari (a, b).

‘= Exempel — feluppskattning med differential

En rektangel har uppmatta sidor x = 5,0 cm och y = 3,0 cm, med matfel |dx| < 0,05 och
ldy| < 0,05.

Area:A=xy, dA=ydx+xdy
|dA| < |y| |dx| + |x]| |dy| =3,0-0,05+5,0 - 0,05 = 0,40 cm?

Det maximala felet i arean ar allts& 0,40 cm?.
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5. Polara koordinater — variabelbyte med kedjeregeln

Koordinathyte
Polara koordinater definieras av:

X =rcosH, y=rsinf

Transformation av partiella derivator

Med kedjeregeln (fall 2) transformeras derivatorna av f(x, y) till f(r, 0):

of of of .
a——ac059+@smG
of __of of
30 3x 51n6+@rcost9

Kedjeregeln i “shorthand” for flervariabelfallet:
d _ _ —d i
afX(©) =Vf-X(©

Notera att det &r skaldrprodukt (*), inte kryssprodukt. Om kurvan X(t) ligger pé en nivayta f = konst ar
hela derivatan 0, och da ar Wf 1 )?’(t) — gradienten ar normal till ytan.

Variabeltradet ser ut som:

‘= Exempel — Laplaceoperatorn i polara koordinater

o°f |
Vivill uttrycka — i termer av r och 0.
Y B2 ay
0 .. . : .
Derivera o och 20 en gang till med kedjeregeln. Med de kombinerade formlerna visar man att:

f O _f 19f 19

0x2 ay 8r2 ror rzﬁ

Detta ar Laplaceoperatorn sz i polara koordinater.
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‘= Exempel — partiella derivator i polara koordinater

of of

2 — 2 2 .

Lat f(x,y) = x° + y*. Berékna a3 och 30"
of of of . .
3 Ox cos @ + _6y sinf = 2xcos 0 + 2y sinf

Substituerax = rcos 6,y = rsin6:

= 2rcos® 0 + 2rsin’ 0 = 2r

of

36 =-2x-rsinf+2y-rcosf = -2r’cosfsinf + 2r’sinf cosf = 0

Det stammer eftersom f = x* + y? = r? beror bara par.

Lasning

e 2.4 The Chain Rule
e 13.5The Chain Rule

Se aven

e Partiella derivator

e Gradient och riktningsderivata
e Funktioner av flera variabler

Resurser

Videor

e 3BluelBrown: What is a partial derivative?rz — intuitiv introduktion till partiella derivator
e Khan Academy: Multivariable chain rulez — steg-fér-steg genomgang

¢ Professor Leonard: The Chain Rule for Functions of Multiple Variablesiz — detaljerad genomgang
med variabeltrad

Interaktiva verktyg

e Desmos 3Dz — visualisera tangentplan och linjar approximation
e GeoGebra: Polar Coordinatesz — se koordinatbytet grafiskt
e Wolfram Alphawz — berakna partiella derivator och kedjeregeln symboliskt
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Wikipedia

e Chain rule — Wikipediarz

e Total derivative — Wikipediarz

e Polar coordinate system — Wikipediar
Fordjupning

e Adams & Essex, Calculus: A Complete Course, avsnitt 13.5-13.6
e MIT OCW 18.02SC: Chain Rulez — férelasningsanteckningar och évningar
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Gradient och riktningsderivata

#flervariabelanalys #gradient #partiell-derivata

Kapitel: 13.7 - Kurs: MO068M Forkunskaper: Partiella derivator, Kedjeregeln

1. Gradienten

Gradienten samlar alla partiella derivator for en funktion f : R®™ — R ien enda vektor. Den beskriver
hur f férandras i varje koordinatriktning och ar ett centralt verktyg i flervariabelanalys.

1.1 Definition

For f(x,y, z) definieras gradienten som:

of
0x

B fl(X,y:Z)

vr=| | = Ay
a}; f3(xaysz)
[ 97

Notation

ﬁf eller gradf

1.2 F6r funktioner av tva variabler

For f(x, y) férenklas definitionen till:

of
V= | 9

:= Berdkna gradient for f(x,y) = x* + 3xy

Berakna de partiella derivatorna:
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of _
3 = 2X 13y, = S
Gradienten ges av:

= 2x+3
Vf =17

I punkten (1, 2):

2(1) +3(2)

Vi1L,2) =" g )

2. Riktningsderivatan

8
1=

Partiella derivator mater férandring langs koordinataxlarna. Riktningsderivatan generaliserar detta —

den ger férandringen av f i en valfri riktning 0.

2.1 Definition och formel

For en enhetsvektor & med ||| = 1 definieras riktningsderivatan av f i riktningen & som:

Dof =Vf 0

[\ Riktningsvektorn maste vara normerad

Dy f kraver ||| = 1. Om du ges en godtycklig riktning V, normera alltid forst: & = "%" Glémmer

du normeringen skalas svaret av ||V — en vanlig raknmiss.

2.2 Partiella derivator som specialfall

omuf =

S O
—h
Qo
wn

Dafzﬁf'

o O -

of

Riktningsderivatan inkluderar alltsa partiella derivator som specialfall.
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;= Berakna riktningsderivata for f(x, y) = x%y + y3 i riktningen (1, 1)

Normera riktningsvektorn:

Berakna gradienten:

2xy

+ 3y2]

Vf = [Xz
I punkten (1, 2):

2(1)(2)

VL) =1 3(4)

_ 4
1=1,5]
Riktningsderivatan:

_ 4 1 1 _ 4+13 _ 17 _ 172

3. Geometrisk tolkning

3.1 Vilket 0r maximerar D, [?

Anvand skalarproduktens definition:
Duf =Vf-0=|Vf| |&| cos® = |Vf]| cos O

Eftersom | 1| = 1 beror uttrycket enbart p& vinkeln 8 mellan Vf och @. Cosinus &r maximal (= 1) nér
0 = 0, dvs nar &t pekar i samma riktning som Vf.

3.2 Sammanfattning — gradientens egenskaper

Egenskap Beskrivning

vf pekar mot brantaste stigning Riktningen dar f 6kar snabbast
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Egenskap Beskrivning

[Vl ar maximal &ndringstakt Storleken p& den snabbaste ékningen
—ﬁf pekar mot brantaste nedstigning  Riktningen dar f minskar snabbast

W 1 nivayta f = konstant Gradienten ar normalvektor till nivaytan

¢) Geometrisk intuition — berglandskapet

Kom ihag: Gradienten pekar at det brattigast uppfér-hallet. Nivakurvorna (héjdkurvorna pa en
karta) ar alltid L gradienten. Tatt liggande nivakurvor = stor | Vf|| = brant lutning.

A a~ -

nivakurvor f(x, y) = x> + 2y2=¢
gradient Vf (riktning)

\ /KR

:= Grad och niv3kurva for f(x,y) = /X% + y?

Grafenz = f(x,y) = 1/ x? + y? &ren kon.

Nivakurvan f(x, y) = c ger 1/x*> + y? = ¢, dvs cirklar med radie ¢ centrerade i origo.

Gradienten:
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X

Vf = Va2 +y?

Y

I varje punkt pekar ﬁf radiellt utdt — vinkelratt mot nivakurvorna (cirklarna) — eftersom f 6kar
snabbast bort fran origo.

4. Tangentplan till en nivayta

4.1 Uppstallning
Lat g(x,y, z) = C vara en nivayta och (a, b, ¢) en punkt pa ytan.

Eftersom ﬁg(a, b, ¢) ar normalvektor till nivaytan i punkten (a, b, ¢) ges tangentplanet av:

B X—a
Vg(a,b,c)- |y—b| =0
Z-cC

4.2 Utskriven form

gx(a,b,c)(x —a) +g,(a,b,c)(y = b) +g,(a,b,c)(z-c) =0
2 Jamférelse med tangentplanet till en grafz = f(x,y)
En graf z = f(x, y) kan skrivas som nivaytan g(x,y,z) =z — f(x,y) = 0.
Da ges tangentplanet av:

z = f(a,b) = fx(a, b)(x — a) + fy,(a, b)(y — b)

vilket stimmer med formeln fran avsnitt 13.4.

:= Bestam tangentplanet till x* + y? + z2> = 14 i punkten (1, 2, 3)

Skriv g(x, y,z) = x> + y? + z°.
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Berakna gradienten:

2x
Vg = |2y
27
I punkten (1, 2, 3):
2
Vg(1,2,3)= |4
6

Tangentplanet:
2x-1)+4(y-2)+6(z-3)=0

2x+4y+6z=28 = x+2y+3z=14

Lasning

e 13.7 Gradients and Directional Derivatives

Se aven

e Partiella derivator

e Kedjeregeln

e Kritiska punkter

e Lagranges multiplikatormetod

Resurser

Videor

e 3BluelBrown: Gradient descent, how neural networks learn (kap 2)©z — gradientens roll i
optimering och maskininlarning
e 3BluelBrown: What’s a tensor? (bonus)z — djupare geometrisk forstaelse av gradienten

e Khan Academy: Directional derivatives and slope= — introduktion till riktningsderivatan
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Interaktiva verktyg

e GeoGebra: Gradient Field 3Dz — visualisera gradientfalt i 3D
e Desmos: Level curves and gradientwz — rita nivakurvor och gradientvektorer
e WolframAlpha: Gradientz — berdkna gradienter steg for steg

Wikipedia

e Gradient
e Directional derivativez
e |levelsetm

Fordjupning

e Immersive Math — Chapter 8: The Gradientzz — interaktiv genomgang med 3D-illustrationer

e MIT 18.02SC: Gradient, Directional Derivative, Tangent Plane&z — férelasningsanteckningar
och évningsuppgifter

Illustrationer

-

f(x, y) = x> = xy + 2y?
3 (Vi=(2x-y;4y-x) A/ 7‘\

2
1
> 0
-~ - - - - -
_1 -~ r's I'e 4 / i i
“« Y / i ! !
) oo~ d )
' R
/
-3 J
-3 -2 -1 0 1 2 3
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Gradient
25 == uppat langs Vf f
= = nedat langs -Vf -
2 — 0,65
1,5 o
— 0,45
: S p
4
v 0,25
0,5
> 0 o, ) 0,05
Y ’
-0,5
LY -0,15
. : Q
-0,35
-1,5 _
—-0,55
-2
-2,5 —-0,75
-25 -2 -15 -1 -05 O 0,5 1 1,5 2 2,5
X
Gradientvandring

Férelasningsanteckningar

| Fran férelasning: 2026-04-10, MO068M Forelasare: Stephen McCormick

2026-04-10 - Forelasning 8 (Riktningsderivata och Taylorpolynom)

Riktningsderivata

Syfte: Generalisera partiella derivator till derivata i godtycklig riktning. Partiella derivator mater
forandring langs koordinataxlarna (X, y, z), men riktningsderivatan ger férandringen i en helt

annan riktning.

. fi(x,y,2)
Givet f(x,y,z) : R3 — R.Gradienten: Vf = |f2(x,y,z)

3(X’y’ Z)

For en enhetsvektor & med ||@| = 1: Dyf = v/
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Krav ||| = 1: Riktningsderivatan méter féréndring per ldngdenhet.
Vilket &t maximerar Dyf? Dyf = |§f| cos 6

Maximum nar 8 = 0 (dvs 0 pekar i samma riktning som ﬁf)
Slutsats:

ﬁf - riktning dar f 6kar snabbast

|§f| - maximal andringstakt

o —Vf - riktning dar f minskar snabbast

. ﬁf ar normalvektor till nivaytan f(x, y, z) = konst

Exempel: f(x,y) = y/x? + y? (kon). Nivakurvan f = c ar cirklar. Gradienten pekar radiellt utat -
vinkelratt mot cirklarna.

Tayloxrpolynom i flera variabler

Syfte: Approximera funktioner kring en punkt med polynom. Idén ar att reducera till envariabelfallet
via en hjalpfunktion.

Latd = (a, b), h = (h, k). Definiera: F (t) = f(d + th) = f(a + th, b + tk)
D& ar F(0) = f(d) och F(1) = (@ + h).

Taylor-expansion av F (t) kring t = 0 ger Taylorpolynomet fér f kring @: F (f) = Vf(a + tH) - h
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Taylorutveckling

#matematik #optimering #envariabelanalys #taylorutveckling #approximation

#flervariabelanalys

Kurs: MO065M Férkunskaper: Derivata, Gransvarden

1. Idé

Taylorpolynom anvands for att approximera en funktion nara en punkt a med ett polynom som har
samma varde och samma derivator dar.

Definition

Taylorpolynomet av grad n kring a ar

f©(a)

0 (x- a)k

Ta(x) = %,

k=0

Specialfallet a = 0 kallas Maclaurinpolynom. Formeln och resttermen star samlade i Taylors formel.

2. Varfor formeln ser ut sa

Koefficienterna valjs sa att

To(a) = f(a), Ty@=f(a@, ..., T{"(a)=f"(a).

Faktorn k! behévs fér att k derivator av termen (x — a)* ska ge tillbaka ratt koefficient.
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3. Standardexempel
‘= e*kring 0

Eftersom alla derivator av e* ar e* fas

2 3 n
X~ X X
T.x)=1+x+—+ —++—,
2! 3! n!
‘= sinx kring 0
) x> X
sinx®x— — + —
3! 5l
for sma x.
‘= Inx kring 1

(-1 -1

Inx~(x—-1)- 5 3

4. Restterm och fel
Taylorpolynomet &r en approximation, sa man skriver

f(x) = Ta(x) + Ra(x)
dar Rn(x) ar resttermen.

I Lagranges form galler

(n+1)
Ra(x) = f(—n " S,) (x—a)™!

for nagot tal & mellan a och x.

Det gor att man kan uppskatta felet.

5. Anvandningar
Taylorpolynom anvands for att:

e approximera svara funktioner med polynom
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e berakna gransvarden

e beskriva lokalt beteende nara en punkt
e bygga intuition for varfor vissa standardgransvarden galler

‘= Gransvarde med Taylor

Eftersom
X3
sinx = x — 5 +0(x°)
fas
sinx _ x? 4
T—l—€+0(x)—> 1.

6. Standardutvecklingar att kanna igen

23
ef=1+x+—+—+
2! 3!

4

2 x
il

2!

3

cosx=1- +

2

X X

ln(1+x)=x—3+ — (Ix] <1

3

Lasning

e 4.10 Taylor Polynomials
e 13.9 Taylor’s Formula

Se aven

e Derivata
e Gransvarden
e Extremvarden

Resurser

e Khan Academy: Taylor and Maclaurin polynomialsrz

e Wikipedia: Taylor seriesrz
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Forelasningsanteckningar

Fran forelasning: 2026-04-10, MO068M Forelasare: Thomas Strémberg

2026-04-10 - F6éreldsning 9 (Taylorpolynom av 2:a ordning f6r f(x,y))
Repetition: Taylorpolynom i en variabel
Pi(x) = g(a) + g (a)(x — @) P2(x) = g(a) + g (a)(x — @) + L2 (x — a)?

Taylorpolynom av 2:a ordning fér f(x,y)

P(x,y) = f(a,b) + fi(a, b)(x — a) + fa(a, b)(y — b) + 5(fu(a, b)(x — a)* + 2fi2(a, b)(x ~ a)(y —
b) + faa(a, b)(y = b))

Villkor som uppfylls:

e P(a,b) =f(a,b)
e Pi(a,b) = fi(a, b), Py(a,b) = f(a, b)
e Py =fu,P12=f2,Pn =fn

Tayloxutveckling
f(x,y) = P(x,y) + restterm da (x, y) nara (a, b)

fu(a, b) ﬁz(a,b)][h]
k

T
Kvadratisk form Q (alternativt skrivsatt): Q(h, k) = [Z] [f (@b) fo(a,b)
21(a, 22(4a,
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Kritiska punktex

#matematik #flervariabelanalys #optimering

Kurs: MO068M Férkunskaper: Partiella derivator, Gradient och riktningsderivata

Definition
En punkt (a, b) ar kritisk for f(x, y) om
Vf(a,b) =0

(dvs fx = fy = 0) eller om ndgon partialderivata inte existerar.

Klassificering

I flera variabler ar de tre grundtyperna lokalt minimum, lokalt maximum och sadelpunkt — den sista
tillkommer jamfért med envariabelfallet, och &r en punkt dar f har minimum i en riktning och maximum

i en annan.

f=x2+y2 f=-(x2+y?) f=x2-y2
lokalt minimum lokalt maximum sadelpunkt

:= Sadelyta

f(x,y) = x* — y? har kritisk punkt i (0, 0). Dar &r f minimum i x-riktning och maximum i y
-riktning.
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Klassificering via Hessianen

H= (>

Xy fyy

L&t D = det H i den kritiska punkten:

D >0, f« > 0: lokalt minimum
D >0, fi < O0: lokalt maximum
e D < 0:sadelpunkt

D = 0: testet ger inget svar

Forelasningsanteckningar

Fran forelasning: 2026-04-10, MO068M Forelasare: Thomas Strémberg

2026-04-10 - Féreldsning 9 (Kritiska punkter £6r f(x,y))
En kritisk punkt uppfyller f (x,y) = 0 (dvs fi = f> = 0).

Sadelpunkt: Exempel - sadelytan f(x, y) = x*> — y? i (0, 0): minimum i x-riktning, maximum i y
-riktning.
Lasning

e 14.1 Extreme Values

Se aven

e Extremvardesproblem
e lLagranges multiplikatormetod
e Gradient och riktningsderivata
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Extremvaxdesproblem

19 okt. 2026, 6 min lasning

UTKAST
#matematik #flervariabelanalys #optimering

Kapitel: 14.1-14.2 - Kurs: MO068M Forkunskaper: Kritiska punkter, Gradient och
riktningsderivata, Partiella derivator

1. Frigan vi stiller

Givet en funktion f(x, y) och en delmangd K © R? — vilka dr f:s stérsta och minsta virde pd K, och i

vilka punkter antas de?
Grundtanken

Soket efter globala extremvarden delar upp K i tva zoner: det inre, dar en extrempunkt maste
vara kritisk, och randen 0K, dar f blir en funktion av farre variabler som man kan optimera

separat. Resten av jobbet ar att lista alla kandidater och jamfora.

e

min

S

Bilden ovan illustrerar det generella laget: en kontinuerlig funktion (f — fargskalan) pa ett kompakt
omrade K (det inneslutna omradet) antar bade ett storsta varde (max, rod) och ett minsta varde (min,

max

bld). Var uppgift ar att lokalisera dem.
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MO068M - Extremvardesproblem

¢) Weierstrass sats

Om f &r kontinuerlig och K ar kompakt (slutet och begrénsat) sa antar f bade ett maximum och
ett minimum pa K. Fragan ar aldrig om extremvarden existerar — bara var de ligger.

2 Tecken pd 0

Symbolen 0 i 0K betyder rand — den har ingenting med partialderivator att géra, trots
notationen. Det &r en av flervariabelanalysens trasiga vanner: samma symbol, tva betydelser.

2. Var kan kandidaterna ligga?

Antag att (xo, yo) € K &r en punkt dar f antar sitt stérsta varde (analogt fér minsta). D& maste (Xo, yo)

vara av en av foljande tre typer:

1. Inre kritisk punkt — (Xo, yo) ligger strikt innanfér K och uppfyller Vf = 0, dvs. fx(xo0, y0) =
0 och f,(x,y0) =0.

2. Inre singuldr punkt — (xo, yo) ligger strikt innanfér K men f, eller f, existerar inte dar.

3. Randpunkt — (xo, Yo) € OK. Har galler inte nédvandigtvis Vf = 0; randens geometri kan tvinga
f att vara stor (eller liten) i en punkt som anda inte &r kritisk i hela planet.

inre kritisk

Vi=0 randpunkt pa oK

inre singular

oK (f, eller f, saknas)
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¢) Varfor just dessa tre?

I eninre punkt dar f ar differentierbar och inte kritisk, pekar Vf &t nagot hall — och da kan man
rora sig en liten bit dit och 6ka f. D& kan punkten inte vara ett max. Argumentet galler bara s&
lange man fdr flytta sig fritt i alla riktningar, vilket man bara far i det inre. P4 randen &r man inlast.

3. Metod — steg for steg
¢) Receptet

1. Inre kritiska punkter. L6s ekvationssystemet f, = 0, f, = 0 och behéll de [8sningar som
ligger strikt innanfor K.

2. Inre singuldra punkter. Identifiera punkter dar f; eller liv inte existerar. For polynom
finns inga.

3. Randen. Parametrisera 0K styckevis. P4 varje stycke blir f en envariabelsfunktion —
derivera, satt lika med noll, plocka ut alla lokala extrempunkter samt andpunkter/hérn.

4. Jamfor. Listan av kandidater ar andlig. Rakna f i varje punkt och valj stérsta och
minsta vardet.

/N Vanliga fallgropar

¢ Glomt randen. Inre kritiska punkter ger inte hela bilden om K ar kompakt.

 Behallit kandidater utanfér K. En l6sning till Vf = 0 som ligger utanfor K ar inte en
kandidat — kasta bort den.

e Glémt hornen. P& en styckevis slat rand ar hérnen alltid kandidater, aven om f inte ar
kritisk dar.

e Fo6rvaxlat lokala och globala. Lokala extrempunkter inne i K &r kandidater, inte
automatiskt svaret — jamfor med randvardena.

&) Bivillkor i forkladnad

Steg 3 — randundersékningen — &r samma sak som att optimera f under bivillkoret att (x, y)
ligger pa randen. Nar randen ges som en nivakurva g(x, y) = 0 anvands ofta Lagranges

multiplikatormetod istallet for parametrisering.
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4. Exempel — skivan
:= Exempel 1 — f pa enhetsskivan

S6k stérsta och minsta varde hos f(x,y) = x + x*> +y? pAK = {(x,y) : x> +y*> < 1}.

/ Lésning
— =1+2x=0
Steg 1 — inre kritiska punkter. Vf = 0 < {fx = (x,y) = (_%, 0).
fy =2y =
2
Kontroll: (=2)" + 0% = I < 1 — punkten ligger strikt innanfor K. Behalls. f(-3, 0) = -3 +
4 4

Steg 2 — inre singuldra punkter. f ar ett polynom; inga finns.

Steg 3 — randen. Parametrisera X’ + y> = 1 med x = cost, y = sint, t €
[0, 271]: g(t) = cost + cos? t +sin’t = cost+ 1. g () = —sint=0 = ¢t =
Oellert=m, dvs.(1,0)och(-1,0).

Steg 4 — jamfor.

Punkt Typ f-varde
1 . . 1

(=5, 0) inre kritisk i

(1, 0) rand 2

(-1, 0) rand 0

frin = _Al; i (_%,0), fmax = 21 (1, 0).
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1,5

0,5

1
inre kritisk, min rand, max
f=-1/4 =2
0
-0,5 rand
f=0
_115 T T T T T
=i -0,5 0 0,5 1

Nivakurvorna till f &r cirklar runt (—%, 0) — den enda punkten dar gradienten &r noll. P&
randen blir f entydigt bestamd av cos t, s& storst dar cos t = 1 (dvs. (1, 0)) och minst dar
cost = —1 (dvs. (-1, 0)).
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max 2

2 \
1.5 \
1 .‘.‘
Z \
0o |
M)
5 S
% 2
5
e Os
E 0
) X
QO ~
- 0‘5

3D-vyn visar varfor inre minimum hamnar nara x = —%: ytan &r en paraboloid forskjuten at
vanster, s& randens hogsta punkt (1, 0) — dar paraboloidens lutning &r som storst at hoger —
vinner mot bottnen.

5. Exempel — triangeln
= Exempel 2 — f pd en triangel

S6k stérsta och minsta varde hos f(x,y) = 3 + x — x*> — y? patriangeln K : 0 < x <y < 1 (hérn
(0,0),(0,1), (1, 1).

¢ Lésning

x=1-2x=0

Steg 1 — inre kritiska punkter. Vf = 0 < {
ly="2y=0

= (%y)=(3,0).

Punkten kraver x <y, dvs. % < 0 — falskt. Ligger utanfér K. Forkastas.
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Steg 2 — inre singulara punkter. Inga (f ar polynom).
Steg 3 —randen. Tre sidor:

e y1:y=x x€[0,1]—diagonalen
e y»: x=0, y €[0,1] — vansterkanten
e y3: y=1, x € [0, 1] —toppen

Payi:h(x) = f(x,x) =3 +x =22 ()= 1-4x=0=x = 1, dvs. (5, 3)-f(5. 3) = 2.

Pay,: h(y) = f(0,y) = 3 — y?, monotont avtagande for y > 0. Inga inre extrempunkter;

bara hornen raknas.

Pays:h(x) = f(x,1) =2 +x - x> h(x) =1-2x=0=x= 3,dvs.(3,1).f(5,1) = 3.

Horn:
H6xn f-varde
(0,0) 3
(0,1) 2
(1,1) 2

Steg 4 — jamfor.

Punkt Typ f-véarde
11 25 _
(3:7) rand (1) 2 =3,125
(0,0) horn 3
1 9 _
G, rand (y3) 2=225
0,1) horn 2
(1,1 horn 2

fimin = 21 (0,1) och (1, 1), foax = 21 (3, 5)-
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1,2
min: f=2

0,8

0,6

0,4

max pa y1

0,2 f=25/8

-0,2

-0,25 0 0,25 0,5 0,75 1 1,25

Nivakurvorna &r cirklar runt (%, 0) — det globala maxat av f i hela planet, som ligger utanfor
triangeln. Den punkt pa triangeln som ligger narmast detta “centrum” ar (%, ;11) pa

diagonalen yy, vilket ar var randmaxat hamnar.

pellesmoln.org/kurser/MOO68M - 2026-10-19 71/191



MOO068M - Extremvardesproblem

max 25/8
f -
3,2
3
2.2
2.6
Z
1‘&
2+
1
Q
oF
o
Q°

Den nedatvanda paraboliska ytan antar sina tva minsta varden i triangelns “fjarran” horn
(0, 1) och (1, 1), som bada ligger lika langt fran det utomliggande centrumet.

6. Vidare — bivillkor och randunders6kning

Nar randen ar beskriven implicit — som en nivakurva g(x, y) = 0 snarare an styckevis parametriserad
— blir steg 3 ofta enklare med Lagranges multiplikatormetod. D& sdks punkter dar ﬁf = —)ﬁg, dvs.
dar nivakurvorna till f tangerar bivillkoret.

¢/ Samma idé, annan sprékdrakt

Randundersdkning genom parametrisering och randundersokning via Lagrange ger samma
kandidater. Vilken metod som ar enklast beror pa hur randen ar given:

e Latt att parametrisera (rat linje, cirkel, ellips): parametrisera och derivera.
o Implicit nivdkurva (g(x, y) = 0 med messig form): anvand Lagrange.
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7. Sammanfattning
¢) Checklista for extremvardesproblem
Givet f kontinuerlig pa ett kompakt omrade K < R?:

1. Inre kritiska punkter — l6s Vf = 6 behall bara losningar inuti K.

2. Inre singuldra punkter — punkter dar partialderivatorna inte existerar.

3. Randen 0K — parametrisera styckevis, derivera, samla alla inre extrempunkter och hérn.
4. Jamfor alla kandidater. Storst = max, minst = min.

Var i K Villkor i kandidatpunkten
Inre, slat Vf = 0
Inre, ej differentierbar  f, eller fy saknas
. d
Rand (parametriserad) ch(X(t)’y(t)) =0
t
Rand (implicitg =0)  Vf || Vg (Lagrange)

Horn pa styckevis rand  tas med ovillkorligen

Lasning

e 14.1 Extreme Values
e 14.2 Extreme Values on Restricted Domains

Se aven

e Kritiska punkter

e Lagranges multiplikatormetod
e Gradient och riktningsderivata
e Nivakurvor och ytor

e Partiella derivator
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Resurser

e 3BluelBrown / Khan Academy: Lagrange multipliers, using tangency to solve constrained
optimizationz — bygger den geometriska intuitionen fér randundersokning.

e Khan Academy: Maxima, minima and saddle pointsrz

e Wikipedia: Extreme value theoremz
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Lagranges multiplikatoxrmetod

#matematik #flervariabelanalys #optimering #gradient

Kapitel: 14.3 - Kurs: MO068M Forkunskaper: Gradient och riktningsderivata, Kritiska punkter,
Extremvardesproblem, Nivakurvor och ytor

1. Problemet — optimering under bivillkor
Vi vill bestamma storsta och minsta varde av
f(x,y) under bivillkoret g(x,y) = 0.

Geometriskt: vi letar extremvarden av f enbart bland de punkter som ligger pa kurvan g = 0, inte i
hela planet. Samma princip géller i tre eller fler variabler, dar g(x, y, z) = 0 skér ut en yta istallet for
en kurva.

(@ Var dyker bivillkor upp?

Storsta/minsta avstand fran origo till en kurva eller yta.

Randundersokning i Extremvardesproblem pa kompakta omraden.

Fysik: optimera energi/verkningsgrad under en bevarandelag.

Ekonomi: maximera nytta under en budgetrestriktion.

2. Geometrisk idé — tangerande nivakurvor

Betrakta nivakurvorna f = c fér olika ¢ och bivillkoret g = 0. Nar ¢ andras glider f-kurvan genom
planet. Extremvéarden pa bivillkoret intraffar i just de punkter dar nivakurvan f = c* tangerar kurvan
g=0.

I en tangeringspunkt ar kurvornas normalvektorer parallella. Eftersom gradienten ar normal till en
nivakurva ger det:

—

Vf =-AVg
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for ndgot tal A € R. Talet A kallas Lagrangemultiplikator. Tecknet ar bara konvention — det viktiga ar
att gradienterna ar parallella.

¢) Intuition

Skulle gradienterna inte vara parallella, finns en komponent av ﬁf langs bivillkoret. Da kan man
rorasig pd g = 0 och 6ka (eller minska) f. Alltsa kan ingen extrempunkt ligga dar.

4 IR

nivakurvor f(x,y) =x2+y2=c
= hivillkor g(x,y) =x+2y-5=0
® extrempunkt: Vf = -AVg

extrempunkt (1; 2)
f=5A=-2

Nivékurvor till f tangerar bivillkoret g = 0 i extrempunkten — ddr dr Vf I vg.

3. Lagrangefunktionen

Introducera hjalpfunktionen

L(x,y,A) = f(x,y) + Ag(x,y).

Det nédvandiga villkoret ovan kan da skrivas kompakt som

[Ly=f+Ag,=
VL=0 & JlLy:fyng:o
Ly =g(x,y) = 0.
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De tva forsta ekvationerna ger stationaritetsvillkoret (vf =-A ﬁg), den tredje ger sjalva bivillkoret (
g =0).

2 Generalisering till tre variabler

For f(x,y,z) under bivillkoret g(x, y, z) = 0 ser det likadant ut: L(x, y,z,A) = f +
Ag, VL =0.

4. Determinantformen (utan A)

Parallellitetsvillkoret ﬁf I vg i tvé variabler kan uttryckas utan att inféra A:

fx  9x

det [Vf ﬁg]=f g
y 9y

=0.

Tillsammans med g = 0 far man ett system i bara (X, y) — praktiskt nar A inte &r intressant i sig.

5. Metod — steg for steg

¢) Recept
For att hitta extremvéarden av f under bivillkoret g = O:

1.stallupp L(x,y,A) = f + Ag.

2. Satt upp systemet Ly =L, =L, = 0.

3. Lés systemet. Standardknep: bryt ut A ur de tva férsta ekvationerna och satt uttrycken lika.
Var noga med villkor nar du dividerar.

4. Kontrollera specialfall separat — t.ex. dar variabler ar 0, eller dar ﬁg =0 (singular punkt
pa bivillkoret).

5. Berdkna f i alla kandidatpunkter och jamfor.

/\ Vanliga fallgropar

e Division utan villkor. Nar du delar med en variabel, glom inte att kontrollera fallet da den ar
0.

¢ Ej kompakt bivillkor. Om g = 0 inte ar begransat behdver max/min inte existera —
argumentera forst for att de gor det.
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¢ Singuldra punkter. Om vg(p) =0 kan p vara en extrempunkt utan att uppfylla
Lagranges ekvationer.
¢ Lagrange racker inte for ojamlikhet. For g < 0 (kompakt omrade) maste man aven

undersdka det inre — se Extremvardesproblem.

6. Exempel
‘= Exempel 1 — Avstand fran origo till en linje
Bestam kortaste avstandet fran origo till linjen x + 2y = 5.
Minimera f(x, y) = x> + y* (kvadrerat avstand) under g(x,y) = x + 2y —= 5 = 0.
L=x*+y?>+Ax+2y-5)
[Ly=2x+1=0
JlLy =2y +24=0

Ly=x+2y-5=0

Ur de tva forsta: A = —2x och A = —y, alltsd y = 2x. Insatt i bivillkoret: x +4x =5=>x =1,y =
2.

f(1,2)=1+4=5 = avsfand = v/5.

‘= Exempel 2 — Punkter pd en ellips nirmast och langst fran origo

Ellipsen 17x% + 12xy + 8y? = 100. Bestam de punkter pa ellipsen som ligger narmast respektive

langst fran origo.

Optimera f(x,y) = x> + y? under g(x, y) = 17x*> + 12xy + 8y* — 100 = 0.

Gradienter: Vf = [2_)/] s vg - [12X + 16y] :
) . 12x 0 34x+12y| _
Anvand determinantformen: 2y 12x+ 16y‘ -
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2x(12x + 16y) — 2y(34x + 12y) = 0

24x% +32xy — 68xy — 24y’ =0 < 24x%> —36xy — 24y* = 0
= 2X*-3xy-2y°=0 &= (2x+y)(x-2y)=0.
Tvafall: y = —2xellerx = 2y.

e y = —2xibivillkoret: 17x* — 24x* + 32x> = 25x* = 100 = x* = 4. Daf = x> + 4x* = 20.
o x =2y ibivillkoret: 68y + 24y? + 8y? = 100y = 100 = y? = 1.Daf = 4y> + y? = 5.

Svar: narmast origo ar f = 5 (avstand V5)i (£2, £1); langst fran origo ar f = 20 (avstand 24/5)i
(2, ¥4).

:= Exempel 3 — Extremvéarden p& en sfar
Bestam storsta och minsta varde av f(x,y,z) = x + y? + z pa sfaren x*> + y? + z2 = 1.
Bivillkoret g = x* + y2 + z2 — 1 = 0 ar kompakt, s max och min existerar.

Ly:1+2x=0 ()L, :2y+2ly=0 (2L, :1+2z=0 B)La:x*+y*+
2=1 (4

Ekv. 2):2y(1+A)=0=y =0ellerA = —1.

FallA:y = 0.Fran (1) och(3):x =z = —%.Insa‘fti(4):2x2 =l=>x=z=+L Gerf=x+
0+2z=2x=1%2.

FallB: A = —1.Frdn (1): x = %;frén 3):z= %.Insatti(él): % +y? +%1 =11 =2 = %.Gerf =
1,1,1_3
272727 2

Jamfor: /2 ~ 1,414 < 3 = 1,50ch —/2 < 2.

- = 3.1 .1 1 . . . 1o 1
Svar: storsta vardet ar 5 |(2,i\/§,2), minsta vérdet dr —v/2i ( ﬁ,O, ﬁ)
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Hitta kortaste distansen fran (3,0) till y =x* f(x,y) = dist” =
x=37+y? glxy)=y-x* L(x,y) =0

—y = X2
2 @ punkten (3;0)
1,5
- 1
0,5
(3;0)
0  J
-1 0 1 2 3

7. Sammanhang med randundexrsdkning

Lagranges metod ar precis det man gor nar man undersoker randen i ett Extremvardesproblem pa ett
kompakt omrade K = {g < 0}:

1. Kritiska inre punkter: ﬁf = 0inuti K.
2. Singulara inre punkter.
3.Rand g = 0: Lagranges multiplikatormetod (eller parametrisering).

Jamfor alla kandidatvarden — storst ar max, minst ar min.

Lasning

e 14.3 Lagrange Multipliers
e 14.4 Lagrange Multipliers in n-Space

Se aven

e Gradient och riktningsderivata
e Kritiska punkter

e Extremvardesproblem

e Nivakurvor och ytor

e Kvadratisk form
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Resurser

Videor

e 3BluelBrown / Khan Academy: Lagrange multipliers, using tangency to solve constrained
optimizationm
e Khan Academy: Lagrange multipliers introductionw

Wikipedia

e Lagrange multipliere

Kurslitteratur

e Adams — 14.3 Lagrange Multipliers
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Dubbelintegraler

#matematik #flervariabelanalys #integration #dubbelintegral

Kurs: MO068M Férkunskaper: Bestamd integral och Riemannsummor, Integraler

1. Definition via Riemannsummorx

Lat f(x, y) vara definierad pa ett slutet, begransat omrade D < R?. Dela upp D i n delomraden AAy
med valda punkter (x;, y).

Volymelement kan beskrivas som funktionen % arean, och AA kan beskrivas som AxAy
AV = f(x,y)AA = f(x,y)AxDy

Totala volymen kan beskrivas som en summa av dessa volymelement AV

lim ¥ f(x¢, yi ) DAy
lal~o =,

I fx,y)dA =
D

Exempel: for kvadraten 0 < x < 1, 0 <y < 1 kan vi dela i fyra delkvadrater med centrum i punkterna
nedan och summera f 6ver dem.
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2. Geometrisk tolkning

Tolkning

omf(x,y) =2 0pa Dar [, f(x,y) dA volymen av kroppen mellan omradet D i xy-planet och

ytan z = f(x, y).

ytaz =f(x, y)

omrade D i xy-planet
B volymelement f dx dy

Specialfallet f = 1 ger arean av D:

[ 1dA = area(D)
D

3. Itererade integraler (Fubinis sats)

Over ett rektanguldrt omradde R = [a, b] % [c, d] géller:

b d d b
ffRf(x,y)dA =[] fxy)dydx = [ [ f(x,y)dxdy
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¢) x-enkelt vs y-enkelt omrade

e y-enkelt: D = {(x,y) | a<x<b, gi(x) <y <g2(x)} [[,fdA = jabjggj(g) f(x,y) dy dx

« xenkelt: D = {(xy) | c<y <d, hi(y) <x < hy()} [, fdA =[50 fx, y) dxdy

Valj integrationsordning efter hur D &r enklast att beskriva.

4. Rakneregler

o Linjaritet: [[ ,(af + Bg)dA=a [[,fdA+B [[,gdA
e Additivitet 6ver omrade: om D = D; U D, och Dy n D, harareanoll, [[, fdA =

I, fda+[f, fda
e Monotoni:f < gpadD = [[ fdA< [[,gdA
e Symmetri: om D ar symmetriskt kring x-axeln och f &ruddaiy, ar [[ ) f dA = 0. Analogt for
uddai x.

5. Exempel
‘= Exempel 1 - symmetri over enhetsskivan

[[p(sinx + 1 +y)dA, D={x*+y*<1}
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1

0,5
D

> 0
xX2+y?=<1

-0,5

=il
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D ar symmetriskt kring bada axlarna.

o sinxaruddaix= [f,sinxdA =0

e yaruddaiy= [[,ydA=0
o [[,1dA =area(D) =n

Svar: 7.

‘= Exempel 2 - y-enkelt omrade

[ox°dA, D:0<y<x, 0<x<1

Lés som itererad integral (inre i y): jolfox xy* dy dx = fol X:
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‘= Exempel 3
[[ sin(x)+1dA, D:{(x,y) €E R*|a<x’+y* <4}

Villkoret sager att distansen till (0, 0) &r mellan 1 och 2 Bild pa Domanet:

Area(D) = n(2)> - n(1)> = 3n

‘= Exempel 4
Hitta volymen under grafen for
fx,y) = e’ x—yplanetférx >0och/x<y<1

Domanet ar arean mellan villkoren
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1,4

1,2

0,8 D

0,4

0,2

-0,2

integrera

[[p=e’da=[) [l e’dy dx
= fol[. .. ] = Kan inte utrycka

Det gar inte att l6sa uppgiften genom att ga fran vanster till hoger och intgrera. Vi testar att ga
nedifran och upp

12 3 1 2.2 1 3 2
JoJo @ dx dy=[; e [ dxdy =[; [xe" T dy = = 3(e 1)

:= Exempel 5 - Poldra koordinater

D:{l<r<, 0<6<2n}[[,xX+y> dA=[[,r’dA

[02” jlz r’dA dA = dxdy = fungerar ej for polara integraler sa vad ska vi anvanda istallet?
AA = rAOAr = r x dr x dO

Bild visar varfor vi anvander r x dr x d istallet for dA
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6. Typiska anvandningar

e Volym under en yta

e Areaavomraden i planet

e Masscentrum och moment for plattor
e Polara koordinater nar D &r cirkulart
e Sannolikhetstathet i tva variabler

Lasning

e 15.1 Double Integrals
e 15.2 Iteration of Double Integrals

Se aven

e Bestamd integral och Riemannsummor
e Variabelbyte i dubbelintegraler

e Trippelintegraler

e Integraler

Resurser

e Adams & Essex, Calculus, kap. 15.1-15.3
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Variabelbyte i dubbelintegraler

GRANSKAD
#matematik #flervariabelanalys #integral

Kurs: MO068M Forkunskaper: Dubbelintegraler, Kryssprodukt

1. Idén bakom variabelbytet

En dubbelintegral

I f(x,y)dA
D

kan vara obekvam att berdkna direkt om antingen integranden f eller omrddet D uttrycker sig daligt i
kartesiska koordinater (X, y). Variabelbytet handlar om att hitta nya koordinater (u, v) dar problemet
blir geometriskt enklare - ofta sa att D blir en rektangel i de nya koordinaterna och sa att integranden
tar en kortare form.

Grundtanken

Vi byter koordinatsystem for att fa en battre geometri. En cirkular ring i (X, y)-planet blir t.ex. en
rektangel i (r, 0)-planet — och rektanglar &r mycket lattare att integrera dver.

width

i

log r

X 5]

Pris for bytet: areaeclementet dA férvrids nar vi byter koordinater. Ett litet rektangelelement du dv i
(u, v)-planet motsvarar i regel inte ett lika stort dx dy i (x, y)-planet. Den lokala skalfaktorn ges av
Jacobianens determinant, som vi harleder nedan.
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2. Transformationen T
Ett variabelbyte beskrivs av en avbildning
T :(uv)r—(x,Y), x=x(u,v), y=y(u,v),

som Kartlagger ett omrade D' i (u, v)-planet bijektivt pd D i (x, y)-planet.

3 3
2,5 2,5

2 T 2

> 1,5 > 1,5
1 = 1

0,5 0,5

0 0

0 1 2 3 0 1 2 3
u X

Pilarna visar hur T mappar D’ framat pa D och hur inversen T ™! mappar tillbaka. Tanken ar inte att T
ska vara enkel — den far garna férvrida saker — utan att D ska ha en enkelt parametriserbar form
(oftast en rektangel).

For att substitutionsformeln ska galla kraver vi att T ar

« bijektiv (entydigt inverterbar) pa det inre av D/,
¢ kontinuerligt deriverbar ch,
e har icke-singular Jacobian, dvs. det Jt & O.

2 Note

Att T far misslyckas med kraven pa en mangd med area noll &r vad som tillater poléara koordinater
(dar origo ar degenererat — alla 8 ger samma punkt) och flera andra standardbyten.

3. Harledning av areaelementet

Vi vill veta hur en liten rektangel med sidor du och dv i (u, v)-planet blir nar den avbildas till (x, y)
-planet.
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2,5 2,5
2 2
1,5 p od T 1’5 b = (ar/av) dv
v udv — >
> >
1 (ug, Vo) T IJgrsel;ilar 1 a=(ar/au) du
(%o, Yo)
0,5 0,5
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3
u X

Bilden ovan &r hela idén i en blink: en liten rektangel med sidorna du och dv i (u, v)-planet avbildas

approximativt pd en parallelogram i (x, y)-planet, vars sidor ar tangentvektorerna d och b. V&r uppgift
ar att uttrycka parallelogrammets area i termer av du, dv och derivatornaav T.

Skriv positionsvektorn i kartesiska koordinater som

r(u,v) = (x(u, V)

Y, )

Langs riktningen dar bara u varierar (med v = vy fixt) ger en linjar approximation tangentvektorn

or o0x/ou
d=—du= du,
T (ay/ﬁu) !
och langs riktningen dar bara v varierar
- or 0x/0v
b= —dv-= dv.
v’ (ﬁy/av) Y

Den lilla parallelogram som d och B spanner upp har arean given av kryssproduktens belopp:

Lo Ox/0u  0x/0v
dA=|dxb| = det(ay/au ay/av) dudv.

Determinanten i mitten kallas Jacobianens determinant for T':

0x O0x

_ du Ov
Jr = det a_y a_y
du ov

&) Tolkningav |Jr |

| J7(uo, vo) | &r den lokala arealférstérkningsfaktorn — hur mycket en liten yta i (u, v)-planet
blases upp eller krymper nar den avbildas till (x, y)-planet vid punkten (uo, vo).
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o |Jr| = 1: bytet &r areabevarande lokalt.
e |Jr| > 1:ytan bldses upp.
o |Jr| < 1:ytan krymper.

4. Substitutionsformeln

Med ovanstaende resultat blir den fullstandiga formeln:

ffD f(x,y)dA = ffD, f(x(u,v), y(u,v)) |Jr | dudv

Lagg marke till tre saker:

1. Omradets dndras: integralen i hogerled gar 6ver D', inte D.
2. Integranden uttrycks i nya variabler: f(x(u, v), y(u, v)).
3. Areaelementet bér en faktor: | Jr | du dv ersatter dA.

/\ Glom inte absolutbeloppet

Det &r absolutbeloppet | Jr | som ska anvandas — areor ar alltid positiva, oavsett hur
transformationen orienterar planet. Tecknet pa J; sager nagot om orientering, inte om area.

5. Polara koordinater
Det vanligaste variabelbytet i kursen ar polara koordinater:

X =rcoso, y =rsinb,
medr > 0och 8 € [0, 2m). Se Polara koordinater fér bakgrund.

Jacobianens determinant blir

0x/0r 0x/00 cos@ -rsinf

Jr = det = det
T e (ay/ér 8y/69) ¢ (sin9 rcos 6

)=rcos’0+rsin’0 =r,

dA=rdrdb
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¢) Geometrisk bild av faktorn r

Ett litet “polart rektangelelement” ar en cirkelsektor med inre radie r, tjocklek dr och vinkelbredd

df. Sektorns baglangd ar r db, s& arean blir

AA~ rdd - dr =rdrdo.
~~ ~~

baglangd tjocklek

Faktorn r kompenserar alltsa for att sektorerna ar stérre langre ut fran origo.

2
rdo

1,5
> 4

"
0,5

dé
0]

:= Exempel 1 — integral 6ver enhetsskivan

Berakna

I ¢ +yHdA,  D={(xy): X’ +y*<1}.
D
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x2+y2=1

0,5

-0,5

Varfor polart? Bade omradet (en cirkular skiva) och integranden (x> +y2) ar
rotationssymmetriska kring origo. Det ar textboksexemplet pa nar poléara koordinater ar ratt val — i
kartesiska koordinater maste man kampa med rotgranser av typen —v/1 — x% < y<yv1- X2,
medan polart blir det en ren rektangel.

Omradesdversattning. Bytet x = rcos 6, y = rsin 0 avbildar
D ={r0):0<r<1, 0<0<2m}

bijektivt pa D (utom i origo, en mangd med area noll, vilket ar tillatet).
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21

3m/2

/2

Integranden i nya variabler. Pythagoras ger direkt

x* +y? =r*cos®0 +r’sin’ 0 = r°.

Jacobianen. Vi vet sedan tidigare att |J7 | = r, s& dA = rdr df.

Rakningen.

2m 1 21 1

I 2+y)dA=[ [ rPerdrdo=[ do-[ rPdr=2n-
D 0 0 0 0

Lagg marke till hur den itererade integralen separerar helt — det ar mojligt eftersom bade

N
NS

integranden och omradesgransernaii (r, 0) har produktstruktur r - 1 6ver [0, 1] x [0, 27]).
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Rimlighetskoll. Skivan har arean 11, och r? ligger mellan O (i origo) och 1 (p& randen). Medelvardet
av r? 6ver skivan blir darfor (11/2)/m = 1/2, vilket ar ett rimligt mellanvarde.

‘= Exempel 2 — kvartsring (och varfor Jacobianen r "stammer")

Berakna arean av kvartsringen

D={(x,y):1<y/x2+y2<2, x>0, y>0}.

1,5

0,5

Omradeséversittning. I polédra koordinater blir randvillkoren 1 < r < 2 f6r radien och 0 <
0 < n/2 for vinkeln (férsta kvadranten). Det rérmiga “ringbandet i forsta kvadranten” blir
alltsa rektangeln

D =[1,2] %[0, n/2].
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/2

o 1/4

DI

Rakningen.

w2 2 2

[ 1dA=( [ 1-rdrdb-=
D 0 1

r

NS

2

[-] =

2
1

NS
N W

3t

a

Rimlighetskoll (och en intuitionsbyggare). Geometrin ger oss arean direkt: en hel ring mellan
radie 1 och 2 har area 71(2? — 1) = 3, och en kvartsring blir 371/4. Stammer.

¢ Vad hander utan faktorn r?

Om vi (felaktigt) gldmde Jacobianen och skrevfomzfl2 drdf = 5+ 1= 3.Detérfel
storleksordning — vi saknar precis den r-vagning som kompenserar for att den yttre delen av

ringen ar “fysiskt storre” an den inre.

:= Exempel 3 — Gaussintegralen

Visa att
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Detta ar ett av de mest kanda resultaten i analys, och variabelbyte i 2D &r tricket som mdste
anvandas — den kartesiska enkelintegralen har ingen elementar primitiv.

Tricket. Satt [ = f_ozo e_xzdx och betrakta I? som en dubbelintegral genom att kalla den andra
integrationsvariabeln y:

00

I? = ([ e_x2 dX)U e—yz dy) = ﬂ‘ e—xze—yZ dx dy _ ﬂ. e—(x2+y2) A,
T e R2 R2

e_ (X2+Y2)

Varfor polart? Integranden e_(X2+y2) ar rotationssymmetrisk (nivakurvorna ar cirklar, se figuren),
och omradet &r hela planet — precis den situation dar poléart vinner. I polara koordinater blir

—(x2+v2 _2
o ) = oo

b

och R? avbildaspAD = {0 <r <o, 0 <6 < 27m}.

Rakningen. Med dA = r dr do:
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2m

P=[ [ e rdrde.
0 O

Inre integralen l6ses med substitutionen s = r?, ds = 2r dr:
[00] o0
2 1 _
[ e rdr=—f e’ds=
0 2%

N =

Yttre integralen ger faktorn 21, sa

V|

N =
[l
=
~
Il

I*=2n-

¢) Vad ar det egentligen som hander?

2
Faktorn r i Jacobianen ar vad som gér ' dr-delen integrerbar mot e”” — utan den hade vi
2
haft [ e " dr, som inte har elementar primitiv. Bytet férvandlar allts& en oléslig integral till

en losbar genom att lagga till exakt ratt vikt.

0,8
0,6
area=1/2

0,4

0,2

o . . . —_ 2 . o,
Figuren ovan visar de tva integranderna sida vid sida: den blekare e saknar primitiv, men den
2. . . . . :
morkare re™" (vagd av Jacobianen) har precis arean 1/2 — vilket ar vad som ger Gaussintegralen.

‘= Exempel 4 — area mellan fyra paraboler

Berdkna arean av omradet D i férsta kvadranten som begransas av de fyra parabolerna

y =X, y = 2x°, x=y2, x=3y2.
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/
— y=xt(u=1) ,
= = y=2x%2(u=1/2) /
1 x=y2(v=1) /
= = x=3y2(v=1/3) (1, 1)
0,8
0,6 -
>
0,4
0,2 (12713, 2.12723)
0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

I(x,y)-planet ar omradet buktigt och saknar enkel beskrivning som ”y mellan ndgot och nagot”.

Men kurvorna kan skrivas om som nivdkurvor:

Kurva Skriv som
y = x xXly=1

y = 2x> xXly =1/2
x =y? yx=1

x = 3y? y?/x =1/3

Det motiverar variabelbytet

X2 2

y’ x’

<

u-=

Med detta byte blir omradet en rektangel:
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D ={(uv):3<u<l, $<v<i}.
1,2
(1/2,1) 1,1)
1 @ o
[
[
[
0,8 I
[
| DI
> 06 :
[
1
0,4 I
- -=-=-=-=-=-- ®
1/2,1/3) (1,1/3)
0,2 —u=1(y=x?
= = u=1/2(y=2x?
v=1(x=y?)
= = v=1/3 (x=3y?)
0
0 0,5 1

Jacobianen via inversen. Att l6sa ut x och y explicit ur u och v ar trixigt, men vi behdver inte gora
det. Rakna istallet den “inversa” Jacobianen

2x x?
ou/ox 0du/o o8
Jpr = det( N=det| ¥, Y
ov/ox 0v/dy 'y 2y
X2 x
Determinanten ger
ox 2 2 2
i = = el —X—)(—y—z):4—1:3.
y X X

Eftersom Jacobianer for T och T ! ar inverser av varandra blir

1 1 1
-5 |JT| -5
JT*I 3 3

JT:
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¢) Snabbtricket

Nar bytet ges implicit (u = u(x,y), v = v(x,y)) ar det nastan alltid lattare att rakna
det 0(u, v)/0(x, y) direkt och invertera till slut. Det & samma trick som i Exempel 4 ovan.

Integralen. Arean blir

11
area(D) = [[ 1dA=[f 1 |JT|dudv=1j [ duav.

D D 1/31/2

Den inre integralen ger 1 — % = % och den yttre 1 — % = % sa

Rimlighetskoll: omrédet ligger inneslutet i kvadraten [0, 1] % [0, 1], och % ~ (0,11 ar en plausibel
andel — bilden ovan stammer med den uppskattningen.

6. Generaliserade polara koordinater (ellips)

.. . 2 2 ..
Foren ellips % + 4> < 1 anvander man

x=arcosb, y =brsiné,
vilket ger
Iy = det(a C?S 6 —arsin 9) _ abr,
bsin® brcos6
sa

| dA=abrdrdod |

OmradetD = {0 <r <1, 0 <0 <2} ar dd en enhetsskiva i (r, 0)-planet — typiskt mycket enklare
an ellipsen.

:= Exempel 5 — arean av en ellips

Berdakna arean av ellipsen

- 2026-10-19
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1,5
x?fa2 +y?/b2=1

0,5

-0,5

-1,5

Varfor generaliserat polart? Ellipsen ar inte rotationssymmetrisk, men den ar vad som kallas
affint ekvivalent med en cirkel: en skalning med faktor a langs x-axeln och b langs y-axeln gér om
enhetscirkeln till just E. Det &r precis vad bytet x = ar cos 0, y = br sin 0 gor.

Omradeséversittning. Satt in i ellipsens ekvation:

2 2

X
a_2+}b/_2 =r2c0529+rzsin29=r2,
sar? <1,dvs.0 <r < 1.Omradet blir alltsd enhetsskivan D' = {0 < r <1, 0< 0 < 2m}i(r,0)

-planet.
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21

3m/2

/2

Rakningen. Med dA = abr dr dO (harlett ovan):

2 1

[ 1dA=f [ abrdrdf=ab-2n-
E 00

N =
Il

=

Q

S

Rimlighetskoll.

e a=b=1:m1"1=m—enhetscirkelns area. Stammer.

e a=b = R:nR? — generell cirkel. Stammer.

e Skalning: om vi dubblar a (gor ellipsen dubbelt sa bred) ska arean dubblas. Och rt(2a)b =
2 - tab. Stammer.
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¢ Affin tolkning

Bytet (X, y) = (ar cos 0, br sin 0) kan ses som férst polara koordinater pa enhetsskivan,
sedan en linjar skalning diag(a, b). Jacobianen blir produkten av de tva stegens Jacobianer:
r fr&n det polara steget ganger ab fran skalningen, dvs. abr. Det ar véart att halla i
bakhuvudet — manga byten kan férstas som kompositioner av enklare byten.

7. Andra anvandbara byten

Affina (linjara) byten

Om D ar begrénsad av rata linjer som inte ar axelparallella kan ett linjéirt byte
X u
() =AG)

forvandla D till en rektangel. Har &r J7 = det A, en konstant — den lokala skalfaktorn &r
samma Overallt.

2,5
2,5
2 2
15 T(u) = Au 1,5

—_—

> 1 D’ 131 =IdetAl > 1
0,5 0,5
0 0
-0,5

-0,5

0 1 2 3 0 1 2 3
u X

Ett affint byte deformerar alltsa rektangeln likformigt: alla sma rektanglar i D blir parallellogram av
samma form i D. Det &r darfor Jacobianen blir konstant och inte beror pa position.
Sum- och differenssbyte

Bytetu = x +y, v = x — y arvanligt nar integranden eller omradet innehaller just de
kombinationerna. Inversen ar

och
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172 172

1 ; 1
1/2 —1/2)_ 2’ lrl =5

JT = det( 2

Hyperboliska / produktbyten

Vid omraden begransade av kurvor som xy = ¢ kan u = Xy, v = y/x vara naturligt. Sddana byten
kraver oftast lite arbete med Jacobianen — rakna noggrant.

¢) Strategi for val av byte

Variabelbytet ska géra antingen integranden eller omrddet enklare — garna bada. Identifiera forst
omradets symmetri:

Cirkular symmetri = polara koordinater.

Elliptisk symmetri = generaliserade poléara.

Begransad av rata linjer = affint byte.

Integranden innehaller x + y, Xy, y/x, etc. = lat dessa kombinationer vara nya variabler.

8. Metodik — steg for steg
¢) Hur man genomfor ett variabelbyte

1. valj transformationen (x, y) = T (u, v) utifran omradets symmetri eller integrandens form.

2. Oversatt omradet: hitta D' i (u, v)-planet sd att T(D') = D. Rita garna bada omradena
bredvid varandra.

. Berdkna Jacobianens determinant Jr och ta absolutbeloppet |J7 |.

. Skriv om integranden f(X, y) i de nya variablerna: f(x(u, v), y(u, v)).

. Skriv ihop integralen med | Jr | du dv och berékna den itererat éver D .

. Kontrollera: jamfor enheter, gor en rimlighetskoll med en kand integral (t.ex. [[, 1dA =
area(D)).

o O~ W

/\ Vanliga fallgropar

Glomt att uppdatera grdnsernastill D.

Glémt |J7 | — utan den blir resultatet fel storleksordning.

Vid polara koordinater: tillatit r < 0. Om man gor det kan man raka tacka planet tva ganger.

T inte injektiv pa D — kontrollera att inverteringen ar entydig (utom pa en mangd med
area noll).
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9. Sammanfattning

Den allmanna substitutionsformeln ar

ffD f(x,y)dxdy = ffD, f(T(,v)) [Jr(u,v)| dudv

med standardfallen sammanfattade i tabellen:

Byte Formel dA

Polart x=rcos6, y=rsinf rdrdf

Generaliserat polart x =arcosf, y =brsinf abrdrdo

Affint (;) =A() $
Sum/differens u=x+y,v=x-y % dudv
Lasning

e 15.4 Double Integrals in Polar Coordinates
e 15.5 Triple Integrals — for analogii 3D

Se aven

e Dubbelintegraler

e Variabelbyte i trippelintegraler
e Variabelbyte i integraler

e Polara koordinater

e Kryssprodukt

e Kedjeregeln

Resurser

e 3BluelBrown: Determinantenz — tolkning av determinant som arealskala
e Khan Academy: Double integrals in polarrz

e Wikipedia: Integration by substitution (multiple variables) &z
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Trippelintegraler

#matematik #flervariabelanalys #integral

Kurs: MO068M Férkunskaper: Dubbelintegraler

1. Idén bakom trippelintegralen

En enkel integral summerar funktionsvarden langs en linje, en dubbelintegral langs ett omrade i
planet, och en trippelintegral langs ett omrade i rummet. I varje steg ar det en dimension mer for
domanen, men funktionen f sjalv andrar inte karaktar.

Grundtanken

Man summerar f:s varden i varje punkt i ett 3D-omrade och viktar med ett litet volymelement dV/
. Resultatet ar en skaldr — inte en bild i nagon hégre dimension.

Geometrisk tolkning

Geometriskt har vi kunnat tolka en enkel integral som en area och en dubbelintegral som en volym. Da
borde en trippelintegral beskriva nagot i den fjarde dimensionen — ndgot som ar betydligt skummare
att visualisera an de tidigare fallen. Darfor foreslar Stephan McCormick ett alternativt satt att

se trippelintegralen.

Anledningen att integralen ar en dimension hdgre an funktionen ar att man summerar funktionsvarden
i varje punkt och lyfter vardena som en egen dimension. Man ska fortfarande (om man kan) rita upp
en bild for att forestalla sig domanen — frdn vad till vad ska jag integrera? Det hjalper ocksa med valet
av koordinatsystem.

Det ar moijligt att beskriva en trippelintegral som en hypervolym, men det ar sallan lampligt.

2. Definition

Integralen av en funktion f éver ett omrade V' < R skrivs
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1 ) f(x.y,z)av

och tolkas som summan av fs varden viktade med ett volymelement dV éver hela V. I kartesiska

koordinater ardV = dxdy dz.
/ Specialfall — volym

Med f = 1 blir integralen volymen av V :

vol(V) = [[[ 1dV.
\%

omrade V
B volymelement dV

1.5

~2

3. Itererad integration (Fubini)
Om V kan beskrivas av nastlade granser

a<x<b, g1(x) <y < ga(x), hi(x,y) <z < ho(x, y),

ger Fubinis sats att integralen kan skrivas som tre itererade enkelintegraler:
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b g(x) ha(xy)

W fav=1 | f(x,y,z)dz dy dx.
\4 a gi(x) hi(xy)

¢) Ordning far viljas

Vilken variabel som integreras innerst ar fritt att valja — det ar samma integral oavsett. Valj
ordning sa att granserna blir s& enkla som maijligt; ofta avgér omradets form vad som &r lattast.

/N Vanlig fallgrop

N&r man byter integrationsordning maste alla granser 6versattas — bdde inre och yttre. En
blandning av granser fran tva olika ordningar ar en av de vanligaste felkallorna.

4. Vanliga koordinatsystem

For omraden med rotations- eller sfarisk symmetri l6nar sig nastan alltid ett variabelbyte (se
Variabelbyte i trippelintegraler).

Koordinater Variabler Volymelement

Kartesiska (x,y,2) dV =dxdydz

Cylindriska (r,0,2) dV =rdrdfdz

Sfariska (, 9, 0) dV =p?sin pdp d@do
5. Exempel

‘= Exempel 1 — tetraedernx + y + z < 1 i forsta oktanten

Omradet V' begransas av planet x + y + z = 1 och de tre koordinatplanen:

V:{xy,z):x>20,y>0,z>0, x+y+z<1}.
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z
!
)
a Y
X -
x=1-y,z=0
Samma omrade kan beskrivas med olika integrationsordningar. Tva typiska val:
1 1-z 1-y—z
fJ fdxdydz
00 O
eller
1 1z 1-x—z
[ fdydxdz.
00 0
Sanity-check (volym). Med f = 1:
1 1-z 1-y-z 1 1-z
volV)=[ [ dxdydz=[ [ (1-y—z)dydz.
00 0 00
Deninre ger [(1 —z)y — %yz](l)_Z = %(1 —z)?, och slutligen
1 2
1-z 1
vol(V) = ( ) dz = —.
0 6
Det stammer med formeln for en tetraeder: V. = (la - base * height = % : % 1= é.
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‘= Exempel 2 — volym mellan paraboloid och plan

Hitta volymen av omradet som ligger ovanfor paraboloiden z = X +y2 och under planetz = 3 —

2y.

T botten:z=x2+y2
T takiz=3-2y
D:x*+(y+1)2<4

10

-3
Pya

0 e ?
X 0
3
\J y
1 N
">
Vilket &r D, ? Skdrningen ges av 3 — 2y = x? +y?, dvs.
Xy’ +2y-3=0 & xX*+(y+1) =4
Det &r en cirkelskiva med radie 2 och centrum i (0, —1). Kalla den Dyy.
Volymintegralen. Med z som inre variabel:
3-2y
V=l dv=[ [ dzdA=]] (B-2y-x-y)dA
\% ny X2+y2 ny

Skift och polart. Satt u = x, v =y + 1, vilket centrerar skivan i origo. Da blir

3—2y—x2—y2:3—2(v—1)—u2—(v—1)2=4—u2—v2,
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och D, blir skivan {u? + v? < 4}. Poléra koordinater u = r cos 8, v = rsin 6 ger

2m 2

V= [ (4-r*)rdrdb.
0 O

Inre integralen:

2
3 _ 2 *q2 _ _
fo (@4r-r’)dr=1[2r —%]0—8—4—4.

Alltsa

V=2n-4=81]

Rimlighetskoll. Det maximala vérdet avz = 3 — 2y minus z = x> + y* uppstér i centrum av
skivan (u = v = 0), dar det blir 4, och avtar till 0 pa randen. Volymen 8m = 25,1 4r samma som en
cirkular cylinder med radie 2 och hojd 2 — vilket ar vad man férvantar sig av ett “halvfullt” lock
over skivan.

6. Anvandning

e VolymavV —sattf = 1.

e Massa av kropp med densitet p(x,y,z):m = [[[,, pdV .

e Masscentrum av kropp: X = %fffv xpdV, y= %fffvypdV, Z= %fffvzpdv.
e Troghetsmoment kring en axel.

e Sannolikheter for 3D-fordelningar i statistik.

7. Metodik — steg for steg
&) Hur man réknar en trippelintegral

1. Rita omradet. Identifiera vilket koordinatsystem som passar (kartesiskt,
cylindriskt, sfariskt).

2. Valj integrationsordning. Inre variabel ska ha granser som ar enklast.

3. Satt upp granserna. Yttersta gransen ar konstanter; varje inre grans far bero pa de
yttre variablerna.

4. Berakna inifran och ut, en enkelintegral i taget.

5. Kontrollera. Satt f = 1 for en sanity-check mot kanda volymformler.
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Lasning

e 15.5 Triple Integrals

Se aven

e Dubbelintegraler

e Variabelbyte i trippelintegraler
e Hypervolym

e Masscentrum

e Masstroghetsmoment

Resurser

e Khan Academy: Triple integrals
e Wikipedia: Multiple integralrz
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Variabelbyte i trippelintegralerx

#matematik #flervariabelanalys #integral

Kurs: MO068M Forkunskaper: Trippelintegraler, Variabelbyte i dubbelintegraler, Jacobiani 2D

1. Idén — direkt analog till 2D

Variabelbytet i 3D ar direkt analogt med 2D-fallet (se Variabelbyte i dubbelintegraler): det
areaelement som vagdes med | Jr | ersétts av ett volymelement som vags med Jacobianens
determinant i 3D.

Grundtanken

Ett omrade med rotations- eller sfarisk symmetri ar obehagligt i kartesiska koordinater men sndllt
i polara/sfariska. Bytet kostar ett |J_T|, men sparar enormt mycket granssattning.

2. Allman substitutionsformel

Fér en transformation T : (u, v, w) P (X, , ) som &r bijektiv och C' med det J7 & 0 galler

[ fav =[I f(T(u,v,w)) | detJ;| dudvdw
v v’

dar

0x/0u 0x/0v 0Ox/0w
Jr =det| dy/0ou Jdy/ov dy/ow
0z/0u 0z/0ov 0z/0w
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¢) Strategi

Valj koordinater efter omradets symmetri: cylindersymmetri kring en axel ger cylindriska
koordinater, sfarisk symmetri kring en punkt ger sfariska.

3. Cylindriska koordinater
Polara koordinater i xy-planet, plus oférandrad z:
X =rcos®b, y =rsin0, z7=12,

medr > 0,0 € [0, 2m) och z € R. Jacobianen arvs fran det poléra fallet (se Variabelbyte i
dubbelintegraler) eftersom z-raden bidrar med en etta:

cosf -rsinf O

Jr =det| sin@ rcos@ O] =r,
0 0 1
sa
dV =rdrdfdz

‘= Exempel 1 — volym under paraboloid z = x? +y2 inne i cylindern x? +y2 <1

Omradet ar den del av rummet som ligger under paraboloiden, ovanfér z = 0, och
inom enhetscylindern.

I cylindriska: x> + y? = r?, s& paraboloiden blir z = r?. Omradet ar

Réakningen.

21 1 r? 2 1 21 1

V= ([ rdzdrdd=( [ r-r*drdd=( [ r’drdo.
0 00 0 0 0 0

Inre; fol r3dr = }1. Yttre; faktorn 27t. Alltsd

V =2n

Lo
4|2

Rimlighetskoll. En cylinder med radie 1 och héjd 1 har volym it = 3,14; vart omrade ar en halv
sadan cylinder (paraboloiden klipper bort halften), och 7t/2 =~ 1,57 stammer.
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4. Sfariska koordinater
x = psin ¢cos 0, y =psin ¢sin6, Z = pcos @,
med p > 0, @ € [0, ] (polvinkel fr&n +z-axeln) och 8 € [0, 211) (azimutvinkel i xy-planet).

En direkt determinantrakning ger

dV = p*sin ¢pdpdpde

2 Vinkelkonvention

d) mats fran positiva z-axeln (polvinkel), 0 &r azimutvinkeln i Xy-planet. Vissa bocker byter
rollerna p& @ och 6 — kontrollera alltid bokens definition innan formeln anvands.

&) Geometrisk bild av p? sin ¢
Ett litet sfariskt rektangelelement har sidor:

e radiell: dp
e polar (cirkelb&ge i meridian): p d@
e azimutal (cirkelbage p& en parallell): p sin ¢ dO

Volymen blir produkten: dp * pd¢ * psin ¢db = p? sin ¢ dp d¢ db. Faktorn sin ¢ kompenserar
for att azimutalcirklarna krymper mot polerna.

:= Exempel 2 — volymen av en boll med radie R

Bollen B = {(x,y,z) : x* + y? + z2 < R?} blir i sfariska
B:0<p<R, 0<¢<m 0<6<2nm

Medf = 1:
2n m R

V=[ [ p’singdpdpdo.

Eftersom integranden separerar:
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21 s R
V= do-[ singdp-[ p°dp= ‘—1R3.
0 0 0 3

—— —m— —\—
=2n =2 =R%/3

Det ar den valkanda volymformeln. Variabelbytet ger den i tre rader.

:= Exempel 3 —integral av z 6ver halvbollen
Berakna [[] zdV dar V &rden 6vre halvbollen {x* + y> +z?> < 1, z > 0}.
v

I sfariska blir z = p cos @, och 6vre halvan ger 0 < ¢ < 71/2:

2m m/2 1

ffvadV :fo fo fo (p cos @) p° sin ¢ dp ddo.

Separation:

2 /2 1

= nd@-j sin pcos pd@- [ p*dp.
0 0 0

. [do=2m.
o (™ sin@cos pdd = [ sin? d)]n/2 =L
0 2 0 2

_1

° Io P3 dp e

Alltsa

n
i) de=2n-%'}1=.

\4

Tolkning. Med massam = %n (halvbollens volym vid konstant densitet 1) blirz = % =

masscentrum fér en halvboll med radie 1 ligger pa hojd 3/8, ett valkant resultat.

5. Generaliserade sfariska kooxrdinater (ellipsoid)

For en ellipsoid

anvander man

x=apsin¢cosh, y=bpsin@sinh, z=cpcos @,
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vilket ger Jacobianen abcp? sin ¢, dvs.

dV = abcp® sin ¢pdp d¢do

:= Exempel 4 — volymen av en ellipsoid

Medf =1ochp € [0,1], ¢ € [0,n], 6 € [0, 2n):

2 w1
V=[ [ [ abcp’sinpdpd@pdd =abc-2n-2- % =| Snabc |
0 00

Specialfalleta = b = c = R ger %T[R3 — bollvolymen.

6. Sammanfattning

Byte Formler dv

Cylindriska x=rcosf, y=rsinf, z=z rdrdfdz

Sfariska x=psin@cosh, y =psin ¢sinh, z=pcos¢p p’sin pdpdPdo
Generaliserade sfariska  x = ap sin ¢ cos 0 etc. abc p? sin pdp dp do

¢) Strategin pa en rad

Cylindersymmetri kring en axel = cylindriska. Sférisk symmetri kring en punkt = sfériska. Ellipsoid

= skala forst, sfdriska sedan.

Lasning

e 15.6 Change of Variables in Triple Integrals
e Sfariska koordinater
e Cylinderkoordinater

Se aven

e Trippelintegraler
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e Variabelbyte i dubbelintegraler
e Polara koordinater
e Dubbelintegraler

Resurser

e Khan Academy: Triple integrals in spherical coordinatestz

e Wikipedia: Spherical coordinate systemtz
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Vektorfalt

#matematik #flervariabelanalys #vektoranalys

Kurs: M0O068M Forkunskaper: Funktioner av flera variabler

1. Idén bakom ett vektorfalt

Envanlig funktion f : R"™ — R ger ett talivarje punkt — ett skalarfalt. Ett vektorfalt gér samma sak,
men ger en vektor i varje punkt.

Grundtanken

Forestall dig en vatska i rérelse: i varje punkt har vattnet en hastighetsvektor. Det ar ett vektorfalt.
P4 samma satt har gravitationen, elektriska falt och magnetfalt en riktning och styrka i varje punkt
— alla ar vektorfalt.

Surface: Velocity magnitude (m/s) Streamline: Velocity field Arrow Surface: Velocity field

i ‘ . . . . ‘ ‘ ‘ . . . ] 002
x107
0.9} 2
0.8f 1.8
0.7} 1.6
o6l 1.4
1.2
0.5}
1
0.4f
0.8
0.3}
0.6
0.2}
0.4
o1y 0.2
or | . . . . ‘ ‘ ‘ . . . . o
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 22 YO

Hastighetsfalt i pordst medium.
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2. Definition

Ett vektorfalt ar en avbildning som tilldelar varje punkt i rummet en vektor:
F:R" >R,  F(xy)=PKxy), Qxy),

elleri3D

F(xy,2) = (P(x,y,2), QX,¥,2), R(x,y,2)).
2 Notation

Viskriver F = P+ Qj\ +RRellerF = (P, Q, R) omvéaxlande. Komponenterna P, Q, R ar

vanliga skalarfunktioner.

‘= Exempel — filtet ﬁ(x,y) = —y1+x)

ﬁ=[;y].

For att veta vart en “partikel” i (1, 0) skulle réra sig stoppar man bara in punkten:
- 0
F(1,0) = [1] :

Vektorn pekar uppat. Raknar man fler punkter syns att faltet roterar motsols kring origo med

vaxande styrka mot kanten.

Typiska exempelfdlt

e Hastighetsfalt i en vatska.
o Kraftfalt (gravitation, elektriskt).
e Gradienten Vf av en skalarfunktion.

3. Integralkurvor — kurva som foljer faltet

En naturlig fraga &r: vilken kurva r'(t) = (x(t), y(t)) har F som tangent i varje punkt? Vi kraver

7'(t) = A F (F(D).

Med F = (F1, Fy) ger detta
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och genom att dela ekvationerna elimineras parametern:

dy_Fz

Fidy =[ Fydx.
dx F1 fl)’fzx

For exemplet F = —y/l\ + xj\ ger detta cirkulara floédeslinjer kring origo (radien bevaras), vilket stammer
med bilden av en stelkroppsrotation.

Roterande falt: F = (-y; x)

Rotationsfritt falt (utanfor origo): F = (-y; x)/(x* + y?)

1. ..+~

P T

NN
////-/""‘"_"k\\\\\\ P O N NI NERN
VA A A NN PRV S SR SN A T
///zzrr“_—_:"“\\\\ FERRRSESESPEPEPEE N N N N

05/ 4vcva” Sy AR A 05 /i ¢vvvw” SNA A

’ UL U S ; N
J /e \ Ly \
vy v ANR TR
J o4 \‘\‘1 Ly \““‘
/ \ , \
$led [

> Olllly Pttt O‘ll‘i' \TTTr
L ettt l$¥&‘\ ittt
VL oy ///Iff NN //;,,,
NSRRI ot r bt NENRRNEY JSrrtr

N 4 N\

05 v vva s e SFrsr -0,5 v v v v NS T sy
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-1 \\\\\\“-’_'”"/'/v//// e N T T o e el P
-1 -0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1

X X

Vektorfdlt med synliga flodeslinjer.

4. Konservativa falt och skalar potential

¢) Definition

F kallas konservativt om det finns en skalrfunktion @ — en potential — sa att
F =V¢.

@ ar en sorts “primitiv” till 1*:; den bestams upp till en konstant.

Konsekvens — vagoberoende

For ett konservativt falt galler

| F - dr = ¢(F(b)) - p(F(a)),

dvs. kurvintegralen beror bara pé dndpunkterna, inte pa vagen. Som specialfall blir §C F-di=0
langs varje sluten kurva.
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:= Exempel — hitta potential till E = (y, x, z2)

y
Visoker @saattVp=F = | x |. Det ger systemet

L=y = ¢=xy+C(y,2),
=x = ¢=xy+D(xz),

=2 = ¢=17+Exy).

Sammanfogning ger

¢ = xy + 1z° | (+ konstant).

Konstanten i forsta raden skrivs C(y, z) eftersom den far bero pa de variabler som inte deriverats;
dessa beroenden hittas nar de évriga ekvationerna anvands.

Kontroll: V@ = (y, x, z2) = F . Stammer.

5. Test for konservativitet

For ett 2D-falt F = FiT+ sz\ med F = Wq) maste blandade andraderivator av @) stimma:

0F, 0°¢ 0’9 OF,

dy 0dydx 0xdy Ox

¢) Nodvandigt villkor

0F, _0F,

oy 0x

Om likheten inte géller &r F inte konservativt. Fér 3D kontrolleras alla tre permutationer; det
racker att hitta ett par som inte stammer for att utesluta konservativitet.

O\ Nodviandigt — inte alltid tillrackligt

Villkoret ar nédvéndigt, men for omraden med hal (t.ex. R \ {0}) racker det inte. Se virvelfaltet i
Greens sats — dar galler villkoret men faltet ar anda inte konservativt globalt.
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— 2
:= Exempel —visaatt F = X} + Zyj\ + z2R inte &r konservativt

Antag motsatsen, dvs. F = V¢ for ndgot ¢. D& maste blandade andraderivator stimma, t.ex.

oF
° Z-1 :X2eX2y’
oy
oF, _ .
ox

Eftersom dessa inte ar lika ar 15 inte konservativt. Det spelar ingen roll vilket par av komponenter
man jamfor — valj det par som ser enklast ut.

6. Nar faltet ar “nastan” konservativt
Inte alla falt ar konservativa, men ett falt kan ofta delas upp som
F=V¢+G

dar §¢ ar den konservativa delen och é ar resten. Den konservativa delen ger noll kring slutna kurvor,
sa bara G-delen behoéver beraknas direkt.

‘= Exempel — Stephans "weird example"

Berakna
$ F - dr, C : 4x* +y* = 4, motsols,

dar

= e¥siny + 3y

F :[excosy+2x—2y]'

Konservativitetskoll. Om faltet vore konservativt vore svaret 0. Vi testar:

OF

o —1 =e*cosy + 3,
ay
oF,

e — =e¢*cosy+2.
0x

Inte lika — alltsd inte konservativt. Men det ar ndra.
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Tricket. Identifiera den konservativa delen C = ﬁgb med
@ = e siny + 2yx — y%,
sd att
F_
F=C+I[]].
[
Da blir

$ F-dr=¢ C-dr+¢ []-dr.
G @ CO
N—_——

=0

2
Parametrisera ellipsen. Fran 4x? +y2 = 4 foljer X2+ yz =1,s4

X = Cost, y = 2sint, t € [0, 2m].
Da blir

T

" Dsint, —sint g
ldt=[ —2sin’tdt.
0

y . _): .
§c[0] 2 IO [ 0 ][2cost
Med —2 sin® t = cos(2¢) — 1:
2

[ (cos(2t)-1)dt=0-2n = ﬁ
0

2 . . . o .
Termen [ " cos(2t) dt blir noll eftersom det ar integration 6ver tva hela perioder.

Jamfor. Samma exempel rdknas i Greens sats med en ren dQ/dx - dP/dy -rakning. Bada

metoderna ger —21t.

7. Sammanfattning

Begrepp Formel / villkor
Vektorfalt F :R" > R"
Potential F=V¢

Konservativitet (2D, nédv.) 0F/0y = 0F,/0x

Vagoberoende Je V¢ dF = ¢(b) - P(a)
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Begrepp Formel / villkox

Slutna kurvor (konservativt) §C F-di=0

Lasning

e 16.1 Vector and Scalar Fields
e 16.2 Conservative Fields

Se aven

e Gradient och riktningsderivata
e Divergens och rotation

e Kurvintegraler av vektorfalt

e Greens sats

Resurser

e 3BluelBrown: Divergence and curlz — geometrisk intuition.
e Khan Academy: Vector fields
e Wikipedia: Vector field&
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Kurvintegraler

#matematik #flervariabelanalys #integral

Kurs: MO068M Férkunskaper: Parametriserade kurvor, Integraler

1. Idén bakom kurvintegralen

Vanliga integralerjab f(x) dx summerar funktionsvarden langs ett rakt intervall pa reella linjen.
Kurvintegralen generaliserar detta till en krokig védg i planet eller rummet.

Grundtanken

Tank dig en bojd vajer som féljer en kurva C, och en densitet f(x, y) som varierar langs vajern.

Massan blir summan av “lite langd * lokal densitet” — och det ar precisfC f ds.
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ytan z=f(x, y)
. gardin med arean [ fds
mmmm kurvan Ci xy-planet
mmmm hojdkurvan z= f(r(f)

15

A S Ls

2. Definition

Féren kurva C : 1(t), t € [a, b], och en skalarfunktion f definierad pa C:

b
fc fds=[ fEo)Ir©ladt

dar ds ar ett bdgldngdselement.

Hirledning av ds

En liten bit av kurvan motsvarar ett litet steg At i parametern. Pythagoras langs kurvan ger

dx * dy’ ,
ds=1[(3) +(5) di= /&P + P de=[ IF ] d

dvs. baglangdselementet ar farten i parametriseringen, ganger dt.
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2 3D-fall

Allt fungerar likadant i R* med [|7' (]| = v/(X)2 + ()2 + (z)2.

3. Oberoende av parametrisering
Resultatet beror endast pa kurvan som geometriskt objekt, inte pa hur den parametriseras. Att byta
parameter t — T(t) med T (t) > 0 ger samma varde, s& lange orientering och spar bevaras.

&) Praktisk konsekvens

Valj den parametrisering som ger snyggast rakning — du behdéver inte oroa dig for att svaret ska

bero pa valet.

4. Anvandning

e Léangd av kurva: f = 1 ger [ ds = langd(C).
e Massa av trdd med (linjar) densitet p(x, y): m = [ p ds.
e Masscentrum av traden: X = % Jcxpdsetc.

fds.

e Medelvirde av f langs kurvan: f = WE(C) Je

5. Exempel
‘= Exempel 1 — langden av en halvcirkel (sanity check)

Lat C vara dvre halvan av enhetscirkeln. Parametrisera i(t) = (cost, sint), t € [0, ]. D&

7'(t) = (- sint, cost), I7'@© = V/sin®t + cos? t = 1.

Langden:

T

[ ds={ 1dt=[r]
c 0

Stammer — halvomkretsen av enhetscirkeln ar just 7.
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:= Exempel 2 — massa av vajer med inhomogen densitet

Finn massan av en vajer som féljer y = x° fran (0, 0) till (1, 1) med densiteten p(x, y) = .
m={ p(xy)ds.
c

Parametrisering. Satt x(t) = t, y(t) = t* fort € [0, 1], s&

— t i

7o) =[], |7 @] = 1+ 4.
Rakningen.

1 ' 1
m={ x@©|F @©®|dt=] tv/1+4tdt.
0 0

Substitutionen u = 1 + 4¢2, du = 8tdt ger

1 u=5 5|

1 1.2 1
[ t/1+42dt=-[ udu==[u*?] = =(V5-1).
0 87,1 83 , 12

Alltsa
-1
okl 0,847 |.
12

Rimlighetskoll. Vajerns langd éirfo1 V1 + 4t2 dt = 1,48, och densiteten varierar fran 0 (i origo) till
1 (i (1, 1)). En medelmassa skulle ligga kring 0,5 * 1,48 ~ 0,74 — vart svar 0,85 ar ndgot hogre,
vilket stammer med att den tjockare delen av vajern (hog x) ocksa ar langre eftersomy = x° ar
brantare dar.

‘= Exempel 3 — medelvarde av héjd dver en spiral

L&t C vara en hel cirkel av radie R i xy-planet. Berdkna medelvardet av f(x, y) = x? langs C.

Parametriserax = Rcost, y = Rsint, t € [0, 2r]. D& |7 (0)]| = R, och

2n 2
[ X*ds=[ (Rcost)>*Rdt=R*[ cos’tdt=R® m=nR>
c 0 0

Langden av C ar 2R, s& medelvéardet blir

|
Il
|
E
w
Il
|';U
N

N
3

)
N
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Tolkning. Eftersom medelvardet av cos? éver en hel period ar 1/2, far vi x2 = R?/2. Det & samma

resultat som av symmetriskal X2 = y2 = (x2 + y2)/2 = R%/2.

6. Metodik — steg for steg

&) Hur man réknar [ f ds

1. Parametrisera kurvan C med r(t), t € [a, b]. Valj den parametrisering som goér
rakningarna minst smartsamma.

2. Rakna farten ||7'(0)||.

3. Uttryck integranden f langs kurvan: f(7(t)).

b — !
4. Berakna enkelintegralen [ f(F(1)) |7 (t)]| dt.
5. Sanity-check. For f = 1 ska du fa langden av C.

/N Vanliga fallgropar

o Glomt |7 (0)]| — utan den blir resultatet fel storleksordning.
¢ Felaktig t-intervall som tacker kurvan flera ganger eller bara delvis.
 Raknat [ f(t) dtistallet for [ f(r(t)) ds — funktionsvardet i punkten, inte i parametern.

Lasning

e 16.3 Line Integrals

Se aven

e Kurvintegraler av vektorfalt
e Parametriserade kurvor
e Baglangd och rotationsarea

Resurser

e Khan Academy: Line integrals
e Wikipedia: Line integralm
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Kurvintegraler av vektorfalt

#matematik #flervariabelanalys #vektoranalys

Kurs: M0068M Forkunskaper: Vektorfalt, Parametriserade kurvor

1. Definition

For ett vektorfalt F langs en orienterad kurva C : 7(t), t € [a, b] definieras

b
[ F-di=[ F@F®) 7 @dt
C a

Tolkningen ar arbetet utfort av kraftfaltet langs kurvan.

1,5 F i omgivande omrade
m— kurva C
= tangent r'(t) langs C
= yektorfalt F vid varje punkt

0,5

-0,5
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‘= Intuitivt exempel — fisken i strommen

Tank dig ett vektorfalt som beskriver vattnets flode i en @, och en fisk som ror sig i vattnet.
Fisken foljer inte strémmen utan tar sin egen vag. Vi vill veta arbetet W = F - X, men kraftens

riktning och rérelseriktningen sammanfaller inte. Losningen ar att projicera kraftvektorn
pa rorelseriktningen,

W = |Fy| %] = |F| || cos,

och i kontinuerlig form (efter Stephans valkanda “magic”):

W=[ F-di=[ Fidx+F,dy=[ Fydx+[ F,dy.
@ (& @ G

Med
. ﬁ=[§é],
L, dr
. dr=a :
foljer
W=jCF-dF=jab1~:-Z—idt

2. Berdakningsexempel — vagbheroende
— 2 —
LatF = y2/1\+ 2xyj\ = [2);}/] och berdkna [ F - dr langs tre olika vagar fran (0, 0) till (1, 1):
C

1. C:ratalinjeny = x (enklast, enligt Stephan).
2. C: parabelny = x°.
3. C: tvarata linjesegment, forst (0,0) — (0, 1), sedan (0,1) — (1,1).

‘= Vag 1 — uppstallning

Parametrisering: x(t) = t, y(t) =t, 0 <t<1,sa
oo ot IRDU |
=01, ro=04l

Dablir[ F-dF=...
@
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(Fdrdigrékning ldmnas som évning; védgarna 2 och 3 stdlls upp pd samma sdtt.)

3. Oberoende av vag

OomF = ﬁf — allts& om faltet ar konservativt (se Vektorfalt) — galler

IC Vf - dF = f(F(b)) - f(F(a))

och integralen ar oberoende av vagen mellan andpunkterna. Som specialfall blir kurvintegralen langs

varje sluten kurva noll.

Lasning

e 16.4 Line Integrals of Vector Fields

Se aven

e Vektorfalt
e Greens sats
e Kurvintegraler
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Gxreens sats

#matematik #flervariabelanalys #vektoranalys

Kurs: MO068M Férkunskaper: Kurvintegraler av vektorfalt, Dubbelintegraler

1. Idén bakom satsen
Det finns tva naturliga satt att mata vad ett vektorfalt F “sbr” Sver ett omrade D € R?:

e Langs randen: kurvintegralen §C F - dF summerar faltets komponent langs C = 0D
— cirkulationen.

e Inneiomradet: dubbelintegralen av en lokal “swirl-tathet” 0Q/0x — 0P /0y summerar hur
mycket faltet snurrar i varje punkt.

Greens sats sager att dessa tva storheter ar samma sak. Det ar 2D-versionen av Stokes sats.
Grundtanken

Det som hander pa randen kan réaknas ut genom att summera nagot lokalt inne i D — och tvartom.
Ett globalt randvarde ar samma sak som en lokal tathet integrerad 6ver omradet.
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1,5 === randen aD (moturs)

lokal rotation 9Q/dx - aP/ay

1
0,5
> 0
-0,5
-1
$ap F-dr = [[p (3Q/0x — aP/ay) dA
-1,5
-2 -1 0 1 2
X

2. Satsen

For ett vektorfalt F = (P, Q) som ar C! p& en omgivning av D, och en positivt orienterad styckevis C*
-rand C = 0D:

~0Q op
§CPdX+Qdy—ffD(§ 3y dA

/ Positiv orientering

“Positivt orienterad” betyder att C traverseras motsols, sa att D ligger till vdnster nar man
ror sig langs randen. Vand man riktningen byter bade sidorna tecken samtidigt — likheten
galler fortfarande.

[\ F maste vara definierat 6verallt i D

Oom ﬁ har en singularitet inne i D — t.ex. blir oandlig i en punkt — galler satsen inte direkt. Da
maste man skara ut singulariteten, vilket ger en korrektionsterm. Se Exempel 3.
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3. Lokal tolkning — curlen som cirkulationstathet

Varfor ser integranden i hdgerled ut just sa? En kort heuristik: betrakta en mycket liten rektangel
R med hérn i (X, y) och sidor Ax, Ay. Cirkulationen langs randen OR, taget motsols, blir efter
linjar approximation
0Q OP
$ dr = ff (5% ——)AxAy

6R

Det ar darfér integranden i Greens sats dr just denna kombination — den mater cirkulation per ytenhet
i punkten.

Bygger man upp D av massor av sma rektanglar och summerar cirkulationen langs allas rander, sa
kancellerar alla inre kanter (varje inre kant traverseras en gang i varje riktning av tva grannrektanglar).
Bara den yttre randen C 6verlever, och man far

— 0 oP
§ Frar= 3y § Foar 20 (G-

c rektanglar OR

¢) Mnemonic

Tank p& 0Q/0x — 0P /0y som “swirl-tatheten” i en punkt. Greens sats sager: summa av lokal
swirl = total cirkulation kring randen.

4. Kopplingen till curl
P4 svenska ar det rot(l5 ) = "rotationen av Fr

Integranden i hogerled ar exakt ﬁ-komponenten av curlen V x F nar F ses som ett 3D-falt (P,Q,0):

(O A
IxF=19 9 9
ox dy 0z
F, F, F;

Med F3 = 0 férsvinner - ochﬁ\-komponenterna och kvar blir

vxﬁ an aFl)k
0x

Swirliness ar trademark av Stephan.
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VECTOR REVIEW: DIVERGENCE &
CURL OF A VECTOR FIELD

0 - 7T, ok

: ,;A
Y\T/v vxiio| @ T‘M « VY
K¢\ ox

y

/

K’i/
\

N Qo s
NY: g)‘Q) E )

ov, oV, o,
+—2+
ox oy oz

-V

<

Greens sats kan darfor skrivas

§ F-di=] (VxF)-RdA,

C D

vilket ar precis hur 3D-versionen (Stokes sats) ser ut for en plan yta i xy-planet

5. Specialfall — area

Satt P = —y/2, Q = x/2. D4 blirintegranden

sa dubbelintegralen reduceras till arean. Det ger

—35 (xdy —y dx)

N

dvs. arean av D lases av direkt fran en kurvintegral langs randen

‘= Exempel — arean av en ellips via Greens sats

Berdakna arean av ellipsen
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J Lésning

Parametrisering av randen (motsols):
x(t) = acost, y(t) = bsint, t € [0, 2m].
Da blirdx = —asintdtoch dy = b cos tdt, sa
xdy —y dx = (acos t)(b cos t) dt — (bsin t)(—asin t) dt = ab(cos® t + sin’ t) dt = ab dt.

Greens sats ger

1 21
$ (xdy-ydx)=—=[ abdt=| nab |
c 27

A=

N| =

Rimlighetskoll. Fora = b = R (cirkel) blir A = mR2. Stammer.

6. Exempel
:= Exempel 1 — verifiera Greens sats for F = —y/l\ + xf

Lat D vara enhetsskivan och C = 9D enhetscirkeln, motsols. Berakna bade § . F - dFoch
I ,(0Q/0x — 0P /dy) dA och visa att de ger samma varde.

J Losning

Vinsterled (kurvintegralen). Parametrisera x = cost, y = sint, t € [0, 2m]:

= o\ _ —Sint .« —sint
FrO) =0 1, TO=[_ !
. 21 2n
$§ F-dr=[ (sin®t+cos’t)dt=[ 1dt=2m.
(& 0 0

Hoégerled (curl-integralen). Med P = —y, Q = x:

0Q 0P _ B
x oy -lCn=2

Alltsa

[ 2dA=2-m-1%=2n.
D
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Bada sidor ger — Greens sats verifierad.

Tolkning. Curlen ar 2R overallt, sa faltet “snurrar” likformigt med konstant cirkulationstathet
2. Det stimmer med bilden av F = —y/1\+ Xj\ som en stelkroppsrotation kring origo.

:= Exempel 2 — nar det ar enklare att ga via Greens sats

Berdkna
¢ (e*siny + 3y)dx + (e* cosy + 2x — 2y)dy
o

langs ellipsen 4x° + y* = 4, motsols.

¢ Lésning

Direkt parametrisering blir blodigt — men Greens sats ger en genviag. Med P = e*siny + 3y
och@Q =e*cosy + 2x — 2y:

0Q
_:X 2 _:X
F e cosy + 2, 5 e cosy + 3,
sa
¢g_ oy
ox 0y

De obehagliga e*-termerna kancellerar — det som blir kvar ar konstant. Da blir
§ Pdx+Qdy=[[ (-1)dA = —area(D).
c D

Ellipsen 4x> + y? = 4, dvs. x*> + y?/4 = 1, har halvaxlara = 1, b = 2, sd area ar mab = 2
. Alltsa

$ F-dr=[-2n]|
(@

Jamfor. Samma exempel raknades i Vektorfalt genom att splitta 13 i en konservativ del plus
en rest — den vagen kravde att man gissade en potential. Med Greens sats reduceras hela
problemet till derivering och en kand area.
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:= Exempel 3 — virvelfaltet, och varfér singulariteten spelar roll

Betrakta faltet

= Y A X A
F = I+
X2+y2 X2+y2]

Berékna 0Q/0x — 0P /dy och § . F * dF langs enhetscirkeln motsols. Férklara varfér Greens sats
inte verkar galla.

¢ Lésning

Curlen. En direkt rakning ger

0Q (P+yH)-x-2x  y*-x?

X GEry (R
0P _ —(x*+y)=(=y):2y  y =X
dy (x2 +y2)2 (2 +y2R’

s& 0Q/0x — 0P /dy = 0 6verallt dar faltet &r definierat.

Vad ger kurvintegralen? Langs enhetscirkeln X = cost, y = sintarx* +y? =1, sa F =
(= sint, cos t), samma som i Exempel 1. Alltsd

§ F-dr=2
©

=

=

Paradox? Curlen &r noll 6verallt i D, men ffc F - dF = 21 & 0. Greens sats verkar bryta.

Uppldsning. 13 ar inte definierat i origo, som ligger inne i D. Férutsattningen i §2 — att 13 ar
C! pé hela D — ar darmed inte uppfylld, och satsen ger inget direkt utfall har. Vardet 27 ar
“ingangen” fran singulariteten i origo.

¢) Tolkning

Det har exemplet visar att lokal information (curl = 0) inte réicker for att rakna ut globala
kurvintegraler om omradet har hal. Talet 21t ar ett topologiskt fingeravtryck — det
raknar hur manga varv C gar runt origo.
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‘= Exempel 4 — polara koordinater

Berakna

$ (x—y)dx+(®+x%)dy,
G

3

darF = [;3 . x3] och C ar randen, motsols, till kvartskivan D med radie 2 i forsta kvadranten.

¢ Lésning
Notationen ¢ &r ledtraden att Greens sats ska anvandas:

$ p’.d,vzﬂ @_Bﬂ )
C p Ox 0Oy

Med F1 = x—y3och Fp = y3 + x3:

oF, _oF;

v — 232 _ (—32) = 2(x2 + V2
x  dy 3x° = (=3y°) = 3(x" +y°).

I polara koordinater x =rcos@, y =rsinf, dA = r dr dob:

, , _ n/222. _ .n_r42_ o,
[ 36*+y»dA=3] [ r*-rdrdd=3-=-[—] =3-=-4=|6n|
b o o 2 4 2

0

‘= Exempel 5 — triangelomrade, tre ratlinjiga sidor

Lat C beteckna den moturs orienterade kurva i planet som med rata linjer forbinder punkterna
A=(-1,0),B=(0,-1),P =(1,1).Berakna

$ xydx+ (x> +3x)dy.
c

¢) Ledning 1 — Greens sats

§ Adx+Bdy=[ B-%a
c p 0Xx 0y

¢) Ledning 2 — dela upp randen
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dérCl :A_B,C2 :ﬁ,CE; :m.

¢ Lésning

Saknas i underlaget — fyll i néir forfattaren réknat klart.

7. Strategi
¢) Nar ar Greens sats anvandbart?
Anvand Greens sats nar:

e Kurvintegralen ar besvérlig att parametrisera direkt, men 0Q/0x — 0P /0y &r enkel
(Exempel 2).

e Omradet D ar geometriskt enkelt sa att dubbelintegralen blir rattfram.

e Du vill rakna en area fran en parametrisering av randen (specialfallet i §5).

Anvand den omvédnda riktningen — kurvintegral istallet for dubbelintegral — nar:
e Dubbelintegralen ser jobbig ut men randen ar enkelt parametriserbar.

Och kontrollera alltid att 13 ar C! pa hela D. Singulariteter kraver sarbehandling (Exempel 3).

8. Sammanfattning

0Q OP
$§ Pdx+Qdy=[[ (5~ =-)dA
c p 0x 0Oy
Specialfall val av (P,Q) Resultat
Allmant godtyckliga C'-funktioner  cirkulation = curl-integral
Area P =-y/2, Q=x/2 A=3¢(xdy-ydx)
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Specialfall val av (P,Q) Resultat
Cirkulation av rotation P =-y, Q =x ¢ =2 - area(D)
Lasning

e 17.3 Green’s Theorem in the Plane

Se aven

e Stokes sats

e Gauss sats

e Kurvintegraler av vektorfalt
e Vektorfalt

e Divergens och rotation

Resurser

e 3BluelBrown: Divergence and curlz — geometrisk intuition fér curl och Greens sats.
e Khan Academy: Green’s theoremm
e Wikipedia: Green’s theoremm
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Parametriserade ytor

#matematik #flervariabelanalys #yta

Kurs: M0068M Forkunskaper: Parametriserade kurvor, Partiella derivator, Kryssprodukt

1. Fran kurvor till ytor

En parametriserad kurva beskriver en endimensionell vag i rummet via en parameter t. Att
parametrisera en yta ar samma idé, men man behdver tvd parametrar — en langs varje “riktning” pa

ytan. Resultatet ar en avbildning

x(u, v)
ru,v)=|yuv) |, (u,v) € D c R?
z(u,v)

som rullar ut det plana omradet D tillen yta S i R>.
Grundtanken

Tank pa (u, v) som “koordinater pa ytan”. Nar u varierar med v fastnat ritar du en kurva som léper
i en riktning O6ver ytan, och tvartom nar v varierar. Ytan ar hela bunten av sadana kurvor.
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ytanS=r(y, v)
= (-kurvor (paralleller)
= -kurvor (meridianer)

I bilden ser man en sfar parametriserad med polvinkel och azimut — meridianerna ar v-kurvor (varierar

u) och parallellerna ar u-kurvor (varierar v).

2. Standardexempel

2.1 Graf av en funktion

Om ytan &r grafen z = f(x, y) &r parametriseringen sjalvskriven:

u
r(u,v) = v
f(u,v)
2.2 Sfar av radie R
Rsin ¢cos 6
A($,0)= | Rsingsinf |, ¢ €[0,nl, 6 € [0,2n).
Rcos ¢

Har ar ¢ polvinkel och 0 azimut — samma struktur som sfariska koordinater.
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2.3 Cylinder av radie R

Rcos0
r(0,z) = | Rsin6
z

, 0 € [0,2n), z € [a,b].

2.4 Rotationsyta
Omenkurvaz = g(r), r € [ro, r1] roteras kring z-axeln blir ytan

rcosf
r(r,0)= | rsin@
g(r)

Paraboloiden z = x> + y? ar detta med g(r) = r?.

3. Tangentvektorer och normal

I varje punkt pa ytan har man tva naturliga tangentvektorer — en langs varje parameterriktning:

oF oF

Fu:_ FV_E.

ou’

De spanner upp tangentplanet till ytan i punkten. Deras kryssprodukt ger en normalvektor:

—

n=r,xr,
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B . tangent lAngs u-kurvan
. r: tangent langs v-kurvan
EEEN normalenn=r, xr,

o P=r(up Vo)

&) Kryssproduktens langd dr arean

||Fu X 1y " du dv ar arean av den lilla parallellogram som de tva tangentvektorerna spanner upp.
Det ar detta som blir arealelementet dS nar man integrerar 6ver ytan — se Ytintegraler.

/N Singuldra punkter

om 7, x ¥, = 0 nigonstans ar parametriseringen degenererad dar. Det hinder t.ex. vid sfarens
poler. Det ar inget allvarligt om det bara sker pa en mangd med area noll — integraler bryr sig inte
om sadana punkter — men man bor vara medveten om det nar man raknar.

4. Arealelementet

Den lokala “areavikten” som féljer med en parametrisering ar

dsS = ||F, x 7| dudv
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Specialfall — graf z = f(x,y)

Med (u, v) = (u, v, f(u, v)) blir

1 0
=101, =111,
fu fv
och en direkt rakning ger
_fu
rexr, = =], |7, < 7l = /1 + 17 + £
1

Alltsa

dS =4/1+f;+fdxdy (graf-fallet)

Det ar vart att lagga pa minnet — det dyker upp i alla ytintegraler 6ver en graf.

Specialfall - sfar av radie R
For sfarparametriseringen i §2.2:
Fg X Ty = R*sin @A, dS = R*sin ¢ d¢ db.

Det stammer med sfariska koordinaters vinkeldel.

5. Orientering

Valet av parametrisering bestammer ocksa ytans orientering — riktningen pa normalvektorn. Om man
byter parameterordningen fran (u, v) till (v, u) vander normalvektorn (eftersom 7, X 1, = =T, X I,).

Detta ar viktigt for flodesintegraler och fér Stokes sats; se Orientering (kurvor och ytor) for detaljer.

6. Raknemetod

&) Hur du jobbar med en parametriserad yta

1. Skriv ner r(u, v) och (u, v)-omradet D.

2. Rakna 1y, och I, komponentvis.

3. Rakna kryssprodukten 7, X 1.

4. Ta langden for dS, eller behall vektorn for flodesintegraler.
5. Satt upp dubbelintegralen 6ver D med ratt arealvikt.
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:= Exempel — area av en paraboloid-cap
Berakna arean av den del av paraboloiden z = x° +y2 som ligger under planetz = 1.

Parametrisering. Anvand grafform:

X
r(x,y) = y , x,y) €D = {x* +y2 <1}.
X2+

Arealelement. Med f(x, y) = x* + y* farvif, = 2, f, = 2y, s8

dS = /1 +4x% + 4y? dx dy.

Rakningen. Byt till polart:

2 1

area=J[ dS=[ [ 1+4r’rdrdf.
D 0 0

Inre integralen med substitutionen u = 1 + 4r2, du = 8rdr:

. %(53/2_1): 5\/5_1
3 12

Q=

1 1 S
J r\/1+4r2dr=§f Vudu =
0 1

Yttre faktorn 27 ger

area = ‘ g(sx/ﬁ ~1) |~5,33.

‘= Exempel — area av en sfar (sanity check)

Med sfarparametriseringen och dS = R? sin ¢ d¢ dO:

2n

area=[ [ R’sin@d¢dd=R*-2m-2=|4nR’|.
0 0

Den klassiska formeln, ut pa tre rader.

Lasning

e 16.5 Surfaces and Surface Integrals

Se aven

e Parametriserade kurvor
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e Ytintegraler

e Flodesintegraler

e Orientering (kurvor och ytor)
e Kryssprodukt

Resurser

e Khan Academy: Surfaces and parametrizations=
e 3BluelBrown: Manifolds and parametrizationsz — generell intuition.
e Wikipedia: Parametric surfacem
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Ytintegraler

#matematik #flervariabelanalys #integral

Kurs: MO068M Forkunskaper: Parametriserade ytor, Dubbelintegraler

1. Idén — integrera 6ver en yta istdllet f6r ett omrade

En vanlig dubbelintegral summerar funktionsvarden over ett plant omrade D C R?.En ytintegral gor
samma sak, men 6ver en krokt yta S i rummet. Tva naturliga tolkningar:

e Massa: om S &r ett tunt skal med ytdensitet p(x, y, z) ar massan [[ ¢ pdS.
e Medelvarde: om f representerar en storhet (temperatur, héjd, ...) langs ytan ar dess medelvarde

ey s fdS.

Konstrukten ar direkt analog till kurvintegralen fC f ds — bara att vi summerar 6ver en 2D-yta istéllet
for en 1D-kurva, och baglangdselementet ds ersatts av ett arealelement dS.

Grundtanken

Il s f dS summerar f langs ytan, vagt med den lokala arean. Nar f = 1 far man ytans area.

2. Definition via parametrisering

Lat S vara given av en parametrisering r(u, v), (u,v) € D. Da definieras

ﬂsfds :ﬂDf(F(U,V)) 7 < 7| dudv

Faktorn ||7, X 7, || &r den lokala arealférstoringen — hur en liten rektangel du dv i parameterplanet blir
nar den lyfts upp pa ytan.
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ytan S
areaelementet dS
., du

— r dv

I bilden visar den lilla parallellogrammen exakt detta: I, du och I, dv spanner upp en liten yta vars
area ar |7, x 7 || dudv = dS.

3. Anvandbara specialfall

Graf z = f(x,y) éver D C R?

Med parametriseringen 7(x, y) = (X, Y, f(x,y)) blir

ffs gds = ffD gy, fe, YN/ 1+ 2+ 7 dxdy

Sfar av radie R

Med F(¢, 0) och dS = R? sin ¢ d¢p db:

2m 1

Ifsgd5: fo fO g(F(¢, 0)) R* sin pd ¢ dé.

Cylinder av radie R, héjd h

Med F(8, z) och dS = R df dz:
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h 2n
Il gdS=[ [ ¢g(Rcos6,Rsin6,z)RdIdz.
s 00

4. Egenskaper

Ytintegralen arver de vanliga raknereglerna fran dubbelintegralen:

o Linjaritet: [[ (af +Bg)dS =a [[fdS+ B [[, g dS.

e Additivitet: omS = S; U S, med S; n S, av area noll, summerar integralen.

¢ Oberoende av parametrisering: vardet beror bara pa S som geometriskt objekt, inte pa det val
av r(u, v) man rékade gora (sa lange den tacker S bijektivt utom p& en mangd med area noll).

e Oberoende av orientering: till skillnad fran flédesintegralen byter inte ffs f dS tecken om man

vander normalen. Det ar en skaldr ytintegral.

5. Exempel

‘= Exempel 1 — yta av halvsfar

Berakna [[ zdS dar S &r 6vre halvan av enhetssfaren.
S

Parametrisering. Med @ € [0,71/2], 6 € [0, 2n):
Z = cos @, dS = sin ¢d¢db.

Réakningen.
2n /2
[l zdS=[ [ cos@sin@pdpde.
S 0 0
Separation:
/2 2
=2n-[ cos@sinpdp=2n-[5sin’p] =2n-31=[n]
0 0

Tolkning. Halvsfaren har area 27, sa medelhéjden 6ver halvsfaren blir /2 = 1/2 —
masscentrum for en halvsfarisk skal ligger pa hojdenz = 1/2.

:= Exempel 2 — area av paraboloid-cap (samma som i Parametriserade ytor)
Beriknaareanavz = x> + y* underz < 1.

Med grafformeln och polart byte blir
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2 1

area=| [ /1+4r’rdrdf= g(S\/g—l).
0 0

‘= Exempel 3 — massa av ett halvsfariskt skal

Ett tunt skal S: halvsfaren x> + y? + z2 = R?, z > 0 har ytdensiteten p(x, y, z) = z.
Bestam massan.

Med sfarparametrisering: z = R cos ¢, dS = R” sin ¢ d¢@ db. Eftersom z > 0 kraver ¢ €
[0, 1/2].

2m m/2

m=[[ pdS=[ [ Rcos¢-R*sin¢dpdo.
S 0 0

Separation:

/2
= 2nR3f0 sin cos pd¢ = 2nR’ - 1 = |nR>|.

Rimlighetskoll. Skalet har area 2TR? och densiteten varierar fran 0 vid randen till R vid toppen —
medeldensitet R/2 ger massa nR3. Stammer.

6. Metodik — steg for steg
&) Rakneschema for [[ fdS

1. Valj parametrisering r(u, v) och omradet D.

2.Berdkna dS = ||F, x F,|| du dv — eller anvand specialformlerna i §3.
3. Uttryck f langs ytan: f((u, v)).

4. Skriv ner dubbelintegralen 6ver D och berakna iterativt.

5. Sanity-check med f = 1 — d& ska du fa area(S).

/N Vanliga fallgropar

o Glémmer |, X 7, || — utan den blir resultatet bara dubbelintegralen i parameterplanet.
e Anvander dS = dA utan att fundera 6ver krékningen — funkar bara for plana ytor.
¢ Slarvar med definitionsmangden D, sa att ytan tacks dubbelt eller missas.
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Lasning

e 16.5 Surfaces and Surface Integrals

Se aven

e Parametriserade ytor

e Flodesintegraler

e Dubbelintegraler

e Kurvintegraler

e Variabelbyte i trippelintegraler

Resurser

e Khan Academy: Surface integralst
e Wikipedia: Surface integralez
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Flodesintegraler

#matematik #flervariabelanalys #vektoranalys

Kurs: M0068M Férkunskaper: Vektorfalt, Parametriserade ytor, Ytintegraler, Orientering (kurvor
och ytor)

1. Idén — hur mycket “rinner igenom”?

Tank dig att 15 ar hastighetsfaltet i en strommande vatska. Genom en yta S flédar det med en viss takt
— sa och sa manga liter per sekund. Flédesintegralen méater exakt den takten. Mer abstrakt: den mater
hur mycket av F som passerar S, raknat med tecken efter en vald sida.

Tre saker att halla isar:

e StorlekenavF i punkten styr hur stor den lokala genomstromningen ar.

e Riktningen av F relativt ytan avgor om det raknas som fléde genom — bara komponenten
vinkelrét mot S bidrar.

e Orienteringen av S (vilken sida som ar “ut”) bestammer tecknet.

Grundtanken

Endast ﬁ:s normalkomponent bidrar till flodet. Tangentialdelen “glider langs” och passerar
aldrig ytan.
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ytan S
= yektorfaltet F

mmmm cnhetsnormal A

2. Definition

Lat S vara en orienterad yta med enhetsnormal /i och ﬁ ett vektorfalt. Flodet av 15 genom S definieras
som ytintegralen

®=[ F-dS=[[ F-hdS
N N

dardS = h dS ar det vektorvarda arealelementet. Tecknet beror pé orienteringen — se Orientering
(kurvor och ytor).

3. Berakning via parametrisering

Med S parametriserad av F(u, v), (u,v) € D, ar normalvektorn 7, X F, och dS = ||F, x 7', || du dv. D&

férsvinner langden mot normaliseringen:

Il F-dS={[ F(Fuv)) (7, xF)dudv
S

D
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Tecknet p& 1, X I, &r det som bestammer orienteringen — om man vill ha “andra sidan” tar man minus,
eller byter parameterordningen.

Specialfall — graf z = f(x,y) uppatorienterad

For 7(x, ) = (x,y, f(x,¥)) &r Ty < 7y = (<fio ~f, 1), s

Il F-dS=[ (-F:f, - Faf, + F3)dxdy.
S D

4. Egenskaper

o Linjariteti F .
e Additivitet dver styckvis slata ytor.
o Orientering: [[ F -dS =-[] F -dS— bytersida, byter tecken.

-S S
e Slutna ytor: konventionen ar utdtorienterad normal. D& raknar man hur mycket som strommar ut

fran det inneslutna omradet, och Gauss sats blir den naturliga réknemetoden.

5. Exempel
:= Exempel 1 — flode av F = (0,0, 1) genom en halvsfar
Berakna fldet av F = (0,0, 1) genom &vre enhetshalvsfaren S med uppatorienterad normal.

Smart genvag. Eftersom F &r konstant och pekar uppat, ar flodet bara F:s normalkomponent
integrerad 6ver S. Men projektionen av S pa xy-planet ar enhetsdisken D med area 7. Eftersom F
ar konstant galler

[ F-dS=][ FsdA=n.
S D

Direktkontroll. Med sfarparametrisering F(@, 0) &r g % g = sin ¢ foch F -~ = cos ¢, alltsa

2m /2

fo fO cos ¢sin pd@do = 2m - % =[n] v

‘= Exempel 2 — elektriskt flode genom en sfar (Gauss lag)

Det elektriska faltet kring en punktladdning g i origo ar

q . 7
4megr

E() =
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Berakna flodet av E utat genom en sfar med radie a centrerad i origo.

Sfarparametrisering ger 'y X I = a’ sin @A och E-p=—9 Altsa

4mega?
2n
_ q 7 o _ q _1 9
o = ca‘sin @d@dd = — - 4n=| —
J 0 J o 4mea’ ¢d¢ 4reg €0

Tolkning. Detta ar Gauss lag for elektrostatik — flodet ut genom vilken som helst sluten yta som
omsluter laddningen ar samma. Att resultatet ar oberoende av a ar inte en slump; det ar en
konsekvens av att E o« 1/r2 och att sfarens area vixer som 2. Klassisk fysik, klassisk matematik.

‘= Exempel 3 —fléde av F = (X,Y,z) genom enhetssfirens yta

—

Med F = (x,y,z) = Fochf = F/||F|| =  p& enhetssfiren:
F-n=|F*=1

Alltsa
[ F-dS=[ 1dS = area(S) = 4.
S S

Kollas mot Gauss sats: V + F = 3, och Jlfz3dV =3 %n =4n. v

6. Raknemetod

O Rakneschema for Il F-dS
S

1. Valj parametrisering r(u, v) och omradet D.

2. Bestam orienteringen — rakna I, X T, och kolla att den pekar at ratt hall (annars byter
tecknet eller parameterordningen).

3.RiknautF - (7, X F,) som funktion av (i, V).

4. Integrera 6ver D.

Alternativ: ar ytan sluten kan Gauss sats ofta ersatta hela ytintegralen med en trippelintegral

over divergensen — oftast mycket snabbare.
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/\ Skalar B vektor

JI s f dS &r en skalér ytintegral — tecken-okanslig. [f ¢ F - dS ar flodesintegralen —
orienteringsberoende. Férvaxla inte de tva.

Lasning

e 16.6 Oriented Surfaces and Flux Integrals

Se aven

e Ytintegraler

e \Vektorfalt

e Orientering (kurvor och ytor)
e (auss sats

e Stokes sats

e Divergens och rotation

Resurser

e Khan Academy: Flux in 3D
o Wikipedia: Fluxem
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Divergens och rotation

#matematik #flervariabelanalys #vektoranalys

Kurs: M0O068M Forkunskaper: Vektorfalt, Partiella derivator

Tva fragor om ett flode

Tank dig att vektorfaltet F beskriver hastigheten hos en vatska — vid varje punkt i rummet finns en pil
som sager at vilket hall och hur snabbt vatskan ror sig just dar. Nar man star med ett sadant falt
framfor sig dyker tva fragor upp naturligt:

1. Tar det slut pa vatten ndgonstans? Finns det punkter dar vatska liksom dyker upp ur tomma
luften, eller forsvinner ner i ett dolt avlopp?
2. Snurrar det? Om man stoppar ner en liten skovel i vatskan vid en punkt — bérjar den rotera?

Den forsta fragan svarar divergensen pa. Den andra svarar rotationen pa. Det ar allt. Resten
ar bokforing.
Divergens

Forestall dig en punkt i rummet och en liten boll runt den. Mat hur mycket vatska som flodar ut genom
bollens yta minus hur mycket som flédar in. Krymp sedan bollen ner mot punkten och titta pa
overskottet per volym. Det talet ar divergensen i punkten:
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MO068M - Divergens och rotation

e Positiv divergens = en kdlla. Vatska produceras har. Tank en kran, en gnistrande elektron, en
exploderande stjarna.

¢ Negativ divergens = en sdnka. Vatska forsvinner. Avloppet, det svarta halet, den
absorberande antennen.

¢ Nolldivergens = lika mycket in som ut. Vatskan bara passerar punkten. Detta kallas att faltet ar
inkompressibelt eller kallfritt.

Lagg marke till att divergensen ar en skaldr — en siffra per punkt. Den sdger inget om at vilket hall

nagot hander, bara hur mycket netto-utstrémning det ar.
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¢) Den mentala bilden

Satt en osynlig liten badring runt punkten. Rakna pilar som pekar ut, dra bort pilar som pekar in.
Resultatet — normerat mot ringens volym nar den krymper — ar divergensen.

Exempel som bygger intuition

. ﬁ(x,y, z) = (x,y, z) pekar radiellt utdt fran origo, snabbare ju langre ut man kommer. Har
pumpar varje punkt ut vatska: V - F = 3. Hela rummet &r en gigantisk kalla.

o ﬁ(x,y, z) = (=y, X, 0) snurrar runt z-axeln som en virvelstrém. Vatska tar sig aldrig in eller ut ur
en liten boll — den aker bara forbi: V- F = 0.

e F(x,y,2) = (y,X,0) ser ut som ett sadelménster. Trots det &r divergensen 0 6verallt: vad som
strommar in fran ett hall strommar ut at ett annat.

Rotation

pellesmoln.org/kurser/MOO68M - 2026-10-19 167 /191



MO068M - Divergens och rotation

Har ar experimentet: stoppa ner en mikroskopisk skovelhjul (ett paddle wheel) vid en punkt. Lat
vatskan trycka pa skovlarna. Om hjulet bérjar snurra ar rotationen nollskild — och rotationsvektorn
pekar langs hjulets axel, med riktning given av hogerhandsregeln:

— -  OR 0Q 0P OR 0Q 0P
F=VxF=(—--"2=>2 - - —
1ot g dy 0z 0z 0x 0x Oy

Det viktiga ar inte formeln utan dess innebdrd: rotationen mater hur faltet vrider sig kring varje
punkt, lokalt. Langden pa vektorn sager hur snabbt skovelhjulet skulle snurra. Riktningen sager at
vilket hall axeln pekar.
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¢) Lokal &r lokal

En vatska kan stromma i en stor cirkel utan att rotationen ar nollskild — och tvartom. Det
avgorande ar inte om vatskan ror sig langs en bojd bana, utan om en liten skovel skulle vridas runt
sin egen mittpunkt.

Exempel som luras

J ﬁ(x,y, z) = (-y, x, 0) snurrar runt z-axeln. En skovel var som helst i faltet snurrar — i samma
takt och &t samma hall. V x F = (0,0, 2). Hela faltet vrider sig som en stel kropp.

. ﬁ(x,y, z) = (X,Y, z) — det radiella faltet — har V x F = 0. Trots att faltet “spranger ut” frén
origo finns ingen lokal vridning. En skovel bara skjuts utat, den snurrar inte.

e Mer forradiskt: ett vattenfall som rinner snabbare i mitten an vid kanterna. Vatskan ror sig rakt
nedat Gverallt, men eftersom flodet &r snabbare i mitten kommer en skovel nara kanten att
boérja snurra (den ena sidan trycks hardare an den andra). Rotation kan finnas dven dar allt ror
sig rakt.

Tva oberoende egenskaper

Divergens och rotation mater olika saker. Ett falt kan ha:

Divergens Rotation Exempel

ja nej Elektriskt falt fran en punktladdning

nej ja Magnetfalt runt en rak ledare

ja ja Allmant stromningsfalt

nej nej Ett “snallt” falt — gradient av en harmonisk potential

Det ar inte en slump att tabellens fyra fall alla dyker upp i fysiken. Helmholtz dekompositionsteorem
sager att varje rimligt vektorfalt i R3 kan skrivas som summan av tva delar: en helt rotationsfri
(gradient av en skalar) och en helt divergensfri (rotation av en vektor). Med andra ord: divergens och
rotation ar de tva “primarfargerna” som vektorfalt malas med.

Vad satsen verkligen sager
Tva integralsatser knyter divergens och rotation till saker man kan mata genom integration:

e Gauss sats (divergenssatsen): det totala flodet ut genom en sluten yta ar lika med integralen av
divergensen over det innesluta volymen. Bokstavligen: raknar man kallor inuti, vet man floédet ut.
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e Stokes sats: cirkulationen runt en sluten kurva ar lika med integralen av rotationens
normalkomponent 6ver en yta som spanns av kurvan. Bokstavligen: raknar man virvlar inuti, vet

man cirkulationen runt.

I 2D smalter Stokes sats samman med Greens sats — och rotationen blir bara den ena z
-komponenten.

Det har ar inte djupa fakta i sig sjalva. Det ar definitioner, om man tar dem pa allvar: divergensen dr
netto-flodet ut per volym, och rotationen dr cirkulationen per area. Formlerna med partiella derivator
ar bara vad de blir nar man raknar i kartesiska koordinater.

Identiteter f6r grad, div och rot

Adams samlar de viktigaste sambanden i ett enda teorem (§17.2, Theorem 3). Lat ¢, Y vara skalarfalt
och ﬁ, G vektorfélt, alla tillrackligt deriverbara. Da galler:

Vector differential identities

Forstaordnings-identiteter (varianter av produktregeln)

(@ V(¢y)=oVy+yVo

(b) V- (¢F)=(V¢) F+$(V-F)

() Vx(§F)=(V§)xF + $(VxF)

(d V-(FxG)=(VxF)-G-F -(VxG)

() VXx(F xG)=(V-GF +(G-V)F -(V-F)G-(F -V)G

(f) VF-G)=Fx(VxG)+Gx(xF)+(F WG+ (G-V)F
Andraordnings-identiteter

(g V-(VxF)=0 (div curl = 0)

(h) Vx(V¢) =0 (curl grad = 0)

(i) Vx(VxF)=V(V F)-V2F (curl curl = grad div - V?)

Skalardifferentialoperatorn (é V)i (e) och (f) verkar komponentvis:

2 e oF oF oF
(G-V)F =G — +Gy — +G3 —.
0x oy 0z

Laplaceoperatorn definieras for skalarer som V2@ = V - (V@) = @, + @, + @, och fér vektorfalt
komponentvis: V2F = (V?F;, V°F,, V°F3).
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¢) De tva som bar hela maskineriet
Identiteterna (g) och (h) — div curl = 0 och curl grad = 0 — ar de man stoter pa dverallt:

¢ Rotationer har ingen divergens. Om faltet redan virvlar runt s pumpar det inte ocksa ut
vatska. Curlfalt ar kallfria per konstruktion.

e Gradienter har ingen rotation. En potentialfunktion definierar ett falt som “bara rinner
nedat” — det kan inte snurra. Konservativa falt ar just de rotationsfria (i enkelt

sammanhangande omraden).

Tillsammans ar de ryggraden i Maxwells ekvationer och férklaringen till varfor det inte
finns magnetiska monopoler. Identitet (i) &r den som omvandlar Maxwell-ekvationerna

till vagekvationen.

2/ Solenoidalt och irrotationellt

Adams ger tva termer som anvands i resten av kapitlet:

o Solenoidalt falt: V- F = 0. P& tillrackligt snalla omréden ar ekvivalent: F =V xGfér

nagon vektorpotential G.
e Irrotationellt filt: V x F' = 0. P4 enkelt sammanhangande omraden &r ekvivalent: F =

V ¢ for ndgon skalarpotential ¢.

Var det dyker upp i fysiken

« Elektriska falt: V - E = p/e, (laddningar ar kallor), V x E &r nollskild bara nar

magnetfaltet férandras.
e Magnetiska filt: V - B = 0 alltid (inga magnetiska monopoler), V x B ges av strémtétheten.

o Vatskefloden: divergensen ar kalltatheten, rotationen ar virveltatheten.
e Varmeledning: temperaturens gradient ger ett stromningsfalt vars divergens ar

varmeproduktion per volym.

Rakneexempel
:= Exempel 1 — Berdkna och tolka divergensen

Bestam divergensen for faltet ﬁ(x,y) = (xz, yz) och tolka resultatet geometriskt.
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J Lésning

Med P = x* och Q = y* far vi

V-ﬁ=a—P+a—Q=2x+2y=2(x+y).
ox 0Oy

Tecknet pa divergensen avgors alltsa av linjen x +y = 0:

Region V-F Tolkning

x +y > 0 (uppe/hdger) >0 kalla — vatska produceras

x +y = 0 (diagonal) 0 kallfri — vatska passerar

x+y <0 (nere/vanster) <0 sanka — vatska forsvinner
V-F =2(x+y)

VAN
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Pilarna vaxer ut radiellt i forsta kvadranten (dar bagge komponenter ar positiva) och pekar
inat mot origo i tredje kvadranten — precis vad teckenanalysen forutsager. Diagonalen &ar den

enda kurvan dar faltet ar lokalt kallfritt.

‘= Exempel 2 — Rotation i ett skjuvflode

Berakna V x F for ﬁ(x,y, z) = (y, 0, 0) — ett rakt fléde dar hastigheten ékar med y.

f Losning

MedP =y, Q = 0,R = 0 blir

VxF=(8-22, £ -2 22,0, 1)

0z’ 0z  O0x’ 0x 0
VxF =-k

2 —>—>—>—>—>—>—>—>—>—>—>—>—>
— S > > > —> —> —> —> —> —>
1,5
—_ =S = > = = = = = —> —> —> —>

— -5 - - - — — = — —» — — —

1

— — — — — — — — — — — — —
0,5
N N T - TP
> 0
VxF = -k
bd m a & e o /A S R O
-0,5
— — — — — — — — — — — — —
-1 — — — — — - — — — — — —

— — e — — — — — — — — —
=5
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) e
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Trots att vatskan ror sig rakt at hoger 6verallt (ovanfor x-axeln) och rakt at vanster nedanfér,
ar rotationen konstant och pekar in i papperet. Forklaringen syns i bilden: skoveln har
snabbare strom pa sin 6vre kant an sin nedre — den ena sidan trycks hardare an den andra
och hjulet borjar rotera medurs. Detta ar samma fenomen som vattenfallet i exempel-
listan ovan: lokal vridning kraver inte bojda strémlinjer, bara att hastigheten varierar tvérs

over skoveln.

‘= Exempel 3 — VerifieraattV - (V x 13) = 0 (identitet g)

Visa identiteten konkret for F (x, y, z) = (xy, z2, X).

J Lbésning
Steg 1: Berdkna V x F.

Med P =xy, Q =z R = x*:

xp o @R_0Q 0P 3R 0Q 0P
dy 0z 0z 0Ox 0x Oy

Steg 2: Berakna divergensen av rotationen.

0(—2z) . 0(—2x) . 0(—x)
0x ay 0z
V- (VxF)=0

V- (VxF)= =0+0+0=0.

Anledningen till att termerna alltid kancellerar ar likheten av blandade andraderivator

(Schwarz sats): V - (V x ﬁ) ar en summa dar varje blandad andraderivata 62Fi/6xjaxk
dyker upp en gang med + och en gang med —. Det ar darfor varje curlfalt ar solenoidalt.

Lasning

e 17.1 Gradient, Divergence, and Curl
e 17.2 Some Identities Involving Grad, Div, and Curl

Se aven

e Vektorfalt

e Gradient och riktningsderivata
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e (auss sats
e Stokes sats
e Greens sats
e Flodesintegraler

e Kurvintegraler av vektorfalt

Resurser

e 3BluelBrown: Divergence and curlz — den definitiva visuella forklaringen.
e Khan Academy: Divergence
e Wikipedia: Helmholtz decompositionrz
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Gauss sats

#matematik #flervariabelanalys #vektoranalys

Kurs: M0O068M Forkunskaper: Divergens och rotation, Flodesintegraler, Trippelintegraler

1. Idén — utfléde lika med inre produktion

Gauss sats (aven kallad divergenssatsen) sager nagot oerhort naturligt: hur mycket som strommar ut
genom randen av en volym ar lika med hur mycket som produceras inuti. Kallor och séankor pa insidan

ar det enda som syns pa utsidan.
Grundtanken

V-F maéter lokalt om en punkt &r en kdlla (> 0) eller sénka (< 0). Nar man summerar 6ver hela
volymen ska det som blir 6ver synas som ett flode ut genom ytan. Det ar precis vad satsen sager.

Den binder ihop tre tidigare begrepp:

Lokalt Globalt
divergens V - F trippelintegral [ff,, V7 - Fdv

vektorfaltets normalkomponent ~ fléde [J  F - dS
ov

2. Satsen
¢) Gauss sats (divergenssatsen)

L&t V vara en begransad volym i R? med styckvis slit, uttorienterad rand 0V . Lat F varaett C!
-vektorfalt i en omgivning av V. D&
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[ F-dS=[f V-Fdv
ov \

Den vénstra sidan &r flédet ut genom 0V . Den hégra ar “totala produktionen” avF i V. Att de ar lika

ar en av kalkylens skonaste likheter.

slutna ytan oV
m— t3tflode F-R > 0

® killa(divF>0)

3. Varfor ar detta sant?

Tank er V uppdelad i manga sma kuber. For en enda liten kub ar flodet ut genom dess sex sidor exakt
V-F ganger kubens volym (det ar definitionen av divergens i gransen). Nar man nu summerar éver

alla kuber:

e deinre sidoflodena tar ut varandra — det som lamnar en kub strommar in i grannen,
e bara de yttre sidoflédena dverlever — de sitter pA 0V .

o

Summan av sma “lokalt utflode” blir alltsa globalt flode ut, vilket &r exakt vad satsen pastar.
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2 Anlogi

Greens sats ar 2D-versionen — fléde ut genom en plan kurva = dubbelintegral av divergensen.
Gauss sats ar samma idé en dimension upp. De ar bada specialfall av den allmanna Stokes sats
for differentialformer.

4. Exempel
‘= Exempel 1 — F = Féver valfri volym

Medﬁ(x,y,z) = (x,y,z)érv-ﬁ =1+1+1 = 3. Gauss sats ger

> F-dS=3]J] dV =[3Vol(V)|.
\4

ov
Anvandbart faktum. Detta ar en formel for volym uttryckt som en ytintegral:
1 L o=
Vol(V)== b 7-dS.
37w

Sanity check pa enhetssfaren. Det stimmer med exempel 3 i Flodesintegraler: flédet av F ut
genom enhetssfaren ar 41, och 3 - %n =4r. v/

:= Exempel 2 — fléde av F = (x2,y2, z%) ut ur enhetskub

L4tV =[0,1P och F = (x%,y?,z%). D&

—

V:-F =2x+2y+2z, [l 2x+2y+2z)dV.
14

Per symmetri racker det att rakna [[f|, 2xdV =2 - 1+1+1 = 1ochmultiplicera med 3:

@ =[3]

Att rakna detta direkt 6ver de sex kubsidorna gar ocksa, men tar betydligt langre tid. Det &ar
pointen med Gauss sats — den kortar ner rakningar.

‘= Exempel 3 — Gauss lag for elektrostatik

Det elektriska faltet frdn en punktladdning g arE = 47(11_50 7/r3. Direktkoll visar att V - E = 0
utanfor origo, men i origo finns en singular kalla. For varje sluten yta som omsluter origo galler

(med utatorientering)
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 E-ds=2.
v €0
Detta &r Gauss lag — en av Maxwells ekvationer i integralform. I differentialform: V - E = p/€o,
dar p ar laddningstatheten.

5. Nar ar Gauss sats anvandbar?
¢) Tre situationer dar satsen verkligen l6nar sig

1. Trippelintegralen &r enkel, ytintegralen krdnglig. Ofta ar V - F konstant eller mycket
enkel, sa [[f,, V- F dV blir trivial — medan flodet éver en sluten yta med flera sléta bitar
ar modosamt.

2. Sluten yta saknar en bit. Behéver du flodet genom en 6ppen yta S;? Slut den med en
hjalpbit S (t.ex. en plan disk) sa att S; U Sy ar sluten. Anvand Gauss sats pa den slutna
ytan och dra av @g, — som ofta ar enkelt.

3. Symmetri. Med sfar-, cylinder- eller boxsymmetri kan satsen anvandas baklanges for att
rakna fdltet fran en kand laddningsfordelning — det ar sa Coulombs lag harleds fran
Maxwells ekvationer i fysiken.

6. Antaganden — det fina trycket

e V skavara en begrdnsad volym med en sndll rand (styckvis slat, orienterbar, inat-/utat-
distinktion meningsfull).

e F mastevaraC! pa en omgivning av hela V — inga singulariteter i det inre. I exempel 3 ovan
maste man hantera origo separat eftersom E ar singulart dar.

e 0V orienteras med yttre normal. Indtorientering byter tecken.

Lasning

e 17.4 The Divergence Theorem in 3-Space

Se aven

e Divergens och rotation
e Flodesintegraler

e Trippelintegraler

e Stokes sats

e Greens sats
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Resurser

e Khan Academy: Divergence theoremm
e 3BluelBrown: Divergence and curliz — bygger intuitionen.
e Wikipedia: Divergence theorem
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Stokes sats

#matematik #flervariabelanalys #vektoranalys

Kurs: M0O068M Forkunskaper: Divergens och rotation, Kurvintegraler av vektorfalt, Ytintegraler,

Orientering (kurvor och ytor)

1. Idén — randens cirkulation lika med inre rotation

Stokes sats ar den tredimensionella generaliseringen av Greens sats. Den sager att den totala
“snurren” V X F summerad &ver en yta ar detsamma som cirkulationen av F langs ytans rand.

Grundtanken

Rotation ar ett lokalt matt pa hur faltet snurrar runt en punkt. Nar man summerar rotationen éver
en yta tar grannrotationer ut varandra i det inre, och det enda som blir kvar ar hur faltet rér sig

langs randen. Det ar exakt vad satsen sager.

Det ar samma princip som i Gauss sats — lokala bidrag tar ut varandra i det inre och bara

randen overlever.

Lokalt Globalt

rotation V x F flode Jf((V x F)-dS

faltet langs randen F - T cirkulation $os F - dr
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2. Satsen
¢) Stokes sats
L&t S vara en orienterad styckvis slat yta i R® med styckvis slat rand 0S, orienterad konsekvent

enligt hgerhandsregeln (se Orientering (kurvor och ytor)). Lat F vara ett Cl-vektorfalt paen

omgivning av S. Da

§ F-di=[ (VxF)-dS =[] curl(F)-KdA
0S S D

ytan S
mmms randen 3S (motsols)

= otationen V x F

I bilden ser man en paraboloid-cap med rotationens flodesvektor pekande uppat genom ytan, och

randcirkeln traverserad motsols sett uppifran — exakt hogerhandsorienteringen.

3. Specialfall — Greens sats

Om S ligger plant i xy-planet med uppatorientering, sa ar dS = RdA och (V x ﬁ) R =0,F, - 0, Fy.

Stokes sats blir da

§ (F1dX+F2dy):H (asz—ayFl)dA,
N S
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vilket &r exakt Greens sats. Stokes ar alltsd Greens uttalad i ett varv hégre dimension.

4. Konsekvens — ytan spelar ingen roll

En vacker konsekvens: om S; och S, ar tva ytor med samma rand C och samma orientering, sa ger
Stokes sats samma varde:

I (VxF)-dS=¢ F-df=[ (VxF)-dS.
S1 C S

2

Detta ar anvandbart i praktiken — man kan valja den ytan som ger lattast rakning (t.ex. en plan disk
istallet for en bula).

/ Konservativa falt

Oom F ar konservativt ar V x F = 6 sa cirkulationen langs varje sluten kurva ar noll. Det ar
forklaringen till varfor kurvintegralen da bara beror pa andpunkterna.

5. Exempel
‘= Exempel 1 — ren kontroll

LatF = (=Y, x,0) och S enhetsdisken i xy-planet med uppatorientering.

Hoger sida. V x F = (0,0,2),sa
I (VxF)-dS=[ 2dA=2n.
S D

Vinster sida. 0S ar enhetscirkeln motsols, (t) = (cos t, sint, 0):

2 2

§ F-di=[ ((-sint)(-sint)+(cost)(cost)dt=[ 1dt=2m. v
oS 0 0

:= Exempel 2 — bytt yta, samma resultat

Berakna § F -drforF = (v, =X, xyz) och C enhetscirkeln i xy-planet, traverserad motsols.
o

Direkt. Stoppainz = 0 langs C: F = (v, —x, 0), vilket pa enhetscirkeln blir (sin t, — cos t, 0), och
dr = (= sint, cos t, 0) dt. DA blir integranden — sin t — cos® t = 1, s&
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§ F-dr=-2m
c
Via Stokes med paraboloid-cap. Valj S som 6vre halvsfaren eller paraboloid-cap med samma
rand C och uppé&torientering. DA racker det att integrera (V X ﬁ) - dS — och eftersom svaret ar
ytberoende-fritt enligt §4 kan man valja den enklaste ytan. Det ar vinsten med Stokes.

6. Nar ar Stokes sats anvandbar?
¢) Tre situationer dar satsen sparar arbete

1. Krangligt vektorfilt langs randen, enkel rotation. Ar V x ﬁ enkel (eller noll) blir
hégersidan trivial aven nar vanstersidan ser besvarlig ut.

2. Kranglig rand, enkel rotation éver en enkel yta. Om 0S best&r av manga delar kan man
slippa kurvintegralen helt via f[ .

3. Bytt yta. Behover du berakna en ytintegral [[ ((V % F) - dS? Byt S mot en enklare yta med
samma rand — kanske en plan disk. Samma rand = samma varde.

7. Raknemetod

&) Rakneschema

1. Identifiera S och 0S — och kolla att randen &r en sluten kurva (eller flera, d& med
ratt tecken).
2. Bestam orienteringen av S (valj normal) och darmed av 0S (hégerhandsregel).
3. Rikna rotationen V x F — eller observera att den ar noll.
4. Valj sida av satsen beroende pa vad som ar enklast — ytintegralen eller kurvintegralen.
5. Rakna.

/\ Krav pa filtet

Stokes sats kraver C! p& en omgivning av hela S — inte bara randen. Om F ar singulart i nagon
punkt pa S maste den punkten plockas bort eller satsen tillampas pa ett mindre omrade.

Lasning

e 17.5 Stokes’s Theorem
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Se aven

e Greens sats

e (auss sats

e Divergens och rotation

e Flodesintegraler

e Kurvintegraler av vektorfalt
e Orientering (kurvor och ytor)

Resurser

e 3BluelBrown: Divergence and curlz
e Khan Academy: Stokes’ theoremz
e Wikipedia: Stokes’ theoremw
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Hur fungerar en antenn

#fysik  #elektromagnetism #antenn

Kurs: FOO51T Forkunskaper: Fysikaliska samband och Maxwells ekvationer

En antenn &r en ledare i vilken strommen accelereras. Accelererade laddningar utstralar
elektromagnetiska vagor.

Princip

1. Vaxelstrom i antennen ger oscillerande laddningsférdelning.
2. Tidsvarierande E skapar tidsvarierande B (Maxwell).
3. Félten propagerar ut som en EM-vag med ljusets hastighet.

Storleksskala

Optimal antenn &r i storleksordning A/2 (halv vaglangd). For FM-radio (~100 MHz, A ® 3 m) &r en vanlig
dipolantennca 1,5 m.

Mottagning

Omvand process: inkommande EM-vag driver laddningar i antennen — inducerad spanning

kan detekteras.

Lasning

e Chapter 32 Electromagnetic Waves

Se aven

e Fysikaliska samband och Maxwells ekvationer

e Medieegenskaper
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Vingdesign utan dator

#fysik  #aerodynamik #inspiration

Kurs: FOO51T

Klassisk 2D-vingteori (Kutta—Joukowski) harleder lyftkraft utan datorer genom begreppet cirkulation.

Cirkulation
r=¢ v-dr
C
dar C &r en sluten kurva runt vingprofilen.
Kutta-Joukowskis sats
Lyftkraft per langdenhet:
L' = poVol

Kutta-villkor

Kraver att stromningen [amnar vingens bakkant glatt, vilket bestammer cirkulationen entydigt.
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Illustrationer
C
Cirkulation definition
Y(s)
Airfoil of
Voo arbitrary shape
e

and thickness

Cirkulation gamma

angle of attack

af\»

relative wind A

A

leading edge

chord line
camber line

upper surface

max. thickness
max. camber

lower surface

trailing edge

Vingprofilens nomenklatur
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Lasning

e 12.5Bernoulli’s Equation

Se aven

e Divergens och rotation
e Vektorfalt
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Fysikaliska samband och Maxwells

ekvationer

#fysik  #elektromagnetism

Kurs: FOO51T Férkunskaper: Vektorfalt, Divergens och rotation

Maxwells fyra ekvationer pa differentialform:
V-E-= p/ey  (Gauss)
V-B=0 (inga magnetiska monopoler)

0B

VxE=-—
) ot

(Faraday)

L OE .
V xB=ppJ + Hofo - (Ampere-Maxwell)

Tolkning

e Elektrisk laddning ar kalla till E.

e Magnetfalt har inga kallor.

e Tidsvarierande magnetfalt inducerar elektriskt falt.

e Strom och tidsvarierande elektriskt falt ger magnetfalt.

Tillsammans ger ekvationerna elektromagnetiska vagor (ljus).

Lasning

e Chapter 32 Electromagnetic Waves

Se aven

e Divergens och rotation

e Hurfungerar en antenn
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Resurser

¢ 3BluelBrown: Maxwell’s equations visualized
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