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MO067M - Linjara ekvationssystem

Linjara ekvationssystem

#linjar-algebra  #matris

Linjara ekvationssystem

Antal obekanta Linjara ekvation Linjart utryck
1 3x=5x= % 3x

2 3x+5=2y 5x—y

3 8x+2y-z=0 8x+2y -z

X150 Xp obekanta a1X1 T arxy ot apx, = b a;x; T arxy + -+ apx,

(ay, ..., an, bargivnareellatal)

Sats for linjara ekvationssystem

Antalet losningar ar alltid O, 1, eller oo

‘= En lésning — linjerna skar varandra

title: Linjart ekvationssystem
xLabel: x

yLabel: vy

bounds: [-2, 6, -2, 6]

grid: true

f(x)
g(x)

(7 - 2x) / 3
X -1
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:= Ingen losning — parallella linjer

title: Parallella linjer

xLabel: x

yLabel: y

bounds: [-2, 6, -1, 5]

grid: true

-Xx + 3

f(x)
g(x) = -x +1

‘= 0&andligt manga lésningar — samma linje

title: Samma linje

xLabel: x

yLabel: y

bounds: [-2, 6, -1, 5]
grid: true

f(x) = -x + 3

g(x) = -x + 3

Geometrisk tolkning

I ett system av linjara ekvationer ar losningen de punkter som uppfyller alla ekvationer —

dvs. skarningarna.

Antal ekvationer Obekanta
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MOO067M - Linjara ekvationssystem

Antal ekvationer Obekanta Geometri L6ésning

3 3 Planirummet  Punkt

2 plan = skarning ar en linje 3 plan = skarning ar en punkt

Homogena system

Ett linjart ekvationssystem ar homogent om hogerledet ar noll i alla ekvationer:
[allxl +apxy + e+ apmXx, =0
Ap1Xy + ApXp +++ + AyXy = 0
am1X1 T AmpXo T + AppXy = 0

Egenskaper:

e Har alltid minst den triviala lésningen: x; = x, = *=- =x, =0
e Om fria variabler finns = oandligt manga losningar
e Homogena system har aldrig exakt noll l6sningar

Z Observation

Ett homogent system med fler obekanta an ekvationer har alltid oandligt manga lésningar (icke-

triviala l6sningar finns).
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MO067M - Linjara ekvationssystem

Klammexrnotation

Denna notation ar vanlig:

{2x+3y=7
x—-y=1

Men det finns effektivare notation: matriser. Syftet med matrisform ar att det gor det maoijligt (lattare)

att tillampa Linjara ekvationssystem.

Fran klammernotation till matrisnotation

Ett linjart ekvationssystem kan skrivas om till utokad koefficientmatris:

{x—y=1 1 -1 |

Tillvagagangssatt

1. Koefficienter till vanster om strecket

2. Hégerled (b-varden) till hbger om strecket

3. Varje rad motsvarar en ekvation

4. Varje kolonn (fére strecket) motsvarar en obekant

Exempel med tre obekanta

[x+y+2z=9 11 2
i2x+4y—32=1 — (2 4 -3
3x+6y—52=0 3.6 -5

Allmant

[011X1 +agpXy + X, = by

axix1 + axnxp + ++ + aXn = by

AmiX1 + AmaX2 + *** + AmnXn = bm
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an ap - am | b
ay Ay v Gy | b
==
am1 dm2 "' dmn | bm
Losningsfall vid Gausselimination
Fall Kannetecken Antal ldésningar
Ingen losning Rad:[0 O -+ 0 b] bdarb & 0

Unik losning Lika manga pivoter som obekanta 1

Oéandligt manga  Fria variabler finns (och konsistent) oo

Se aven

e Linjara ekvationssystem
e Matriser

Resurser

e 3BluelBrown: Inverse matrices, column space and null space (kap 7)z GeoGebra: System of
Linear Equations — grafisk losning av 2x2-system
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- [matrixcalc.org](https://matrixcalc.org/) — l6s system online - [Wikipedia: System of linear equations]
(https://en.wikipedia.org/wiki/System_of_linear_equations)

Gausselimination
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1. Bundna och fria variabler
3B1B: Inverse matrices, column space, null spacer

Om l6sning finns for alla varden av en variabel t sa &r ¢ en fri variabel, medan resten ar bundna.
‘= Exempel: Losningen (5 —t,2 — t, t)
Har ar ¢ fri variabel.

Om man far en ekvation dar t.ex. 0 = 1 saknas l6sning (inkonsistent system).

2. Pivotelement

Definition: Det forsta nollskilda elementet pa en rad kallas pivotelement. Om det &r en etta kallas det
en ledande etta.

I en matris markeras pivotelementet ofta med en ruta:
(1] 1 -3 | 4

Fran ekvation till 1dsning
Givetx +y + 3z = 4 med x som pivotkolumn:
Sattz = s,y = t (fria variabler):
x=4-y—-3z=4—-t—-3s
Lésningen:

(x,y,2) = (4—t-3s,4,5) = (4,0,0) + t(-1, 1,0) + s(-3,0, 1)

3. Trappstegsform (Echelon Foxm)
En matris ar pa trappstegsform om:

1. Nollraderna ar samlade langst ned
2. Pivotelement i en rad ar alltid till hoger om pivotelementet i raden ovanfor
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‘= Exempel pa trappstegsform

Pivotelementet markeras med ruta:

1] 2 5 2 2 | %
0 [1] 3 6 2 | *
o o0 [1] 2 5 | *
0o 0 o0 o [1] | =*

4. Reducerad trappstegsform (Reduced Row Echelon Foxrm)
En matris ar pa reducerad trappstegsform om:

1. Den ar pa trappstegsform
2. Alla pivoter ar ettor

3. Varje pivot ar det enda nollskilda elementet i sin kolumn

:= Exempel pa reducerad trappstegsform

[1] o 5 2 0 | =
o [1] 0 6 0 | x*
0 o0 [1] 2 0o | x
0 0 0 o0 [1] | =

Sats

Varje matris ar radekvivalent med minst en matris pa trappstegsform och med precis en pa
reducerad trappstegsform.

5. Gausselimination — Exempel

interaktiv GeoGebrar
‘= Reducera till trappstegsform

Startmatris:
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0 3 6 4 | 9
-1 2 -1 3 | 1
-2 -3 0 3 | -1
1 4 5 -9 | -7

Steg 1: Byt R; < R, for att fa pivotelement i férsta kolumnen:

1 4 5 -9 | -7
-1 -2 -1 3 | 1
-2 -3 0 3 | -1
0 3 6 4 | 9

Steg2: Ry + R, - Ryoch2R; + R3 — Rj3:

1 4 5 -9 | -7
0 4 -6 | -6
0 5 10 -15 | -15
0 3 6 4 | 9

Fortsatt eliminera under pivoten i kolumn 2...

Resultat: Variablerna som tillhor pivotkolumner ar bundna, resten ar fria.

6. Tolka ldésningen

Variabeltyp Beskrivning

Bunden Tillh6r en pivotkolumn, bestamd av de fria

Fri Kan sattas till valfritt varde (s, t, u, ...)

:= Exempel: Parametriserad l6sning

Omx arbundenochy,z arfriamedy =s,z = t:
x=-2-2s—-3t
Losningen pa vektorform:

(x,y,2) =(-2,0,0) +s(-2,1,0) + t(-3,0,1)
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Notation for fria variabler

Satt fria variabler som: s, t,u, v, ...

7. Homogena system
Om hogerledet ar noll i alla ekvationer i ett linjart ekvationssystem ar det homogent.
D4 r alltid X = O (triviala losningen) en lOsning:

x1=0, x=0, ..., x,=0

8. Ekvationssystem med parameter

interaktiv kalkylatorm
= LOs systemet beroende pa parametern a

Startmatris:

11 | 1
1 a1 a
1 2 0 | -1
Steg1:R; - (-1)+ R, - RyochR; - (-1)+ R3 - R3:
1 1 1 | 1
0 a>-1 0 | a-1
0 1 =i | -2
Steg 2: Byt R, < Rj:
1 1 1 | 1
0 1 -1 | -2
0 a>-1 0 | a-1
Steg3: R, - (_((12 - 1)) + R3 — Rj3:
1 | 1
-1 | -2

S O
S ==

-1 | (@a-1)+2a*-1)

Fallanalys: Antalet pivoter beror paoma® -1 =10

pellesmoln.org/kurser/MOO67M - 2026-10-19
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Fall1:a? — 1 & O (dvs. a E +1)

Tre pivoter = X, y, z bundna (en unik l6sning):

. (@a-1)+2a*-1) 2a+3
a-1 a+1

Fall2:a =1

Analysera separat...

Fall3:a=-1

Analysera separat...

Resurser

Videor

e 3BluelBrown: Inverse matrices, column space and null space (kap 7)z — visar sambandet
mellan pivoter, fria variabler och nollrum
e 3BluelBrown: Nonsquare matrices (kap 8)= — hur rader/kolumner paverkar lésningsrummet
e MIT 18.06: Lecture 2 — Elimination with Matrices©z — Gilbert Strangs klassiska forelasning
Interaktiva verktyg
e eMathHelp: Gauss-Jordan Calculatorz — berakna med visade steg
e matrixcalc.org: System of Linear Equationsz
Wikipedia
e Gaussian eliminationez
e Row echelon formm
Fordjupning

e Immersive Linear Algebra — Chapter 6: The Matrixz — interaktiv 3D-bok
e Georgia Tech: Interactive Linear Algebrawz — fri interaktiv [arobok
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Matriser

#matematik #linjar-algebra #matris

1. Matrisnotation

3B1B: Vectors, what even are they?u2

1.1 Kolumnvektorer

1.2 Matris-vektormultiplikation
3B1B: Linear combinations, span, and basis vectorse
Multiplicera en radmatris med en kolumnmatris:
AX = Xlal +X262 + o +Xnan

Detta ar en linjarkombination av kolumnvektorerna.

2. Transponat
Definition: Transponatet AT fas genom att byta rader och kolumner.
T _
Aij = Aji

Symmetrisk matris: Om AT = A

3. Sparet (Trace)

Definition: Sparet av en kvadratisk matris ar summan av diagonalelementen:

n

'[I‘(A) = Z dii
i=1
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4. Oversattning mellan representationer

Ekvationssystem «— Matris «— Vektorekvation «— Utokad koefficient-matris «— Gausselimination

Resurser

Videor

e 3BluelBrown: Vectors, what even are they? (kap 1)z — grundlaggande vektorbegrepp och notation
e 3BluelBrown: Linear combinations, span, and basis vectors (kap 2)z — linjarkombinationer

och kolumnvektorer
e 3BluelBrown: Linear transformations and matrices (kap 3)©z — hur matriser

representerar transformationer

Interaktiva verktyg

e matrixcalc.orgz — matrisberakningar (determinant, invers, multiplikation)
e Desmos Matrix Calculatorz — matrisoperationer med stegvisa losningar

Wikipedia

Matrix (mathematics)z

e Transposerz

Trace (linear algebra) iz

Augmented matrixez

Fordjupning

e Immersive Linear Algebra — Chapter 6: The Matrixz — interaktiv 3D-bok
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Matrisinvezxs

#linjar-algebra  #matris

Kurs: M0O067M Forkunskaper: Matriser, Determinanter

En kvadratisk matris A r inverterbar om det finns A1 med

AAT=ATA=T.

Villkoxr f6r inverterbarhet
Foljande ar ekvivalenta:

e Adrinverterbar
detAE 0
Ax = 0 har endast trivial l6sning

Kolonnerna ar linjart oberoende

A har full rang

2x2-inversen

a b, 1 d -b
ATl = ( )

A:(c d)’ ad—bc —c a

Allmant: Gauss-Jordan

Radreducera [A | ITtill[I | A™'].

Rakneregler

(AB)—l — B_lA_l, (AT)—l — (A—l)T

Se aven

e Matriser
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e Elementarmatriser
e Determinanter
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Elementarmatriser

#linjar-algebra  #matris

Definition

En elementarmatris ar en matris som erhalls genom att utfora en elementéar radoperation pa
enhetsmatrisen I.

Tre typer

Typ 1: Radbyte

Byt plats pa rad i ochradj.

Typ 2: Skalning

Multiplicera rad i med en skalar ¢ & 0.

Typ 3: Radaddition

Addera c ganger rad j till rad 1.

Egenskaper

e Alla elementarmatriser ar inverterbara

e Inversen till en elementarmatris ar ocksa en elementarmatris

e FEA utfor radoperationen pa A

e Varje inverterbar matris kan skrivas som en produkt av elementarmatriser

Resurser

e 3BluelBrown: Inverse matrices, column space and null space (kap 7)

e Wikipedia: Elementary matrix
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Linjara avbildningar

#linjar-algebra  #linjar-avbildning #matris

Kapitel: 1.8-1.9 - Amne: Linjar algebra Férkunskaper: Matrisinvers, Matriser

1. Utokad sats for inverterbara matriser

Sats (TFAE f6r n xXn matris)
Foljande ar ekvivalenta:

1. Aérinverterbar

2A=0=>X=0

3.AX = b har |6sning for varje b

4. AX = b har precis en [6sning for varje b
Héger- och vansterinvers

Férn X n matriser A, B, C:

e AC=I=2A1=C (hogerinvers)
e BA =1 = A"l = B (vansterinvers)

2. Linjara avbildningar

3B1B: Linear transformations and matrices

2.1 Definition
Enfunktion T : R" — R™ &r en linjar avbildning om:
X ER"5 AX ER"

Viskriver T = Ta dar Ta(X) = AX.
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2.2 Egenskaper

Egenskap Definition
Additiv TA()_{ +_}_/) = TA()_(‘) + TA()7)
Homogen Ta(cX) = cTa(¥%)

Linjar Ta(cX +dy) = cT(X) +dT (y)

3. Fundamental sats

3.1 Sats

En avbildning T : R" — R™ &r en matrisavbildning (dvs. T = T, fér nagon matris A) om och
endast om:

1L.TEXR+Y)=TX + T() (additiv)
2. T(cX) = cT (X) (homogen)

Linjar <= Matrisavbildning

3.2 Sats: Unikhet

Om Ta(X) = Tg(X) forallaX € R",dadar A = B.

4. Standardbasvektorer och standardmatrisen

1 0 0

0 1 0
61: , 522 s gn:

0 0 1

Definition: Standardmatrisen for en linjar avbildning T ar:

A=[T(e)) T(e) - T(en)l

dar é; ar standardbasvektorerna.
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‘= Bestam standardmatrisen

Givet T : R®> - R3 definierad av:

2X1 - X7
T ((1) = | x1 +3x
X2
X1
Berakna:
1 2 0 =il
T(<?1)=T(0 =|1], T(€z)=T(1)= 3
1 0
Standardmatrisen:
2 -1
A=11 3
1 0

5. Tva typer av uppgifter

Friga Beskrivning

"Pavad avbildas V?”  Berdkna T'(V) = AV

“Vad avbildas pA w?” L8sAX = w

6. Linjira operatorer i R’

3B1B: Linear transformationsez - interaktiv GeoGebrarz
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No e Translate Scale about origin
100 10X WO0 0
010 01Y OHO
001 001 001
ya ya y

©.1)

, (©,H)
19 1= 1

0o F g  xvp—

‘ 8o

[ [W.0)

Rotate about origin Shear in x direction

1 x oo 1 x

Shear in y direction

cos® -sinB 0 1 tand O 1 00
sin® cosB® 0 0O 1 0 tang 1 0
0 0 1 0O 0 1 0 01
NUSON 2N Y.
(-sin®;
cos 6) (e l,_,..gan $. 1) ©. 1')
;f A,
) 47(1)0) 1 ..(’, v
0 0 1 x ofv 1 x

Reflect about origin -~ Reflect about

001

x-axis  Reflect about y-axis

-100 100 -100
0-10 0-10 010

001 001

Y. y. J72N

. . .10,1)

14 14 3
(=1,0) (1,0) l

o 1 X -
10, -1) ©,-1)

X (<L,0) 0 1 x

6.1 Spegling

Spegling genom en linje som gar genom origo.

Tillvagagang: Ga vinkelratt mot speglingslinjen och ga lika langt &t andra hallet.

Spegling Matris

1 0
I x-axeln S = [0 _1]
10
I y-axeln S=1 0 1]
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Spegling Matris

0 1

Ilinjeny = x S=[1 0]

f Varfor méste speglingslinjen g& genom origo?

Annars ar avbildningen inte linjar (den bevarar inte nollvektorn).

6.2 Projektion

Ortogonal projektion pa en linje genom origo.

Projektion Matris

P& x-axeln P = [(1) 8]

P& y-axeln P = [8 (1)]
1 1

Palinjeny =x P =[i i]
2 2

6.3 Rotation i R?

Rotation moturs med vinkel O:

_.cosO —sinf
Ro=lgno  coso]
Harledning:
. _ X, _ JIcos
X = (y) - (rsin ¢)
. _ rcos(¢+0)
R@(X) - (rsin(¢+ 9))

Anvand additionsformlerna for att fa rotationsmatrisen.
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‘= Rotation 3: Vad avbildas pé (1, 2)?

B 1 _v3

Re =[5 TSIN3y_ 3 2]
3 'sin§  cos% v3 1
2 2

3

Los Rg)? = (;)

2 Rotation medurs

30° medurs = —30° moturs, sa anvand R-3qe

7. Sammansattningar av avbildningar

3B1B: Matrix multiplication as compositionez

7.1 Definition

Givet:
e S:RKk - Rm
e T:R" - Rk

Sammansattningen:

SoT:R" - R", (SoT)RX =S(TRX)

7.2 Satser

Sats 1: Om S och T &r linjara, sd arS o T linjar.

Sats2: OmS =Spoch T = Tg, sa ar:

SOT:TAB

Bevis: (S o T)(¥) = S(T'(¥)) = S(BX) = A(BX) = (AB)X

Formel:
Ta o Tg =Tas

241167
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/\ Matrismultiplikation ar ej kommutativ

AB F BA i allmanhet! Ordningen spelar roll.

/ Kan man alltid gd tillbaka?

Nej, det kraver att avbildningen &r injektiv (en-till-en).

8. Inverser av linjara avbildningar

Sats

Bevis:

2 Krav

Avbildningen maste vara T : R"™ — R (kvadratisk matris).

Ta1 o Ta(X) = Taa(AX) = A1 (AX) = IX =X

T,' = Tan

9. Exempel: Sammansatt avbildning

= Rotation f6ljt av spegling

Problem: Bestam matrisen for avbildningen som:

1. Forst roterar £ moturs
2. Sedan speglar i x-axeln

3

1
P& vad avbildas (1)?
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Steg 1: Rotationsmatris

Steg 2: Speglingsmatris (i x-axeln)

Steg 4: Avbilda vektorn

10. Kvadrater av operatorer

Operator Berakning
Spegling S (iy = Xx) §?=S0S
Projektion P (pdy =x) P2=P o P
Rotation Ry Rg =Rg ° Ry
:= Berakningar
Speglingiy = x:
0
S =
[1
Projektion pay = x:
p?=

Rotation:

pellesmoln.org/kurser/MOO67M - 2026-10-19

Resultat

S

P2 = P (idempotent)

2

I

R = Ry

1,0 1

0][1 0
12
3] =
2
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cos20 —sin?20

2: -
Ry [sin29 C0529] Roo

11. Inverser av operatorer

Operator Invers Kommentar
Spegling S st=s Spegling ar sin egen invers
Projektion P Existerar ej Singular matris

Rotation Ry Ral =Ry Rotera tillbaka

/N Varfor ar projektionsmatrisen ej inverterbar?

Den ar singular — flera vektorer avbildas pa samma punkt. Projektionsmatriser ar
aldrig inverterbara.

Resurser

Videor

e 3BluelBrown: Linear transformations and matrices (kap 3)z — visuellt vad linjara avbildningar
gor med rummet

e 3BluelBrown: Matrix multiplication as composition (kap 4) z — sammansattningar av
avbildningar, hur sammansatta avbildningar motsvarar matrismultiplikation

e 3BluelBrown: Three-dimensional linear transformations (kap 5)=z — avbildningar i 3D

e 3BluelBrown: Inverse matrices, column space and null space (kap 7)©2 — inversa avbildningar,
singulara matriser

Interaktiva verktyg

GeoGebra: Matrix Transformations — applicera matriser pa former, se rotation/spegling/skalning
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GeoGebra: 2D Linear Transformations — dra basvektorer, se effekten
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GeoGebra: Matrix Representation of Rotation — rotationsmatriser visualiserade
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e Falstad: Matrix Simulation® — interaktiv 2D-transformation med determinant och egenvarden

e MatVis — Interactive Matrix Visualizationz — inspirerad av 3B1B, sliders for
matriskomponenter, egenvektorer

e Desmos: Linear Transformationse

e Visualize It: Linear Transformationsz — skalning, rotation, skjuvning
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Wikipedia

e Linear mapez

e Transformation matrixez

e Rotation matrixrz

e Projection (linear algebra)z
e Function compositionm

Fordjupning

e 3BluelBrown: Lesson page — Linear transformationsz — interaktiva évningar
e 3BluelBrown: Lesson page — Matrix multiplicationz — interaktiva évningar
e Georgia Tech: Interactive Linear Algebrawz — fri interaktiv larobok
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Detexrminanter

#linjar-algebra #determinant

Kapitel: 2.1-2.3 - Amne: Linjar algebra Férkunskaper: Matriser, Linjira ekvationssystem

1. Determinanter — Oversikt

3B1B: The determinanttz

#matris

Determinanter ar definierade for kvadratiska matriser (n X n).

Notation

2. Berakning av determinanter

2.1 1 x1 matris

2.2 2 x2 matris

det(A) = |A]

det([a]) = a

det (CCI

2.3 nxn matris — Kofaktorutveckling

Stryk rad i och kolumn j, ta determinanten av det som blir kvar.

ad — bc

Minor: Mj; = determinanten av (n — 1) X (n — 1) matrisen

Kofaktor:
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Anvand utveckling efter rad eller kolumn (rekursiv definition):

n

det(A) = Z ayj ' Cyj

Jj=1
dar cy; ar kofaktorn.
2 Teckenmonster for kofaktorer
+ - 4+ -
- + - +
+ - 4+ -
- + - +

2 Komplexitet

For en n X n matris ger utveckling n! operationer.

3. Utveckling efter rad eller kolumn

Utveckling efter rad 1:

n
det(A) = ajiC11 + A1pCip + 0t +A1C1 = Y, Ag5Cyj
J=1

Utveckling efter kolumn j:

det(A) = ) a;; Cjj
i=1

Sats

Utveckling efter vilken rad eller kolumn som helst ger samma determinant.

‘= Berakna determinanten

3 6 7
det { -4 1 0
3 -2 -4

Utveckla efter rad 1:
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= 3det (_12 _04) ~ 6det (_34 _04) +7 det (_34 _12)

= 3(~4) - 6(16) + 7(5) = —12 — 96 + 35 = 73

‘= Vvalj rad/kolumn med manga nollor

2 0 4 O
0O 1 2 O
Utveckla efter kolumn 4 (tre nollor!):
2 0 4 2 0 4
=—(1det|1 2 1]=det|1 2 1
0 1 2 0 1 2
Fortsatt utveckla...
4. Viktiga satser
Sats Beskrivning
det(A) = det(AT) Determinanten ar samma for transponatet
Triangular matris det = produkten av diagonalelementen
det(I) = 1 Identitetsmatrisens determinant

det(AB) = det(A) - det(B)  Multiplikativ egenskap

det(A) B 0 & Ainverterbar  Kriterium for inverterbarhet

Transponat

det(A) = det(AT)

Trianguldra matriser

For en triangular matris (6ver- eller undertriangular) ar determinanten produkten
av diagonalelementen.
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Linjaritet
Determinanten ar linjar i varje rad och kolumn:

e Homogen: det(kA) = k™ det(A) fér n X n matris
e Additiv i varje rad/kolumn separat

5. Effekt av radoperationer

Operation Effekt pd det
Byta plats p& tva rader det —» —det
Multiplicera rad med k det — k- det

Addera multipel av rad tillannan  det of6randrad

Konsekvens
Om tva rader (eller kolumner) ar:

e Lika:det(A) =0
e Multiplar av varandra: det(A) = 0

6. Tva metoder f6r att beridkna determinant

1. Utveckling efter rad/kolumn — Valj rad/kolumn med manga nollor
2. Gausseliminera till triangular form — Ta produkten av diagonalen

‘= Berakna med elementara matriser

Grundidé: Om E ar elementar matris sa galler:
det(EA) = det(E) * det(A)

Determinanter for elementara matriser:

e Multiplicera rad med k: det(E) = k
o Addera multipel: det(E) = 1
e Bytarader:det(E) = -1
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Berdkna determinant med Gausselimination

Metod: Reducera till triangular form och ta produkten av diagonalen.

‘= Exempel
0 1 5
det {O 1 5
2 6 1
Tva identiska rader = det = 0
Annat exempel med radoperationer:
1 -2 3 - 1 -2 3 R 10R 1 -2 3
o 1 5]——1[0 1 5]——=|0 1 5
2 6 1 0 10 -5 0 0 -55

det=1-1"-(-55) = -55

7. Singulara matriser
Definition: En matris ar singular om den ej ar inverterbar.

A singular <= det(A) =0

8. Cramers regel

3B1B: Cramer’s rule, explained geometrically =

8.1 Lemma

Om AB ar inverterbar sa ar bade A och B inverterbara.

8.2 Cramers regel

For systemet AX = b med det(A) E 0:

_ det(A;(b))

YT T der(a)
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dérAj(l;) ar matrisen A med kolumn j ersatt av b.

Se aven

e Linjara ekvationssystem
e Matriser

e Cramers regel

Resurser

Videor

e 3BluelBrown: The determinant (kap 6)z — geometrisk tolkning av determinanten
som area/volym

e 3BluelBrown: Cramer’s rule, explained geometrically (kap 12)z — visuell forklaring av
Cramers regel

e 3BluelBrown: Inverse matrices, column space and null space (kap 7)z — singulara matriser och
det =0

Interaktiva verktyg

e matrixcalc.org: Determinant Calculatorz — berdkna med visade steg
e Falstad: Matrix Simulationz — se hur determinanten férandras

e Desmos Matrix Calculatorz

e matrixcalc.orgrz — berakna determinanter online

Wikipedia

e Determinante

e Cramer’srulex

e Cofactor expansionmz
Fordjupning

e Immersive Linear Algebra — Chapter 7: Determinantsez — interaktiv 3D-bok
e MIT 18.06SC: Properties of Determinantse
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Vektoxer

#matematik #linjar-algebra #mekanik #kinematik #vektorer

Kapitel: 3.1-3.3 - Kurs: FOO04T Forkunskaper: Kinematik, Kryssprodukt

1. Vektorer i roérelse
1.1 Definition
Definition: Positionsvektor

Positionsvektorn I pekar fran origo till objektets aktuella position i rummet:
F=xX+y)+ 2k

Har ér/l\,ﬁ\ och & enhetsvektorer (langd 1) langs x-, y- och z-axlarna.

1.2 Hastighets- och accelerationsvektor

Precis som i 1D ar hastigheten derivatan av positionen — men nu deriveras hela vektorn komponentvis:

‘7: - = (VXJ V_y) VZ)

a = _t = (ax, ay, az)

¢) Nyckelinsikt: Komponentuppdelning

Du kan behandla varje komponent helt oberoende. x-rérelsen paverkas bara av x-
komponenten av kraften, y-rérelsen bara av y-komponenten, och sa vidare. Det har gor 2D/3D-

problem hanterbara.
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1.3 Fart — beloppet av hastighetsvektorn

Farten ar langden (beloppet) av hastighetsvektorn — Pythagoras sats i 3D:
v= V] = /vit+vi+v?

:= Exempel: Fart frdn komponenter

En fagel flyger med hastighetsvektorn vV = (3, 4, 0) m/s.

Fartenar:v =+v/32+42+02 = 4/9+ 16 =5m/s

2. Rorelsens komponenter ar oberoende

2.1 Konsekvens
Om ett objekt kastas horisontellt med startfart vy i x-led och tyngdkraften verkar i y-led:

e Xx-led: Ingen kraft — konstant hastighet: x = vyt
e y-led: Tyngdkraften — konstant acceleration: y = —%gt2

De tva komponenterna raknas ut separat och kombineras sedan till en bana.
/\ Vanligt misstag: Blanda komponenter

Blanda aldrig x- och y-komponenter i samma ekvation. Skriv alltid upp x- och y-
ekvationerna separat.

3. Hastighetsvektorn och andring av riktning

3.1 Acceleration utan fartandring
Nyckelinsikt

Acceleration kan uppsta utan att farten andras, enbart genom att riktningen andras. En bil som
kor i en rondell med konstant fart 50 km/h accelererar hela tiden — mot rondelens centrum.
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Forandringen av hastighetsvektorn:

S _2 9 - —AV
AV =V, =V > dmedel = At

Accelerationsvektorn pekar i riktningen av AV — inte nddvandigtvis i rérelsens riktning.

Lasning

e 10.2 Vectors

Se aven

e Kinematik — rorelse i 1D, grundlaggande samband
e Cirkelrorelse — radiell och tangentiell acceleration, n-t-koordinater
e Relativ rorelse — hastigheter relativt olika referenssystem

Resurser

Videor

e Khan Academy — 2D Motionz — vektorer och rorelse i planet

Wikipedia

e Kinematicsz
e Velocityr

Fordjupning

e University Physics with Modern Physics (Freedman & Young) kap 3.1-3.3
e Fysika upplaga 5, kap 3
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Skalarprodukt

#linjar-algebra  #vektor

Kurs: M0O067M Forkunskaper: Vektorer

Foru,v € R™

Rakneregler

u-v

Anvandning

=v-u,

o Langd: |ull = u-u
v

e Vinkel: cos 0 =

"
lulllvi

e Ortogonalitet:u v =0

e Projektion: proj,

Se aven

e Kryssprodukt
e Ortogonalitet

(au+bv) w=a(u-w)+bv-w),

u-v
= —vV

V%

e Skalarproduktsrum

Resurser

n
u-v="y uyv; = |ull|v|]l cos 6
i=1

e 3BluelBrown: Dot products
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Oxrtogonalitet

#linjar-algebra  #geometri

Kurs: M0O067M Forkunskaper: Skalarprodukt

Tva vektorer u, v ar ortogonala om (u, v) = 0.

Oxrtogonal bas

Enbas {uy, ..., Uy} &r ortogonal om (u;, u;) = 0 for i & j, och ortonormerad om dessutom [[u;|| = 1.

Projektion

Projektionen av v pa u:

. {vu)
proj,v = —(u’u)u
Oxrtogonalt komplement
wWt={v:{v,w)=0VwE W}.
R'=wewt

Se aven

e Gram-Schmidt-processen
e Minstakvadratmetoden
e Skalarproduktsrum
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Geometri for linjara system

#linjar-algebra  #vektorrum

Linjar kombination
En linjar kombination av vektorer Vi, Vo, ..., Vk: C1V1 + CoVp + ==+ + Vi

—

Geometrisk tolkning av AX=Db
Systemet AX = b fragar:

Kan b skrivas som en linjar kombination av kolonnerna i A?

Losningsfall

e Unik losning: I; ligger i kolonnrummet, kolonnerna ar linjart oberoende
e 0andligt manga losningar: b i kolonnrummet, kolonnerna &r linjart beroende

e Ingen losning: B ligger inte i kolonnrummet

Linjer och plan
e Linje:r(t)=p+ td
e Plan:7(s,t) =p +su+tv
e Plan (normalform):7i - (F—p) =0

Resurser

e 3BluelBrown: Vectors, what even are they? (kap 1)m

e 3BluelBrown: Inverse matrices, column space and null space (kap 7)z GeoGebra: Span of Two

Vectors in 3D
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MO067M - Geometri for linjara system

- [Wikipedia: System of linear equations — Geometric interpretation]
(https://en.wikipedia.org/wiki/System_of_linear_equations#Geometric_interpretation)
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Kryssprodukt

#linjar-algebra  #vektorrum

1. Kryssprodukt (vektorprodukt)
3B1B: Cross products - 3B1B: Cross products pt. 212

Kryssprodukten finns enbart i R3. Man kan se R? som en delmangd av R? genom att sattaz = 0, dvs.
(x,y,0).

1.1 Syfte

Givet ett plan p& parameterform X = x + su + tV ger kryssprodukten i X V en normalvektor som &r
ortogonal mot bada riktningsvektorerna.

1.2 Definition

U= (up,up,uz), V=(v,vp,V3)

UxV=(uavz —uzva, U3Vi—UV3, UiV2 — U2V1)

Minnesregel: Skriv upp vektorerna under varandra. For varje komponent, tack den kolonnen och ta
korsvis multiplikation av de kvarvarande — byt tecken pa mittkomponenten.

‘= Berdkna (—1,2,3) %X (2,-6,1)

Skriv upp vektorerna: (-1, 2, 3) (2, -6, 1)

Komponent1:2+1 -3+ (-6) =2+ 18 = 20 Komponent 2: =((-1)* 1 -3:2)=—(-1-6) =
7 Komponent3: (-1) - (-6)—2:2=6-4=2

Svar: (20,7, 2)

Kontrollera ortogonalitet med skalarprodukt:
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e (-1,2,3)-(20,7,2) =20 +14+6=0
e (2,-6,1)(20,7,2)=40-42+2=0v

¢/ Alternativ metod — determinantformen

Skriv kryssprodukten som en formell determinant med basvektorerna/l\,j\,ﬁ pa forsta raden: i x

i j\ k u, u u; u u; u
V=lu, u uz|= 0 2 3 —ﬁ\ ! 3 +ﬁ ! 2| Likt forra metoden tacker man en
V2 V3 Vi V3 Vi W2
Vi V2 V3

kolumn i taget och tar determinanten av det som blir kvar.

1.3 Sats
H,V€R3 = 1t L (ixV)ochV L (idxV)

Bevis: (g, Up, U3) * (UpV3 — U3Vy, U3Vy — U1V3, UiVy — UpVy) = UglipVa — UjlizVy + UplizVy —
Upu1Vv3 + Uzuive — uzurvy =0

Varje term tar ut sig. Analogt for V.

2. Rakneregler for kryssprodukt

axb

d

- /
b 7 ) /
Sy

Hogerhandsregeln: Bilden illustrerar hgerhandsregeln for kryssprodukt mellan tva vektorer a och
b. Nar du formar en hégerhand som visas:

¢ Pekfingret (bla pil) pekar i riktning mot vektor a
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e Langfingret (rod pil) pekar i riktning mot vektor b
e Tummen (lila pil) visar da riktningen pa kryssproduktsvektorn a x b

Kryssproduktsvektorn a x b blir alltsa vinkelrat mot bade a och b, och dess riktning bestams av
hogerhandsregeln. Om du vander pa ordningen till b x a far du motsatt riktning (tummen pekar
nedat istallet).

= —(V X 1) — ej kommutativ (antikommutativ)
+ W) =UXV+Uxw—distributiv
(ki) x v = u x (kv)

X X
SOl x g

|t -}

°

»

—~

X X <«
<l

-

LSl
Il
ol al

3. Lagranges identitet

i< V]2 = [d|]*|V]* - @ )

4. Geometriska egenskaper
Givet tva vektorer Ui och V:
e UXV L UochiixV LV

o |t x V| =arean av parallellogrammet
e Riktning enligt hogerhandsregeln

5. Exempel: Area av triangel
Bestam arean av triangeln med hérnen A = (1,0,3),B = (-2,1,-1),C =(1, 1, 2).
Lésning:AB =B -A=(-3,1,-4)AC=C-A=(0,1,-1)

Area = %lAﬁ x AC|

6. Trippelskalarprodukt
i (Vxw)

Kan berdaknas som en determinant:
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up Uy U
ﬁ'(VXW):det Vi Vo V3
Wi W2 W3

7. Satser: Geometrisk tolkning av determinanter

3B1B: The determinanttz

7.1 Area av parallellogram i R

Area = det[u1 uz]
Vi

V2

7.2 Volym av parallellepiped i R®

up Uy us
Volym = |det |vi vo w3 ||=|td-(¥VxW)|
Wi Wy w3

8. Avstand mellan punkt och linje
‘= Exempel: Avstand fran punkt till linje
Givet en punkt P och en linje L genom punkten Q med riktningsvektor d.
Metod:

1. Bilda vektorn QP fran en punkt pa linjen till punkten P

2. Berakna kryssprodukten QP X d detta ger en vektor vars langd ar arean av
parallellogrammet som spanns upp av QP ochd

3. Arean av ett parallellogram ar bas x héjd, sa hojden (avstandet) fas genom att dividera med
basen |d|

Formel: Avstand = |Q|P;Td|
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9. Avstand mellan tva skeva linjer i R®

Tva linjer &r skeva om de varken skéar varandra eller ar parallella (endast mojligt i 3D).
:= Exempel: Avstdnd mellan tva skeva linjer
Givet tva skeva linjer:

e L:genom P; med riktningsvektor 671
e L: genom P, med riktningsvektor d,

Metod:

1. Bilda ett plan 71 som innehéller L; och &r parallellt med L,

2. Planets normalvektor arri = d1 X d2 (vinkelrat mot bada riktningsvektorerna)
3. Valj en punkt P, pa L, och berdkna avstandet fran denna punkt till planet it
4. Avstandet punkt—plan fas genom att projicera Pﬁ’z pa normalvektorn i

Pl_Pz' JIXJZ

Formel: Avstand = 251
|dixda |

Taljaren ar absolutbeloppet av trippelskalarprodukten (volymen av parallellepipeden), och

namnaren ar arean av basparallellogrammet.

10. Avstand mellan punkt och plan
‘= Exempel: Plan genom tre punkter + avstand
Givet: P =(1,0,2),Q=(-1,1,3),R=(-2,1,0),S =(2,2,-1)
Bestam planet genom P, Q, R och avstandet fran S till planet.

Metod:

Steg 1: Hitta tva vektorer som ligger i planet Tre punkter definierar ett plan. Genom att dra
vektorer mellan punkterna far vi vektorer som ligger i planet. Pb =Q-P=(211) PR =
R-P =(-3,1,-2)
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Steg 2: Berdkna planets normalvektor Kryssprodukten av tva vektorer ger en vektor som ar
vinkelrat mot bada. Alltsa: PQ % PR ger en vektor som ar vinkelrat mot planet — planets

—

normalvektor. i = PQ % PR = |j j k-2 1 1-3 1 -2(=(-3,-7,1)

&) Stefans metod (ortogonal projektion)

Har kan vi hoppa direkt till avstandet utan att skriva ut planets ekvation!

o

Idé: Avstandet fran S till planet &r samma sak som langden av projektionen av PS pa
normalvektorn 7.

PS=S-P=(2-1,2-0,-1-2)=(1,2,-3)

Ortogonal projektion av PS pa ni: projﬁP_S = P;S.’%ﬁﬁ
N s | BSa| — 11E3R267 M _ 20
Langden (= avstdndet): d = | 73 = = o=

Snabbare — vi behdéver aldrig planets ekvation!

Steg 3: Still upp planets ekvation Ett plan kan beskrivas som alla punkter i dar vektorn fran en
kand punkt (P) till ¥ &r vinkelrat mot normalen.ii - (F—P) =0-3(x — 1) - 7(y - 0) + 1(z -
2)=0-3x-7y+z+1=0

Steg 4: Berdkna avstandet fran S till planet Kortaste avstandet fran en punkt till ett plan &r langs
normalens riktning. Vi projicerar vektorn PS p& normalvektorni.PS =S - P = (1,2,-3)d =
|PSi] _ BN+ = 20

[7] V/9+49+1 V/59

Kryssprodukt - Jamn permutation

Lasning

e 10.3 The Cross Product in 3-Space
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Resurser

Videor

e 3BluelBrown: Cross products (kap 10)z — vad kryssprodukten betyder geometriskt

e 3BluelBrown: Cross products in the light of linear transformations (kap 11) =z — djupare
forstaelse via determinanter

e 3BluelBrown: Dot products and duality (kap 9)z — skalarprodukt som kontrast

e 3BluelBrown: The determinant (kap 6)= — area och volym som determinant

Interaktiva verktyg
e GeoGebra: Cross Product Visualisation 3D — roterbar 3D-visualisering
e GeoGebra: Cross Product and Area Visualization — parallellogram-area
Wikipedia

e Cross productr
e Triple productr
e Parallelepipedmz
e Line (geometry) — Parametric forme

¢ Plane (geometry)r

Fordjupning

e Immersive Linear Algebra — Chapter 2: Vectorsz
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Vektoxrxrum

#linjar-algebra

Kurs: M0O067M Forkunskaper: Vektorer

Ett vektorrum V (6ver R) ar en mangd med addition + och skalarmultiplikation, som uppfyller
8 axiom: kommutativitet och associativitet for +, existens av nollvektor, additiv invers,
distributivitet m.m.

Exempel

e R"

e Mangden av polynom Pj av grad < n

e Mangden av kontinuerliga funktioner C([a, b])
e Matrisrummet M«

Delxrum

En delmangd W S V ar ett delrum om:
L0ew
2u,veEW=u+tveWw
.ueWwW,ceR=2cacw

Se aven

e Bas och koordinater
e Dimension
e Linjart beroende och oberoende

Resurser

e 3BluelBrown: Abstract vector spaces
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Linjart beroende och oberoende

#linjar-algebra

Kurs: M0O067M Forkunskaper: Vektorer

Vektorer vy, ..., Vi ar linjart oberoende om
civitetavg=0=c=-=c=0.

Annars ar de linjart beroende — da kan nagon v; skrivas som en linjarkombination av de andra.

Test med matris
Om kolonnerna ar vy, ..., Vk:

e Oberoende <= radreducerad matris har pivot i varje kolonn <= Ax = 0 har endast
trivial lG6sning.
e For kvadratisk matris: oberoende < detA & 0.

Se aven

e Bas och koordinater
e Dimension
e \ektorer
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Bas och koorxdinater

#linjar-algebra  #vektorrum #bas

1. Vad ar en bas?
3B1B: Linear combinations, span, and basis vectors
I VAL2 M0067M larde vi oss tva begrepp:

e Span — vilka vektorer kan vi nd?
e Linjart oberoende — ar var vektormangd effektiv (inga onodiga)?

En bas kombinerar dessa tva krav. Den ar en vektormangd som ar precis lagom stor: stor nog att na

allting, men utan dverflodiga vektorer.

1.1 Definition
Definition: Bas
Lat W vara ett underrum till ett vektorrum V.
Enmangd B = {Bl, 52, e Bp} aren bas for W om:

1. B ar linjart oberoende
2. B spanner upp W, dvs. span(B) = W

Intuition: En bas ar den minimala uppsattningen vektorer som fortfarande kan bygga allt i rummet. Ta
bort en vektor och du kan inte langre na allt. Lagg till en och den ar 6verflodig.

1.2 Geometrisk intuition

Rum Bas behover.. Exempel

En linje genom origo 1 vektor (i linjens riktning) {(1,2)} forlinjeny = 2x
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Rum
RZ

Ett plan genom origo

iR3

R3

2. Standardbaser

Bas behovetr..

2 ej parallella vektorer

2 ej parallella vektorer i planet

3 vektorer som inte ligger i

samma plan

Exempel

{(1,0), (0, 1)}

{(1,0,0), (0,1,0)} forxy

-planet

{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}

Varje “vanligt” vektorrum har en naturlig, enkel bas som kallas standardbasen.

2.1 Standardbas fér R”

I R" ar standardbasen:

- =

{e].’ e2; e ,en}

dar é; har en etta i position i och nollor éverallt annars.

:= standardbasen for R? och R3

1, 0
R {[], 11}

Verifiering (t.ex. R%):

}

e Linjdrt oberoende: c1€] + €@, + 363 = O gerdirektcy =c, =c3=0v

a

e Spdnner upp: Varje |b| = aé; + bé, + cé3 v

c

2.2 Standardbas foér P,

I polynomrummet P,, (polynom med grad < n) ar standardbasen:
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{1, x, X2, ..., x"}
:= Standardbaser for polynomrum
P,: {1, x, x*} — varje polynom a + bx + cx? ar en linjarkombination av dessa.
P5: {1, x, X%, x>} — varje polynom av grad < 3 kan skrivas a + bx + cx? + dx°.
Verifiering for P:

e Linjdrt oberoende: ¢y * 1+ ¢y *x+c3 x> =0férallaxkraverc; =c; =c3 =0 v
e Spdnner upp: Per definition &r varje polynom i Py en linjarkombinationa*1+b-x+c -

X2 v

2.3 Standardbas for M,

I matrisrummet M,,x,, r standardbasen mangden av alla matriser med exakt en etta och resten nollor.

:= Standardbasen for M,

10, 0 1, 0 O, O O

{[0 0]’[0 O]’[l 0]’[0 1

I}

0

el Yea)

]

S =

b
Varje 2 X 2-matris kan skrivas: [g d] =al

Basen har 4 element — det stammer med att My«, har dimension 4.

3. Ar en given miangd en bas? — metod
For att kontrollera om { V4, ...,V } &r en bas for ett rum med dimension n:
Steg-for-steg:

1. Skriv vektorerna som kolumner i en matris A

2. Radreducera till trappstegsform

3. Kontrollera:
o Varje kolumn har en pivot - linjart oberoende v
o Varje rad har en pivot = spanner upp v
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o Bada giller - bas v
¢) Genvag: rakna vektorer

Om du vet att rummet har dimension n och du har exakt n vektorer, racker det att kontrollera ett
av villkoren (oberoende ELLER spanner upp) — det andra foljer automatiskt! Detta beror pa att en
n X n-matris har en pivot i varje kolumn om och bara om den har en pivot i varje rad.

:= Rikneexempel: Ar tre polynom en bas for P,? (méjlig tentauppgift)
Givet:

* P =1+x-x

e pp(X)=1-x+x°

e p3(x)=1+x
Fraga: Ar {p1, po, p3} en bas for P,?

Steg 1: Identifiera koefficienter och skriv som kolumner. Varje polynom a + bx + cx? motsvarar

a
vektorn | b|:
C—
1] 1 1
pr< | 1|, p2<e |-1], p3< |1
-1 1 0
1 1 1
Steg 2: Bilda matris och radreducera:A= | 1 -1 1
-1 1 0
1 1 1
Rz — Rz —R12 0 -2 0
-1 1 0
(1 1 1
R3; « R3+Ri: (0 -2 O
0 2 1
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1 1 1
Ry « R3+Ry: (0O -2 O
0O 0 1

Steg 3: Tre pivoter i en 3 X 3-matris — varje kolumn har en pivot OCH varje rad har en pivot.

Svar: Ja, {p1, po, p3} ar en bas for P,. v

:= Rikneexempel: Tva vektorer i R?
o103 I
ArB = {[2], [1]} en bas for R=?

Snabbkoll: Vi har 2 vektorer i R? (dim = 2). Alltsa racker det att kontrollera linjart oberoende.

Ar(3,1) = k - (1, 2) fér ndgot k? Det ger k = 3 och k = 1/2 — motségelse. Vektorerna ar inte
parallella = linjart oberoende v.

Eftersom 2 oberoende vektorer i R? (dim 2) automatiskt spanner upp: Ja, B &r en bas fér R?. v

4. Unik representation — varfdr baser dr sa anviandbara

Den centrala anledningen till att baser ar viktiga ar att de ger oss ett koordinatsystem.
] sats: Unik representation
LatB = {Bl, Bz, ,Bp} vara en bas for vektorrummet V.
For varje X € V finns en unik uppsattning skalarer c1, ca, ..., Cp sadana att
X= Clgl +C252 P 000 97 Cpo

Varfor? Beviset har tva delar:

1. Existens: Eftersom B spanner upp V kan varje X skrivas som en linjarkombination
av basvektorerna.
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2. Unikhet: Antag att det finns tvd representationer: X = c1by + +=- + ¢,b, och X =dib; +
-+ + dpbp, Subtrahera: (c1 — di)by + =+ + (cp — dp)bp = 0. Eftersom B &r linjart oberoende
méste ¢; — d; = 0 férallai, alltsd ¢; = d;. Representationen var densamma! m

&) Varfor spelar det roll?

Utan unikhet hade koordinater varit meningslosa — samma vektor kunde ha olika “adresser”.
Unikheten garanterar att varje vektor har exakt en uppsattning koordinater relativt en given bas,

precis som varje punkt pa en karta har exakt en GPS-position.

5. Koordinater relativt en bas

3B1B: Change of basism
5.1 Definition
Definition: Koordinatvektor
L&t B = {Bl, Bz, ,I;p} varaenbasforV ochlatX € V.
OmX = c151 WF czgz + et chp kallas

C1
(6]

Kg=| | ER
Cp
koordinatvektorn for X relativt basen B.
Med andra ord: koordinatvektorn talar om “hur mycket av varje basvektor” som behdvs for att bygga X.

¢) Koordinater beror pa basen!

Samma vektor X far olika koordinater beroende pa vilken bas man valjer. Basen fungerar som ett
“perspektiv” — byt perspektiv och siffrorna andras, men vektorn i sig ar densamma.
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5.2 Specialfall: standarxdbasen

Om B ar standardbasen {€, ..., €,} for R", s& ar koordinatvektorn identisk med sjalva vektorn:

[)_é] standard — X

Det ar darfor vi “normalt” inte tanker pa koordinater — vi jobbar redan i standardbasen utan att
reflektera 6ver det.

5.3 Exempel

‘= Koordinater i R*: givet koordinatvektor, hitta X
o — — — 1 — 3
Lat B = {by,by} med by = [2], by = [1]-

. 2 N .
Givet: [X]g = [5]. Vad ar X (i standardkoordinater)?

2

Lésning: X = 21_51 + 552 =2 [;] +5 [i] = [4

1+ IT=1]

17

g!

Svar:x = [

Tolkning: I bas B:s “koordinatsystem” ar adressen (2, 5), men i standardkoordinater hamnar vi
pa(17,9).

:= Koordinater i R?: givet X, hitta koordinatvektorn

Samma bas: B = {[;], [11%]}.

Givet: X = [g]. Bestam [X]g.

7

0]'

Losning: Vi soker c1, ¢» sadana att 1 [;] + ¢ [i] =[
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. c1t 3C2 =7
Ekvationssystem: {
2C1 +Cy = 0

. o 3|7 5 R-2R, 1 3 7 Ry/(-5)

Radreducera den utokade matrisen: [ > 110 ]l ——1 0 -5 | -14 | —
1 3|7
[ 14 ]

0 1|4

R-3R, 1 0|-%

[0 1 %%]
=7/5

=7/5+ 42/5 35/5 7

_1a55+1450 =L g 170Gl

Kontroll: —Z [;] + & [:1))] =]

Notera: Att svaret innehaller brak ar helt normalt — det beror pa att basvektorerna inte &r
ortogonala med heltalslangder.

‘= Koordinateri P,

Lat B = {p1, p2, p3} med:

e pi(x)=1-x
e pp(x)=1+x
e p3(x)=1-x°

Givet: Bestam koordinaterna for q(x) = 1 + x + x° relativt B.
Losning: Vi soker c1, €, €3 sddana att: c1(1 —x) + co(1 + x) + c3(1 — x?) = 1 + x + x?

Utveckla vansterledet och samla termer: (¢ + ¢y + ¢3) + (=1 + C)x + (—c3)x* = 1 + x + x?

Jamfor koefficienter:

Texm Vansterled Hogerled

x¥ (konstant) ¢1+cy +C3 1
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Texm Vansterled Hogerled
X1 =y + €5 1
x? —C3 1

[-Cl t+cy)tcoy = 1
Ekvationssystem: JL —-c1tc =1

—C3:1

Fran ekvation (3): c3 = —1.Insatti(1): c; + ¢, = 2. Fran (2): —¢; + ¢; = 1. Addera: 2¢, =
3 = ) = %,ochdécl = %

1/2
Svar: [glg = |3/2
-1

Alltsd: 1+ x+x% = (1 —x) + 3(1+x) + (-1)(1 - %)
Kontrol: 1 — Ix+ 2 +dx-1+x2 =G +3 - D+ (- +Ix+x*=1+x+x*v

2 2 2

6. Rakneregler for koordinater

Koordinatvektorn bevarar de linjara operationerna — addition och skalarmultiplikation “fungerar
likadant” i koordinater som i originalrummet.

] sats: Linjaritet hos koordinatavbildningen
L&t B varaen bas for V och lat i,V € V, c € R. D4 giller:
[i +V]g = [ulg + [V]g [cllp = c[i]p

Varfor? Om i = Y a;b; ochV = Y d;b;, sd ti + V = Y(a; + d;)b;, och koordinatvektorn fér summan ar

just summan av koordinatvektorerna.
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¢) Vad detta innebar

Att l6sa problem i ett “komplicerat” vektorrum (polynom, matriser, funktioner...) kan alltid
oversattas till att [6sa motsvarande problem i R" via koordinater. Denna koppling kallas isomorfi
— rummen “ser likadana ut” algebraiskt.

7. Koordinater bevarar linjart oberoende
[ sats: Oberoende bevaras av koordinatavbildningen
Lat V vara ett vektorrum med bas B = {Bl, ooy I;n}.
DA galler for vektorer Vi, ..., V,, € V:
{V1, ..., Vm} linjart oberoendei V. < {[Vi]s, ..., [Vmls} linjart oberoende i R"

Bevis (<): Antag att koordinatvektorerna &r linjart oberoende i R". Vi vill visa att originalvektorerna ar

oberoendei V.
Satt cqVy + -+ + ¢V, = 0.

Ta koordinater relativt B pa bada sidor och anvand linjariteten:
[c1Vi + -+ + cmVm]B = [0lB c1[VilB + =+ + cm[ViulB = 0

Eftersom koordinatvektorerna ar linjart oberoende: ¢y = - = ¢, = 0.

(Den andra riktningen bevisas helt analogt.)
¢) Praktisk konsekvens

Du behover aldrig jobba direkt med polynom, matriser eller andra abstrakta vektorer nar du vill
kontrollera linjart oberoende — versétt till koordinater i R" och radreducera som vanligt. Det ar
exakt vad vi har gjort i alla polynom- och matrisexempel hittills!
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8. En kommentar om mangdnotation

Vi skriver baser med méngdparenteser { }. Formellt innebéar detta att:
¢ Ordningen spelar ingen roll: {Bl, 52} = {52, 51} som mangder
e Ingadubbletter: {V,v} = {V}

/\ 1 praktiken spelar ordningen roll anda!

Aven om mangdnotationen sager att ordning inte spelar roll, beror koordinatvektorn pa vilken
ordning vi listar basvektorerna. Om vi byter ordning pa b1 och bz i basen flippar vi koordinaterna:

C1
C2

16)
C1

[_]{bl by ~ |

I men (g5, =

Darfor bor man strikt sett anvanda ordnade mangder (tupler) for baser, men konventionen i de
flesta larobocker ar att anvanda { } och underforsté att ordningen ar given.

9. Beslutstrad

Ar {Vi,...,V,} en bas fér V?

flowchart TD

A["Givet: fvi, ..., vp} i V med dim(V) = n"] --> B{"Har du ratt antal\nvektorer? (p = n
B -- "p#n" --> NO["INTE EN BAS\np < n - kan inte spé@nna upp\np > n - kan inte vara obe
B -- "p=n" -->C["Skriv vektorerna som kolumner\ni en nxn-matris och radreducera"]

C --> D{"Har varje kolumn\nen pivot?\n(ekvivalent: har varje\nrad en pivot?)"%}

D -- Ja --> YES["BAS v\ne Linjart oberoende v\ne Spanner upp V v"]

D -- Nej --> NO2["INTE EN BAS\nVektorerna ar linjart beroende\noch spadnner inte upp V"]

Hitta koordinater [X]g

flowchart TD
A["Givet: bas B = {bi,...,bn}\noch vektor x € V"] --> B["Satt upp ekvationen\ncibi + cal

B --> C["Skriv som utdkad matris\n[b:i | b2 | ... | bn | x]"]
C --> D["Radreducera till\nreducerad trappstegsform"]

D --> E["L&s av c1, c2, ..., cn\nfrdn sista kolumnen"]

E --> F["Svaret:\n[x]_B = (c1, c2, ..., cn)"]
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10. Ovningsuppgifter
Bas-uppgifter

R3

1 0 1
Arq 10, 1], |1 en bas for R3?
1

¢) Ledtrad 1

Vi har 3 vektorer i R3 (dim = 3), sd antalet stammer. Det racker att kontrollera ett av

villkoren: linjart oberoende eller spanner upp.

&) Ledtrad 2

Bilda 3 X 3-matrisen med vektorerna som kolumner och radreducera. Om alla tre

kolumnerna har pivoter = bas.

v Facit

Ja, det ar en bas for R3.

v Full lésning

10 1] 1o oo
Radreducera: [0 1 1| —5% |0 1 1| =310 1 1
1 1 O 0O 1 -1 0O 0 -2

Tre pivoter i en 3 X 3-matris - linjirt oberoende och spéanner upp R°.

1 0 1
Alltsa: of,(1],(1 ar en bas for R3. v
1 1 0
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P,

Ar{l+x, x+x2, 1+x%}enbas fér Py?

&) Ledtrad 1

1 0 1
Oversitt polynomen till vektorer i R3: (1 +x) « [1|,(x+x%) < [1|,(1+x%) « |0].
0 1 1

Bilda matris och radreducera.

¢) Ledtrad 2

Notera att detta ger exakt samma matris som i uppgift 1 (fast kolumnerna i annan ordning).
Alternativt: kontrollera om (1 + x2) = (1 + x) + (x + x*) stammer. Stammer det?

v/ Facit

Ja, det ar en bas for P,.

v Full lésning

1 0 1
Oversatt och bildamatris: |1 1 0
0 1 1
1 0 1
Radreducera: Ry « R - R:: |0 1 -1
0 1 1
1 0 1
R3<—R3—R2: 0 1 -1
0O 0 2

Tre pivoter — linjart oberoende — Ja, det ar en bas fér P,! v
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Poang: Tre linjart oberoende vektorer i ett 3-dimensionellt rum bildar alltid en bas.

Koordinat-uppgifter

RZ
L4t B = {[i] , [;]} och® = [g].
Bestam [X]5.

&) Ledtrad 1

2 1
Los 1 [1] + 0y [3] = [2], dvs. systemet 2c; + ¢, = 5och ¢y + 3¢, = 5.

&) Ledtradd 2

Fran ekvation 2: ¢; = 5 — 3¢p. Insatti ekvation 1: 2(5 —3¢c2) + ¢ =5 = 10— 5¢ = 5.

v/ Facit

{5 = [7]

v Full lésning

. 2C1 +Cy = 5
Ekvationssystem: {
cp+ 3C2 =5
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) . 1 5 RlHRz
Utdkad matris och radreducera: [ 1 315 ] —
[ 1 3|5 1 Ro—2R; [ 1 3 5 1

2 115 0 -5|-5

Franrad 2: =5¢, = =5 = ¢, = 1.Franrad1:¢c; +3 =5 = ¢; = 2.
o2
[X]g = [1]

4+1 5)

Kontroll: 2 [i] +1 [513] = [2 N 3] = [5

]1v

L&t B = {1—-x, 1+x, 1—x*}(samma bas som i exemplet ovan).

Bestam [3 + x — 2x°];.

&) Ledtrad 1

Satt upp ekvationen ¢;(1 — x) + ¢o(1 + x) + c3(1 — x?) = 3 + x — 2x% och
jamfor koefficienter.

¢) Ledtrad 2

Koefficientjamforelsen ger:

e Konstant:c; +cy +c3 =3
e X.—C1tCy = 1
o X% —-c3 = -2
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v Facit

0
B+x-2x%15= |1
2

v/ Full lésning

Utveckla: C1(1 - X) + C2(1 + X) + C3(1 - Xz) = (C1 +Cy t+ C3) + (_Cl + C2)X + (‘C3)X2
[Cl +c+tc3 =3

Jamfor med 3 + x — 2x%: i—cl +cy=1

=y = =)

Frdn (3): c3 = 2.Insatti (1):c1 + ¢ = 1. Fran (2): —c; + ¢ = 1. Addera (1’) och (2):
2C2 =2 = Ch = ]_,OChdé.Cl =0.

Kontroll: 0(1 —x) + 1(1 +x) +2(1 —x*) = 1+x+2-2x> =3 +x—-2x° v

Svar: [3+x - 2x%]g =

N — O

1 0 1
LatB = 11,111, 10 vara en bas fér R3.
0 1 1
3
Om[X]g = |-1]|,vadarXx?
2
¢) Ledtrad

X = c1by + ¢aby + ¢3b3 dér (¢, 2, €3) lases direkt ur koordinatvektorn.
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v/ Facit

>l
Il
= N Ul

v/ Full lésning

1 0 1 3 0 2 5
=31+ |1]| +2 |o]| = |3]| +|-1| + |o]| = |2
0 1 1 ol |-1| |2 1

Konceptuella uppgifter

Avgor om pastaendena ar sanna eller falska. Motivera kort.

a) Standardbasen ar den enda basen for R". b) Om B ar en bas fér V och X € V, sa finns det
exakt en koordinatvektor [X]g. c) Om {Vy, v, } &r linjart oberoende i R3, s& 4r det en bas for R3. d)
Om {Vy, ¥, V3 } spanner upp R3, s ar det en bas for R3. e) Varje vektorrum har en standardbas.

&) Ledtrad

Tank pa definitionen av bas: linjart oberoende + spanner upp. Saknas ett villkor — inte en

bas. Fundera ocksa pa vad “dimension” innebar for antalet vektorer i en bas.

+ Facit och motivering

1 1
a) Falskt. Det finns oandligt manga baser fér R". T.ex. {[1] , [_1]} ar en bas fér R? som inte

ar standardbasen.

pellesmoln.org/kurser/MOO67M - 2026-10-19 701/ 167



MO067M - Bas och koordinater

b) Sant. Det &r precis satsen om unik representation. Eftersom B ar en bas (oberoende +
spanner upp) bestams koordinaterna entydigt.

¢) Falskt. Linjart oberoende racker inte — vi behdver dven spanna upp. Tva vektorer i R kan
hogst spanna upp ett plan (2-dimensionellt delrum), inte hela R3 (som ar 3-dimensionellt).
Vi behover 3 vektorer.

d) Sant (under forutsattning att mangden ocksa ar linjart oberoende). Men faktum ar: 3
vektorer som spanner upp R? mdste vara linjart oberoende. Varfér? Matrisen med 3
kolumner i R3 som har en pivot i varje rad (spanner upp) har 3 pivoter i 3 kolumner — allts&
en pivot per kolumn (oberoende). Sant.

e) Falskt. “Standardbasen” ar bara definierad fér rum som har en naturlig/kanonisk bas,
som R", P,, och M,,,x,,. Godtyckliga vektorrum (t.ex. lésningsrum till differentialekvationer)
behdver inte ha en “standard”-bas, aven om de har baser.

L&t B = {Bl, Bz} vara en bas for V.

omi = 351 + 252 ochvV = —Bl + 452, verifiera att [U + V]g = [U]g + [V]p.

&) Ledtrad

Berédkna U + V och bestam koordinatvektorn. Berakna sedan [ii]g + [V]g separat. Jamfor.

v/ Facit

[ +7ls = [ils + V15 =[] /

v Full l6sning

u+vs= (351 + 252) + (_51 + 452) = 251 + 652
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5 2
Allts& [t + V] = [6].

1 2

Aandrasidan: [ + [Pl = [+ [, 1= -],

Identiska! v Koordinatavbildningen bevarar addition.

Resurser

Videor

e 3BluelBrown: Linear combinations, span, and basis vectors (kap 2)iz — vad en bas ar och varfor

den behovs

e 3BluelBrown: Change of basis (kap 13)&z — koordinater relativt olika baser

e 3BluelBrown: Abstract vector spaces (kap 16)2z — baser i abstrakta vektorrum
Wikipedia

e Basis (linear algebra) &z

e Coordinate vectorm

e Standard basisz
Fordjupning

e Immersive Linear Algebra — Chapter 6: The Vector Space

e Georgia Tech — Interactive Linear Algebra: Basis and Dimensiontz
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Dimension

#linjar-algebra  #vektorrum

1. Alla baser har lika manga vektorer

I V4L3 M0067M definierade vi begreppet bas — en linjart oberoende mangd som spanner upp
rummet. En naturlig fraga uppstar: kan olika baser for samma rum ha olika antal vektorer?

Svaret ar nej. Detta ar ett av de mest fundamentala resultaten i linjar algebra.

] sats: Alla baser har samma storlek

Lat V vara ett vektorrum. Om V har en bas med n vektorer, sa har varje bas for V' exakt
n vektorer.
Bevisidé: Antag att B = {51, e Bn} och C = {C1, ..., Cn} bada ar baser for V.

e Eftersom B ar en bas (spanner upp V') och C éar linjart oberoende, maste m < n (fler oberoende

vektorer an basvektorer kan inte finnas).
e Eftersom C ar en bas (spanner upp V') och B ér linjart oberoende, maste n < m.
e Alltsam=n.n

&) Varfor ar detta viktigt?

Det betyder att antalet basvektorer ar en egenskap hos rummet, inte hos den specifika basen vi

rakar valja. Detta antal fortjanar ett eget namn — dimensionen.

2. Definition av dimension

3B1B: Linear combinations, span, and basis vectorstz

pellesmoln.org/kurser/MOO67M - 2026-10-19 731167


file:///opt/buildhome/repo/public/tags/linj%C3%A4r-algebra
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/vektorrum
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/V4L3-M0067M
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Linj%C3%A4rt-beroende-och-oberoende
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Vektorrum
https://youtu.be/k7RM-ot2NWY
https://youtu.be/k7RM-ot2NWY

MO067M - Dimension

Definition: Dimension
L&t V vara ett vektorrum.

e Om V haren bas med n vektorer kallas V' andligtdimensionellt och vi skriver dim(V') =
n.

e OmV = {6} (bara nollvektorn) definierar vidim(V') = 0.

e Om V inte kan spannas upp av ett andligt antal vektorer kallas V' oandligtdimensionellt.

Med andra ord: dimensionen av ett vektorrum V' ar antalet vektorer i en (vilken som helst) bas for V.

3. Dimensioner for vanliga vektorrum

Vektorrum Standarxdbas Dimension
R" {é1,€,...,6,} dim(R™") = n
P,, (polynom grad < n) {(1,x,x%,...,x"} dim(P,)=n+1

M, xn (allam x n-matriser)  Matriser med en etta, resten nollor ~ dim(M,,x,) =m *n

{0} @ (tom méangd) dim =0

:= Verifiering av dimensioner
R3: Standardbasen {&;, &,, &3} har 3 vektorer, alltsa dim(R?) = 3.
P»: Standardbasen {1, x, xz} har 3 element, alltsa dim(P>) = 3.

M 3: Standardbasen har 2 * 3 = 6 matriser (varje matris har en etta i exakt en av de 6
positionerna), alltsa dim(M>«3) = 6.

P,: Standardbasen {1, x, x, ..., x"} harn + 1 element (grader 0, 1, ... , n), alltsd dim(P,) =
n+1.
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/\ P, har dimensionn + 1, inte n!

Manga gér misstaget att tro att dim(P,) = n. Men polynomrummet P,, innehaller polynom av
grad < n, och basen {1, x,x, ..., X"} harn + 1 element (glém inte konstanttermen!).

‘= Oandligtdimensionella rum
Mangden P av alla polynom (utan gradgrans) ar oandligtdimensionellt.

Varfér? Mangden {1, x, x2,x3, ... } ar linjart oberoende (inget polynom i listan kan skrivas som en
linjarkombination av de andra), men den har oandligt manga element. Inget andligt antal
polynom kan spanna upp alla polynom.

Likasa ar F (R) (alla funktioner R — R) oandligtdimensionellt.

4. Centrala satser om dimension

Dimensionen ger oss kraftfulla verktyg for att snabbt avgora fragor om linjart oberoende och span.
4.1 Dimensionsbegransningar

[ sats: Ovre gréns fér oberoende

Om dim(V') = n, sa kan hégst n vektorer i V vara linjart oberoende.

Ekvivalent: varje mangd med fler &n n vektoreri V' ar automatiskt linjart beroende.

Q Sats: Undre grans for uppspanning
Om dim(V') = n, sd krévs minst n vektorer for att spanna upp V.

Ekvivalent: varje mangd med farre an n vektorer kan inte spanna upp V.
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‘= Snabbslutsatser med dimension

Kan 5 vektorer i R® vara linjart oberoende? Nej — dim(R®) = 3 och 5 > 3.
Kan 2 polynom spanna upp P»? Nej — dim(P,) = 3och 2 < 3.

Kan 3 matriser spanna upp Myx>? Nej — dim(M>x») = 4 och 3 < 4.
Maste 4 vektorer i R3 vara linjart beroende? Ja— 4 > 3 = dim(R?).

4.2 Genvagen: ratt antal vektorer
O sats: n vektorer i ett n-dimensionellt rum
Latdim(V') = noch &t S = {Vy, ..., V,} varaen mangd med exakt n vektoreri V. Da galler:
S ar linjart oberoende <= S spanner upp V' < S ar en bas for V
Det racker alltsd att kontrollera ett av villkoren — det andra f6ljer automatiskt!

Varfor? Om vi har exakt n vektorer i ett n-dimensionellt rum:

e Om de ar oberoende: vi har n oberoende vektorer, och det maximala antalet oberoende vektorer
ar n (basens storlek). Att lagga till fler gor dem beroende, sa de maste redan spanna upp.

e Om de spanner upp: vi har n vektorer som spanner upp, och det minimala antalet som spanner
upp arn. Om de vore beroende kunde vi ta bort en och fortfarande spanna upp medn — 1
vektorer — men n — 1 < nvektorer kan aldrig spanna upp. Motsagelse!

¢) Praktisk nytta

Denna sats halverar arbetet! Om du vet dimensionen av rummet och har ratt antal vektorer
behover du bara kontrollera ett av:

e Linjart oberoende (radreducera, kolla pivoter i varje kolumn)
e Spanner upp (radreducera, kolla pivoter i varje rad)
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4.3 Plus/minus-satsen

& Plus/minus-satsen

Lat V vara ett vektorrum med dim(V') = n.

Plus: Om S &r en linjart oberoende mangd i V' som inte spanner upp V, s finns en vektor Vv &€

V sé&dan att S U {V} fortfarande &r linjart oberoende.

Minus: Om S spanner upp V men inte ar linjart oberoende, sa finns en vektor i S som kan tas

bort utan att minska spannet.

Intuition: Du kan alltid “bygga upp” till en bas genom att lagga till vektorer (plus), eller “trimma ner”
tillen bas genom att ta bort 6verflodiga vektorer (minus).

‘= Bygg upp till en bas

1
Lat V = R3 (dim = 3). Starta med den linjart oberoende mangden S = { 0 }
0
0
S spanner inte upp R? (bara x-axeln). Enligt plus-satsen kan vi lagga till en vektor, t.ex. |1
0
1 0
S'=510],|1
0 0
0

Fortfarande oberoende, men spanner bara upp xy-planet. Lagg till ytterligare en, t.ex. |0
1

Nu har vi 3 oberoende vektorer i R3 — det &r en bas!
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‘= Trimma ner till en bas

L&t V = R? (dim = 2). Mangden S = {[(1)] , [(1)] , [}]} spanner upp R? men &r linjart beroende (3

vektoreri 2D).

1 1 0
Enligt minus-satsen kan vi ta bort en vektor utan att minska spannet. T.ex. [1] = [O] + [1], séta

bort den:
o 10
S =A{lpl. [}

Nu har vi 2 oberoende vektorer i R2 — en bas!

5. Dimension av delrum
[ sats: Dimensionssats for delrum
Lat W vara ett delrum till ett andligtdimensionellt vektorrum V. Da galler:

1. W ar andligtdimensionellt
2.dim(W) < dim(V)
3.dim(W)=dim(V) < W=V

Tolkning:

e Ett delrum kan aldrig ha hogre dimension an det omgivande rummet.

e Det enda delrummet med samma dimension som V ar V sjalvt.
:= Delrum tillR3

Alla delrum till R3 (och deras dimensioner):

Dimension Geometri Beskrivning

0 Origo {0}
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Dimension Geometri Beskrivning

1 Linje genom origo  span{V} fér nagon V & 0

2 Plan genom origo  span{i, V} for ej parallella ii, V
3 Hela R® R3 sjalvt

Det finns inga andra delrum till R®!

‘= Bestam dimensionen av ett delrum (méjlig tentauppgift)

[ 1 2 0 1 1
. . _ 4 1 3 4
Bestam dimensionen av delrummet W = span-{ 11211117 1o }- cC R
3 6 =il 2 J

Metod: Dimensionen av spannet = antalet linjart oberoende vektorer = antalet pivoter
vid radreducering.

1 2 0 1
Bild i d vek kol FA= 2 : = &
ilda matris med vektorerna som kolumner: 1 2 1 o0
3 6 -1 2
1 2 0 1
_ Ry=2R;, Ry+Ry, R;=3R; |0 0 1 1
Radreducera: "o 0 1 1
0 0 -1 -1
1 2 0 1
R3—R2, R4+R> 0 0 1 1
0O 0 0 O
0O 0 0 O

2 pivoter » dim(W) = 2.

Tolkning: Trots att vi startade med 4 vektorer i R* spanner de bara upp ett 2-dimensionellt
delrum (ett “plan” i R%). Vektor 2 &r en multipel av vektor 1 (2 - V;) och vektor 4 &r en
kombination av de andra.
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(TL] 107
. 5 , 2 1
En bas for W fas av de vektorer som motsvarar pivotkolumner: -{ 111 }- .
3 -1 J
6. Sammanfattning: dimensionsverktyg
Situation Slutsats
dim(V') = n och du har > n vektorer Automatiskt linjart beroende
dim(V') = n och du har < n vektorer Kan inte spanna upp V

dim(V') = n och du har exakt n vektorer Oberoende <= spannerupp < bas
W delrum till V dim(W) < dim(V)

W delrumtillV med dim(W) = dim(V) W=V

7. Beslutstrad

Bestam dimensionen av ett delxrum/span

flowchart TD
A["Givet: W = spanivi, ..., vpt € V"] --> B["Skriv vektorerna som kolumner\ni en matris
B --> C["Radreducera till\ntrappstegsform"]
C --> D["Rakna antalet pivoter"]
D --> E["dim(W) = antal pivoter"]
E --> F{"Behodver du en bas?"?}
F -- Ja --> G["Valj de ursprungliga vektorer\nsom motsvarar pivotkolumner"]
F -- Nej --> H["Klar!"]
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Ar mangden en bas? (med dimension)

flowchart TD

A["Givet: {vi, ...

O O O W W

8. Ovningsuppgifter

Dimensionsuppgifter

Ange dimensionen for foljande vektorrum:

a) 115 b) P4 C) M3><2 d) M2><2 e) PO

&) Ledtrad

, Vp} 1V med dim(V)
B -- "p < n" --> NOL["INTE EN BAS\nFor
-- "p > n" --> NO2["INTE EN BAS\nFor
-- "p =n" --> C["Kontrollera ETT av:
--> D{"Villkoret\nuppfyllt?"}

-- Ja --> YES["BAS v\n(det andra villkoret\nfdljer automatiskt)"]
-- Nej --> NO3["INTE EN BAS"]

n"] --> B{"p = n?"}

f& vektorer — kan inte\nspénna upp V"]
manga vektorer —\nautomatiskt beroende"]
\ns Linjart oberoende\nes Spanner upp"]

Anvénd formlerna: dim(R") = n, dim(P,) = n + 1, dim(M,;x,) = m * n.

v/ Facit

a) dim(R®) = 5b) dim(P,) = 5 (bas: {1, x, X?, x>, x*}) ¢) dim(M3x,) = 6 d) dim(Myyx,) =

4 e)dim(Pg) = 1 (bas: {1}, alla konstanta polynom)

Bestam dimensionen av delrummet W = span
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¢) Ledtrad 1

Bilda en matris med vektorerna som kolumner och radreducera. Antalet pivoter = dim(W).

¢) Ledtrad 2

Notera att den tredje vektorn (1, 1, 2) ser ut som summan av de tva forsta: (1,0, 1) +
(0,1,1) = (1,1, 2). Stammer det? I sa fall ar vektorerna linjart beroende.

v Facit

dim(W) = 2.

v Full lésning

101R_R101R_R101
Radreducera: [0 1 1| —>5 (o 1 1| —=—31]0 1 1
1 1 2 0 1 1 0 0 0

2 pivoter » dim(W) = 2.

Den tredje vektorn var redundant: V3 = V; + V.

1 0
En bas for W: o, 1] r.
1 1

Geometriskt: W &r ett plan genom origo i R>.

Bestam dimensionenav W = span{1 +x, x +x*, 1 +2x+x’} € P,
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¢) Ledtrad 1

1 0
Oversitt polynomen till vektoreri R%: (1 +x) « [1]|,(x+x%) « [1], (1 +2x+x?)
0 1
1
2.
1

&) Ledtrdd 2

Notera att (1 + x) + (x + Xx?) = 1 + 2x + x. Det tredje polynomet ar summan av de

tva forstal

v/ Facit

dim(W) = 2.

v/ Full l6sning

R:-R
Vektorrepresentation och radreducering: ki

O = =
N =)
_ N

10 1 1 0 1
0 1 1|2 lo 1 1
01 1 00 0

2 pivoter » dim(W) = 2.
Beroendet: (1 + 2x + x%) = (1 + x) + (x + x?).
En bas for W: {1 +x, x + x%}.

Notera: W & P; eftersom dim(W) = 2 < 3 = dim(P5). T.ex. polynomet x* kan inte
skrivas som en kombination av 1 + x och x + x2 (kontrollera!).
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Basuppgifter med dimension

R4
[ 1T fol fol [1 ‘t
Ar 4 s , L , 4 , . b en bas fér R4?
l 0 0 1 1 J
1 1 1 0

&) Ledtrad

Vi har 4 vektorer i R* (dim = 4). Allts ricker det att kontrollera ett av villkoren (oberoende
eller spanner upp).

v/ Facit

Ja, det ar en bas.

+ Full lésning

1 0 0 1 1 0 0 1
Radreducera: oL —>R4_R1 bLbL
0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 1 0 0 1 1 -1
1 0 0 1 1 0 0 1
RR |0 1 0 1 R~R [0 1 0 1
0 0 1 1 0 01 1
0O 0 1 -2 0 0 0 -3

4 pivoter i en 4 x 4-matris - linjart oberoende — bas fér R*. v
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1 0
Givet den linjart oberoende méngden{ of, (1 } iR3.
1 1

Hitta en vektor V sd att mangden utdkas till en bas for RS

¢) Ledtrad 1

Vi har 2 oberoende vektorer och behéver 3 for en bas i R2. Enligt plus/minus-satsen kan vi

1
lagga till en vektor. Testa en standardbasvektor —t.ex.€; = |0].
0
¢) Ledtrad 2
1 0 1
Kontrollera att 0f,]1],10 ar linjart oberoende genom att radreducera. Om det
1 1 0
inte fungerar, testa &, eller €3.
v Facit
1
T.ex.V = [ 0| fungerar (det finns flera korrekta svar).
0
v Full l6sning

1
Provav=¢; = |0]:

0
101R_R101R_R101
01 0/——=1|f01 0|—=10 1 0
1 1 0 0O 1 -1 0 0 -1
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3 pivoter = oberoende — bas for RER

1
HadevivaltV = | 1| hade det inte fungerat (den ar V; + V,, alltsa beroende av de
2

befintliga). Standardbasvektorer ar ofta ett bra val att préva.

Konceptuella uppgifter

Avgor om pastaendena ar sanna eller falska. Motivera kort.

a) dim(P3) = 3. b) Om dim(V') = 5 och S har 5 linjart oberoende vektoreri V', sa ar S en bas for
V.c) Om W &r ett delrum till R* och dim(W) =4,sdarWw = R%. d) Om {¥1, V», V3} spanner
upp V och dim(V') = 3, s ar méangden en bas. ) Om dim(V') = n, sa finns det exakt en bas for
V.

&) Ledtrad

2

a) Hur manga element har standardbasen {1, x, x*, x3}? ) Tank p& att redan i R? finns

oandligt manga baser.

v/ Facit

a) Falskt. dim(P3) = 4 (standardbasen {1, x, x*, x>} har 4 element).

b) Sant. Exakt n = 5 vektorer som ar linjart oberoende i ett n-dimensionellt rum bildar

automatiskt en bas.
c) Sant. Dimensionssatsen:om W € V och dim(W) = dim(V),saW = V.

d) Sant. 3 vektorer som spanner upp ett 3-dimensionellt rum maste vara oberoende (annars

kunde vi ta bort en och spanna upp med 2, men 2 < 3). Alltsa en bas.
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e) Falskt. Det finns oandligt manga baser. T.ex. i R? ar {(1, 0), (0, 1)}, {(1, 1), (1, 1)},
{(2,1),(1, 3)} alla baser. Alla baser har samma antal vektorer (n), men det finns oandligt
manga val.

Resurser

Videor

e 3BluelBrown: Linear combinations, span, and basis vectors (kap 2)z — dimension som
antal basvektorer

e 3BluelBrown: Abstract vector spaces (kap 16)z — dimension i abstrakta vektorrum

¢ 3BluelBrown: Nonsquare matrices as transformations between dimensions (kap 8)z — olika
dimensioner och transformationer

Wikipedia

e Dimension (vector space)
e Basis (linear algebra) 2

Fordjupning

e Georgia Tech — Interactive Linear Algebra: Basis and Dimensiontz
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Bashyte

#linjar-algebra  #vektorrum #bas

1. Problemstallningen

3B1B: Change of basisz

I VAL3 M0067M ség vi att samma vektor X far olika koordinatvektorer beroende pa vilken bas vi véljer.
Det leder till en naturlig fraga:

Om vi kanner koordinaterna for X relativt en bas — hur berdknar vi koordinaterna relativt en
annan bas?

Konkret: Givet tv& baser B och B’ fér ett vektorrum V/, och koordinatvektorn [X]g. Hur hittar vi [X]g ?
¢) Varfor behovs detta?

Ibland ar ett problem svart att [6sa i en viss bas men enkelt i en annan. Basbyte later oss “byta
perspektiv”’ — losa problemet i den bekvama basen och sedan dversatta tillbaka.

Analogi: Tank pa att byta fran kartesiska koordinater till polara koordinater. Samma punkt
i planet, men olika siffror som beskriver den. Ibland ar polara koordinater smidigare (t.ex.
for cirklar).

2. Overgangsmatris — definition
Definition: Overgdngsmatris
L&t B = {51, e Bn} ochB = {B'l, e Bn} vara tva baser for ett vektorrum V.

Overgingsmatrisen (transition matrix) fran B till B' &r den unika n X n-matris Pg_. g

som uppfyller:

pellesmoln.org/kurser/MOO67M - 2026-10-19 88/167


file:///opt/buildhome/repo/public/tags/linj%C3%A4r-algebra
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/vektorrum
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/bas
https://youtu.be/P2LTAUO1TdA
https://youtu.be/P2LTAUO1TdA
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/V4L3-M0067M
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Vektorrum
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Pol%C3%A4ra-koordinater

MO067M - Basbyte

[X]lg = Pg_p [X]g
forallax € V.

Med andra ord: Gvergangsmatrisen “Gversatter” koordinater i bas B till koordinater i bas B genom en
enkel matrismultiplikation.

&) Notationen Pg_p

Pilen visar riktningen pa 6versattningen: fran B-koordinater till B -koordinater. Las det som
“dvergangsmatrisen fran B till B'“.

Var noga med ordningen — Pg _ g’ och Py _, g ar inte samma matris!

3. Hur berdknar man 6vergangsmatrisen?

3.1 Metod: via kolumner

Overgdngsmatrisen Py _, g f&s genom att uttrycka de gamla basvektorerna (B:s vektorer) i den nya
basens (B ':s) koordinater:

Pg_p =I[[bilg [b2lg -+ [bylp]
Varfér? Om vi satter X = I;j (den j:te basvektorn i B), sa ger [Bj]B = é'j (enhetsvektorn). Da:

[Bj]B' =Pp_p [Bj]B =Pp.p e =kolumnjiPg.p
¢) Minnesregel

Kolumn j i Pg_ g = koordinaterna for den j:te gamla (B) basvektorn uttryckt i den nya (B) basen.

3.2 Metod i R": radreducering

I R" finns en smidig berakningsmetod. Bilda den utékade matrisen med B':s vektorer till vanster och B
:s vektorer till hoger, och radreducera:

radreducera

[B'| Bl ———— 1[I | Pg_p]
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Varfor fungerar detta? Vi l0ser n ekvatlonssystem samt|d|gt for varje basvektor b i B soker vi
koefficienter ¢y, ..., c, sadana att C1b1 -+ Cnb b Dessa koefficienter ar precis [b g, dvs.
kolumnjiPgp_-p.

:= Rakneexempel: Overgangsmatris i R?
Givet baserna:
P B
« B={[1,0D
) 1. 0
e B = {[0],[1]} (standardbasen)
Bestam Pg_p'.

Metod: Radreducera [B" | BJ:

o R
— o
w
= N

Matrisen ar redan pa reducerad trappstegsform!

1 2

31]

Pg.p =1
0, — . — 2
Kontroll: Lat X ha koordinaterna [X]g = [1].

pa:¥ =203 +1[] = (7]

1 2,.2,_ /4

s =00

Med formeln: [X]g = Pg_g[Xlg = [

4
Och i standardbasen: [X]g = X = [7]. v

Notera: Nar B ar standardbasen blir dvergangsmatrisen helt enkelt Pg_ g = [B] (basvektorerna
i B som kolumner). Det beror pa att koordinaterna i standardbasen ar de vanliga komponenterna.
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:= Riakneexempel: Overgangsmatris i R? (mojlig tentauppgift)

Givet baserna:

1 0 1
e B= o, (1], |1
1 1 0
1 0 0
e B=1|0|,|1]|,]0] ¢ (standardbasen)
0 0 1
Bestam Pg_ 5.
1 0 0|1 0 1
Radreducera[B' | B]: | 0 1 0|0 1 1
0 0 1]1 1 0
Redan reducerad!
1 0 1
PB—»B': 0O 1 1
1 1 0
o 1
Kontroll: Verifieramed by: [b1]g = |0], sé&:
0
1 1
Pg_p |0| = [0| = b;istandardkoordinater. v
0 1

‘= Rakneexempel: Mellan tva icke-standardbaser

Givet baserna i R?:

« B={}.01

| 1
. B = (01,04
Bestam Pg_g'.
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i el 1|1 3. RR 1 1|1 3
Radreducera [B |B].[1 _1‘2 1] [0 _2‘1 _2]
Rl 1)1 3, Rk 100 3 2

0 1|-3 1 0 1|-3 1
3
$ 2
Ppp =02 I
2

w

w213 2ili= (3
Formeln ger: [X]p' = [ 2 1] [1] =[1l
2 2
DN I Ldp o A
Verifiera: 5 [1] 1S [_1] = [g B %] = [3] 4

4. Egenskaper hos odvergangsmatrisen

O sats: Overgangsmatrisen ar inverterbar

Overg&ngsmatrisen Pg_. g’ ar alltid inverterbar, och dess invers ar évergdngsmatrisen i

motsatt riktning:
-1 _
(Pg-p)  =Pp_B

Varfor? Vi har: [X]g = Pg_-g [X]B
Multiplicera bada sidor med (Pg_ 5 ) ': [X]5 = (PBHB')_l X5

Men per definition galler [X]g = Pp -5 [X]p'. Alltsd Pg g = (PBqB')_l. "
¢) Praktisk konsekvens

Om du har beréknat Pg_ g behover du inte géra om hela berakningen for att ga at andra hallet —
d -b
invertera matrisen! Och om matrisen ar 2 x 2 kan du anvanda formeln A™ = adfbc [_C a ].
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] sats: Kedja av basbyten

Om B, B och B’ ar tre baser fér samma vektorrum, sa galler:
Pg.p =Pp_.p " Pp.p

Man kan “kedja” 6vergangsmatriser genom matrismultiplikation.

Intuition: Forst Gversatt fran B till B, sedan fran B’ till B". Sammansattningen ger direkt fran B till B

5. Specialfall: basbyte via standardbasen

Om en av baserna ar standardbasen E = {€4, ..., €,} i R" forenklas berdkningarna avsevart.

5.1 Fran bas B till standardbasen
Pg.g=[b1 by - byl
Det vill saga: 6vergangsmatrisen ar helt enkelt matrisen med B:s basvektorer som kolumner!

Varfor? I standardbasen ar [Bj]E = Bj (koordinaterna ar komponenterna).

5.2 Fran standardbasen till bas B

Pe.g=(Pp-g)  =[b1 - byl

5.3 Mellan tva baser via standardbasen
Vill du berdkna Pg - g’ kan du ga via standardbasen:

_ _ -1
Pg.g =Pg.p Pg.p=(Pp_.g) "Pp.g
‘= Rakneexempel: Via standardbasen

Givet i R%:

« B={}.01

« B ={[1.L]

pellesmoln.org/kurser/MOO67M - 2026-10-19 93/167



MO067M - Basbyte

1 3
Steg1: Pg_.p = [ 1] (basvektorerna i B som kolumner).

2
1 1
Steg2:PB;E = [1 _1]
IS S I S
Steg3:Pr.p =(Pp-g) = = [ 1=1% _21]-
1 1 5 3
5 5. 3 32
Steg4:Pg .p = Pr.p " Pp-g = [i _2;] [2 1] - [_21 1]
2 2 2

Samma svar som med radreduceringsmetoden! v

6. Basbyte i andra vektorrum

Metoden fungerar inte bara i R" — den galler i alla andligtdimensionella vektorrum. Nyckeln &r att

dversatta till R" via koordinater.
= Basbytei P,
Givet baserna i P»:

e B ={1,x,x°} (standardbasen)
e B={1+x1-xx%}

Bestam PB B
Steg 1: Uttryck B:s vektorer i B':s koordinater.

Oversatt till R3:

1 0 0
e B:(1) « |0[,(x) « [1],(x*) « |0
0 0 1
1 1 0
e Bi(1+x) o |1|,(1-x) « |-1[,(x» « |0
0 0 1
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Steg 2: Radreducera [B' | B] (iR3):

11 0[100] 1 1 0|1 00
1 -1 0{01o0|=2%50 -20[-110
0 0 1/0 0 1 0 0 1|0 0 1
s 10100R_R100%§o
2B 1o 10|t -Lo| 2 lo 10|l 2o
0 0 1/{0 0 1 00 1|0 0 1
1 1
5 2 0
PB_,B':%_%O
0 0 1
3
Kontroll: Polynomet p(x) = 3 + 2x har [plg = |2].
0
Ik
[plp =Pp-p |2| = |3
0 0

e o B 1 _ w2 — 5 5 1 _ 1, _
Verlflera.§(1+x)+§(1 X)+O X _E+§X+§ EX_3+2X/

7. Beslutstrad

Berdkna 6vergangsmatrisen Pg_.p

flowchart TD
A["Givet: baser B och B' fo6r V"] --> Bf"Arbetar vi i Rn?"?}
B -- Ja --> C["Bilda [B' | B]\noch radreducera\ntill [I | P]"]
B -- Nej --> D["Oversatt B och B'\ntill koordinater i R"\n(via standardbasen)"]
D -->C
C --> E["P = P_{B-B'%"]
E --> F{"Behover du P_{B'-B%?"%}
F --Ja --> G["P_{B'-B} = P~1"]
F -- Nej --> H["Klar!"]
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Beridkna [X]g givet [X]g

flowchart TD
A["Givet: [x]_B och baserna B, B'"] --> B["Berdkna P_{B-B'*#\n(se ovan)"]

B --> C["Matrismultiplicera:\n[x]_$B'} = P_{B-B'} - [x]_B"]
C --> D["Svar: [x]_{B'}"]

8. Ovningsuppgifter
Overgangsmatris-uppgifter
R2
Givet:

e B= {[(1)] , [(1)]} (standardbasen)

Y |
. B ={[]1.L,}
Bestam Pg_p'.

¢) Ledtrad 1

2 1

Radreducera [B' | B], dvs. [ 1 3

O =
— o

¢) Ledtrad 2

-1
2 1
Alternativt: B ar standardbasen, sa Pg g = (PB;E)_1 = [1 3]

v/ Facit

w
I
—
Ullw
v,
(T[N
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v Full l6sning

2 1|1 0, mer 1 3]0 1
Metodl(radreducerlng).[1 3‘0 1]—>[2 1‘1 0]
R2—2R1[13 Ol]Rz/(—S)[13 0 1]

0 5|1 -2 0 1|-1 ¢
3 _1
Ri-3R, [1 O‘ 2
0 1]-5 3
3 _1
Pg.p=[° 7]
5 5

Metod 2 (invers): Eftersom B ar standardbasen: Ps.p = Pr.p = (Pp 45)_1 =

-1

2 1, 4.3 -1
gl =5y ol

U 1.3
Kontroll: & = [O], [é1]lp = Pp-p [0] =[]

5
6 _1

Verifiera: % [i] + (—%) [;] = [g %] = [(1)] =é v

Givet i R%:

¢ B={[L.L°])

« B = {[],[}]}

a) Bestam Pg_.pg.b)Om[X]g = [_31], bestam [X]g'.
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¢) Ledtrad
oo 1 11 2
Radreducera [B |B]—[0 211 1
v Facit
L5
a)Ppp =[1 4]
2 T2
R
b)[X]B_[Z]
v Full l6sning
1 1(1 2 Ry/2 1 1
Al 2‘1 S
Ri—Ry 1 0 - =
FEIEIES
2 T2
15
Pg.p =[1 2]
2 T2
. 3._.3 3.3
b)[Xlg =Pg-p [ ,1=[7 41[7]
R G
o1 2 1
Kontroll: X = 3 [1] 1 [_1] = [4]
Coo 1, 1 —1+2 1
IB:-1[1+20,1=0,, ;1=

Givet basernaiP;:
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e B ={1,x} (standardbasen)
e B={1+x,1-x}

a) Bestam Py, g'. b) Bestam koordinaterna for p(x) = 5 + 3x i basen B.

&) Ledtrad

Oversatt till R%: 1 [(1)],)( o [(1)], 1+x) < [1], 1-x) < [_11]-

v Facit

a)Pg_p =

N =N [ =
I No|—

N =
.

b) [5 + 3x]z = [‘1‘], alltsa'5 + 3x = (1 + )+ 1(1 — ).

v/ Full l6sning

a) Radreducera [B' | B]iR?:

[1 1 10]R2R1[1 1 10]
1 -1]0 1 0 -2(-1 1
R(2 1 11 O RR .1 0|1 1
[ ‘ 1 ] [ ‘ i %1
0 113 -3 0 1]; -3
11
Pg.p =[1 2]
2 2
5. .
b) [5+ 3x]g = [3] (i standardbasen).
5, & 1. 5 4
L= . = 2 =
[5+3ds = Po-p [ =11 A151= )

Kontroll: 4(1 +x) + 1(1 - x) =4+4x+1-x=5+3x v
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Inversuppgifter

NolU1

Fran uppgift 2 vetviatt Pg.g = [

NNl
N =

o 2
Bestam Pg _ g och anvand den for att berdkna [X]g givet [X]g = [3].

¢) Ledtrad

Pg g = (Pg_pg) . Anvand 2 x 2-inversformeln.

v/ Facit

[

Pp B

W I =Wl =

5 7
31 Rls =131
3 3

+ Full lésning

-1 _>5 -1 _5 1 )
Pg_p = %[_i f]:_% [+ 21=[1 3]
) 2 2 2 3 3
L 2. 15 » . 245 B 17
Klp =Py-pl3l =[] i11=03 " J1=3]
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Konceptuella uppgifter

Avgor om pastaendena ar sanna eller falska. Motivera kort.

a) Overgdngsmatrisen Pp_. g’ ar alltid kvadratisk. b) Pg_.g = Pp'—g.c) (Pp 43')_1 existerar alltid.
d) Om Pg_ g = I (identitetsmatrisen), sa ar B = B'. e) Kolumnerna i Py _ g ar koordinaterna for
B':s basvektorer i bas B.

&) Ledtrad
b) Tank pa vad som hander om du satter Pg_. g = Pp . g: det ger (Pg_g)?> =1, dvs. P ar

sin egen invers. Galler det generellt?

v/ Facit

a) Sant. B&de B och B’ har n vektorer (dimensionen av rummet), s& Pg_. g arn X n.

b) Falskt. Py g = (PB_,B')_I, och en matris ar i allmanhet inte lika med sin invers. T.ex. i
uppgift 2 ovan.

c) Sant. Overgdngsmatrisen ar alltid inverterbar (satsen i avsnitt 4).

d) Sant. Om Pg_ g = I s giller [X]g = I - [X]g = [X]p for alla X. Samma koordinater i bada
baserna innebar att baserna ar identiska.

e) Falskt. Kolumnerna i Pg_. g ar koordinaterna for B:s basvektorer i bas B’ — inte tvartom!
(Se avsnitt 3.1.)
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Resurser

Videor

e 3BluelBrown: Change of basis (kap 13)z — basbyte visuellt forklarat
e 3BluelBrown: Linear combinations, span, and basis vectors (kap 2)&z — grunden for baser
och koordinater
e 3BluelBrown: Eigenvectors and eigenvalues (kap 14)z — egenvarden och basbyte hanger ihop
Wikipedia

e Change of basisz
e Transition matrixz

e Coordinate vectore

Fordjupning

e Georgia Tech — Interactive Linear Algebra: Change of Basisu
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Kolonnxum, radrum och nollxum

#linjar-algebra  #matris

Kurs: M0O067M Forkunskaper: Matriser, Linjara ekvationssystem

For en m X n-matris A:

Kolonnxrum Col(A)

Spannet av A:s kolonnvektorer. Ett delrum av R™. Bestar av alla b sd att Ax = b har lésning.

Radrum Row(A)

Spannet av A:s radvektorer. Ett delrum av R".

Nollrum Nul(A)

Lésningsmangden till Ax = 0. Ett delrum av R".

Dimensionssatsen

dim Col(A) + dim Nul(A) = n

dar dim Col(A) = rang(A) = dim Row(A).

Se aven

e Dimension

e Linjara avbildningar

Resurser

e 3BluelBrown: Null space & column spacem
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Egenvarden och egenvektorer

#linjar-algebra #egenvarde #matris

1. Definition av egenvarde och egenvektor

3B1B: Eigenvectors and eigenvalues

1.1 Grundidén

Nar vi multiplicerar en vektor X med en matris A dndras i allmanhet bade riktning och langd. Men
ibland finns speciella vektorer vars riktning bevaras — de bara skalas. Dessa ar egenvektorerna.

Definition: Egenvarde och egenvektor

L&t A vara en n X n-matris. En nollskild vektor X € R" kallas en egenvektor till A om

for ndgon skalar A. Skalaren A kallas ett egenvérde till A, och X sags vara en egenvektor
motsvarande A.

Intuition: Att multiplicera med A gor i allmanhet en komplicerad transformation — rotation, skjuvning,
skalning i olika riktningar. Men langs egenvektorerna gor A bara en enkel skalning med faktorn A.

/\ Nollvektorn &r aldrig en egenvektor

Kravet X & O ar viktigt! Annars vore A0 = A0 uppfyllt fér alla A och alla A, vilket ger
meningslos information.

Daremot kan A = 0 vara ett egenvéirde — det betyder att AX = 0 har en nontrivial [6sning, dvs. A
ar singular.
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1.2 Geometrisk tolkning

Beroende pa tecknet och storleken pa A sker olika saker med egenvektorn:

Varde pd A Effekt pa X

A>1 Stracks (samma riktning)
0<A<1 Krymps (samma riktning)
A=1 Oférandrad (AX = X)
A=0 Skickas till 0

-1<A<0 Krymps och byter riktning
A<-1 Stracks och byter riktning

A=-1 Byter riktning, samma langd

‘= Exempel 1: Verifiera en egenvektor

oo W
|
f—

I |
Visaatt X = [2] ar en egenvektor tillA = [

Lésning: Berdkna AX:

3 0,1, 3

o R M B
A=y 1) =[] =30, = 3%

Alltsa ar X en egenvektor med egenvarde A = 3. Geometriskt: A stracker vektorn (1, 2) med faktor
3 utan att andra riktning.

‘= Exempel 2: Geometriska egenvektorer

0

!

1
Betrakta spegling i x-axeln: A = [O

1
e Vektorer lings x-axeln (t.ex. [O]) ar opaverkade » A =1

0
e Vektorer ldngs y-axeln (t.ex. [1]) byter riktning > A = -1
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Alla andra vektorer andrar riktning och ar inte egenvektorer.

2. Berakna egenvarden: den karakteristiska ekvationen

2.1 Harledning
Vi séker A och X B 0 sidana att AX = AX. Skriv om:
AR=)MRX = AX-AM3x=0 = ()\I—A)S(’Zﬁ

For att detta ska ha en nontrivial l6sning (X B 6) kravs att matrisen AI — A ar singulér:
] sats 5.1.1: Karakteristisk ekvation

A ar ett egenvarde till A om och bara om

det(AI — A) = 0

Detta kallas den karakteristiska ekvationen for A.

Varfér Al — A och inte A — AI? Bada fungerar! det(Al —A) = 0 < det(A — AI) = 0 (de skiljer sig
bara med ett tecken (—1)", som inte paverkar nollstillena). Boken anvander AI — A for att det
karakteristiska polynomet ska ha positivt ledande koefficient.
2.2 Det karakteristiska polynomet

Definition: Karakteristiskt polynom

Det karakteristiska polynomet fér en n X n-matris A ar

p(A) = det(AI — A)

Det ar ett polynom av grad n i A, med ledande term A™.

Egenvardena till A ar rotterna till p(A) = 0.

Eftersom ett polynom av grad n har hégst n rotter, har en n X n-matris hogst n egenvarden.
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2.3 Rakneexempel
‘= Exempel 3: Egenvéarden for 2 X 2-matris

0

!

3
Bestam egenvardena tillA = [8
Losning:

det(A — A) = det [A__83 A 2 J=0G-30+1=0

Egenvarden: A = 3ochA = —1.

‘= Exempel 4: Egenvarden for 3 X 3-matris

0O 1 O
Bestam egenvardenatillA= [0 0 1].
4 -17 8
Losning:
A -1 0
detAl —A)=det | 0 A -1
-4 17 A-8

Utveckla (t.ex. efter rad 1):
=AAA-8)+17)+1(0-4) =1 -8 +17A -4

Hitta rotterna: Testa heltalsdivisorer till konstanttermen —4: £1, £2, +4.
Testad=4:64-128+68-4=0v

Polynomdivision: A3 =802 + 17A -4 =(A-4)(A> - 41+ 1) =0

Andragradsekvation: A = %—”216_4 =2++/3
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Egenvirden: A = 4,1 =2+ /3,1 =2—+/3.

¢) Strategi: Hitta rotter till karakteristiska polynomet

1. Faktorisera direkt om det ar uppenbart

2. Testa heltalsdivisorer till konstanttermen (rationella rotsatsen)
3. Polynomdividera bort kanda rétter for att reducera graden

4. Andragradsfomeln for de aterstaende faktorerna

5.2 x 2-trick: p(A) = A% — tr(A)A + det(A) (se 6vning 28 i boken)

3. Triangulara matriser — egenvarden direkt
] sats 5.1.2: Egenvérden for trianguldra matriser

Om A &r en trianguldr matris (Gvertriangular, undertriangular eller diagonal), sa ar
egenvardena diagonalelementen.

Varfor? Determinanten av en triangular matris ar produkten av diagonalelementen:

detAl —A)=(A—-an)A—axn) -A-am)=0

‘= Exempel 5: Egenvarden for triangular matris

0 0
A=|-1 % 0
5 -8 -1

Egenvarden: A = 1 A=2 )=-1(avlases direkt fran diagonalen).
2 3 4

4. Hitta egenvektorer och egenrum

4.1 Metod

Nar vi har hittat ett egenvarde A finner vi motsvarande egenvektorer genom att l6sa det
homogena systemet:
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(A - A)Z = 0
Definition: Egenrum
Egenrummet (eigenspace) motsvarande egenvérdet A ar l6sningsrummet till (AI — A)X = 0:
E;, =null(Al —A) = {X € R" : AX = AX}
Egenrummet ar ett delrum av R". Egenvektorerna till A &r de nollskilda vektorerna i Ej.

Koppling till V5L1: Egenrummet E, &r precis nollrummet fér matrisen AI — A. Vi vet redan hur man
hittar baser for nollrum — radreducera och identifiera fria variabler!

4.2 Rakneexempel
‘= Exempel 6: Egenrum for 2 X 2-matris

3

0]'

Bestam baser for egenrummen till A = [_2
Steg 1: Hitta egenvardena.

[)\ +1 -3 9
det(AI — A) = det L )\]Z)\(A+1)—6=7\ +A-6=A-2)A+3)=0
Egenvarden: A1 = 2 och Ay = —3.

Steg 2: Egenrum foér A; = 2.
L6s (21 — A)X = O:

3

[—2

-3 X1 _ 0
S IC=1]

=5 R2+§R1 83 =8

] L o

3
Radreducera: [_2 )

Ekvation: 3x; —=3x, =0 = x; =X, = .
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E, = span {[,1}

Steg 3: Egenrum fér A, = —3.

Los (=3 — A)X = 0:

=7 _3 Xq _ 0
[5 L=
Ekvation: =2x1 —3x =0 = x; = —%xz. Satt xy, = 2t:

E-s = span {[ 1}

‘= Exempel 7: Egenrum for 3 X 3-matris (flerdimensionellt egenrum)

0 0 -2
Bestam baser for egenrummentillA= (1 2 1
1 0 3

Steg 1: Hitta egenvardena.
detAl —A) =22 -5 +81-4=A-1DA-2)>=0

Egenvarden: A; = 1 och A, = 2 (dubbel rot).

Steg 2: Egenrum fér A; = 1.

Lss (I — A)R = O:

1 0 2 v |10 2
-1 -1 -1 =% 1o 1 1
-1 0 -2 0 0 0

Fria variabeln X3 = s gerx; = —2s, X, = —S.
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-2
E; = span{ -1 } (dim = 1)
1

Steg 3: Egenrum fér A, = 2.

Lés (21 — A)X = O:

2 0 2] Lo 1
-1 0 -1 =X 10 0 0
-1 0 -1 0 00

Fria variabler: xo = t,x3 = s.Dax; = -—s.

-1 0
X=s|0]|+t]|1
1 0
] B
E> = span 01],]1 (dim = 2)
1 0

Notera: A = 2 har algebraisk multiplicitet 2 (dubbel rot) och geometrisk multiplicitet 2

(tvadimensionellt egenrum). Dessa matchar, vilket visar sig vara viktigt for diagonalisering.

5. Tillvagagangssatt — sammanfattning
¢) Metod: Hitta egenvarden och egenvektorer
Steg 1: Berakna det karakteristiska polynomet p(A) = det(AI — A).
Steg 2: Los p(A) = 0 for att hitta egenvardena.

Steg 3: For varje egenvirde Ay, 16s (A — A)X = O (radreduceral) fér att hitta en bas for
egenrummet E, .
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6. Egenvarden och inverterbarhet
O sats 5.1.4: Egenvérden och inverterbarhet

En kvadratisk matris A ar inverterbar om och bara om A = 0 inte &r ett egenvarde till A.

Varfér? A = 0 arett egenvarde &= det(0:1-A)=0 < det(-A)=0 < det(A)=0 < A
ej inverterbar.

Alternativ forklaring: A = 0 egenvarde betyder att AX = OX = 0 har en nontrivial l6sning, dvs.
null(A) & {0}, dvs. A &r singular.

7. 2X2-trick: snabbformel

¢) Snabbformel for 2 x 2-matris
a b, ,. -
OmA = [C d], sa ar det karakteristiska polynomet:

p(A) = A2 — (a + d)A + (ad — bc)
——— N —

tr(A) det(A)

p(A) = A% — tr(A)A + det(A)

Egenvardena fas direkt med andragradsfomeln:

) = tr(A)t+/tr(A)> -4 det(A)

2

‘= Exempel: Snabbformeln

3

A=[8

_01]. D& tr(A) = 3 + (-1) = 2 och det(A) = -3 - 0 = 3.

pA)=A>-2A-3=A-3)A+1)=0

Egenvarden: A = 3ochA =-1.v
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e summa av egenvarden = sparet. Kontroll
e Produkt av egenvardena blir determinanten

8. Ekvivalenssatsen — utékning

Vi kan nu lagga till ett nytt villkor till den stora ekvivalenssatsen (jfr V5L1 MO067M):
[ sats 5.1.5: Ekvivalenta villkor (utékning)
Om A ar en n X n-matris, sa ar féljande ekvivalenta:

(a) A ar inverterbar (b) AX = 0 har bara triviala l6sningen (c) A kan radreduceras till I,, (d) A &ren
produkt av elementarmatriser (e) AX = b ar konsistent fér alla b f)AX = b har exakt en [6sning
foralla b (g) det(A) ¥ 0 (h) Kolumnernai A ar linjart oberoende (i) Radernai A ar linjart
oberoende (j) Kolumnerna spanner upp R" (k) Raderna spanner upp R” (I) Kolumnerna bildar en
bas for R" (m) Raderna bildar en bas fér R" (n) rang(A) = n (o) null(A) = {0} (P)A = 0 &rinte
ett egenvarde tillA « NYTT

9. Ovningsuppgifter

Berakningsuppgifter

1.

4
Bestam egenvardena och en bas for varje egenrum tillA = [ 3

1
2
¢) Ledtrad

Anvand 2 x 2-tricket: p(A) = A2 — tr(A)A + det(A).

v/ Facit

Egenvarden: A = 5ochA = —1.
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v Full lsning

tr(A) = 1+ 3 = 4, det(A) = 3 - 8 = 5.
p(A) =22 —4A-5=(A-5)A+1)=0
Egenviarden: A; = 5,1, = —1.

Egenrum fér A = 5: Lés (51 — A)X = 0:

X{ = X, = t. Bas: {[1]}.

Egenrum for A = —1: L6s (-1 — A)X = 0:

X1 = —2Xy, X, = t. Bas: {[_12]}.

3x3
4 0 1
Bestam egenvardena och en bas for varje egenrum tillA= [-2 1 0
-2 0 1

¢) Ledtrad 1

Utveckla det(Al — A) efter rad 2 eller kolumn 2 (det finns nollor dar).
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¢) Ledtrad 2

pA) =(A-1DA-2)@A-3).

v Facit

Egenvarden: A = 1, 2, 3. Tre distinkta egenvarden.

v/ Full l6sning

Utveckla efter kolumn 2:

A-4 0 -1
detAl —A)=det| 2 A-1 O
2 0 A-1

=@-naeel ) T =0- DiG-Ha- 1 +2)

=A-1DA’-51+6)=A-1)A-2)A-3)=0

-3 0 -1 1 0 0
EgenrumforA = 1: (I —A)X = 0:(2 0 0|~ 1[0 0 1[xx=0x3=0,
2 0 O 0 0 O
!
X» = t. Bas: 1 .
0
-2 0 -1 10 1
EgenrumforA=2:(2I-AX=0: [2 1 0| - |0 1 -1|xi=-ltx=
2 0 1 0 0 O

=1l
t, x3 = t. Bas: 2 .
2
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-1 0 -1 1 0 1
EgenrumforA=3:3[-A)X=0: |2 2 0| - [0 1 -1|xi=-txx=t¢
2 0 2 0 0 O

-1
X3 = t. Bas: 1 .
1

Bestam egenvardena och beskriv egenrummen geometriskt (utan berakning) for:

a) Spegling i x-axeln: A = [(1) _01] b) Projektion pa x-axeln: A = [(1) 8] c) Rotation 90° moturs:

0 -1
A= [1 0]
v/ Facit

a) A = 1: vektorer langs x-axeln (oférandrade). A = —1: vektorer langs y-axeln
(byter riktning).

b) A = 1: vektorer lAngs x-axeln (oférandrade). A = 0: vektorer langs y-axeln (skickas till 6).
Notera: A ar singular — konsekvent med A = 0.

c) Inga reella egenvarden! p(A) = A% + 1 = 0 har inga reella rotter. Geometriskt: en rotation
90° bevarar aldrig riktningen av en vektor, sa det finns inga egenvektorer i R?.

Konceptuella uppgifter

Avgor om pastaendena ar sanna eller falska. Motivera kort.

a) Om AX = AX for en skalar A, s& ar X en egenvektor till A. b) En matris kan ha egenvarde A = 0. ¢)
Om A har egenvarde A, s& har A? egenvarde A2.d) Egenvardena till A och AT drsamma.e) Om A

har egenvarde A och X ar en motsvarande egenvektor, s ar 3X ocksa en egenvektor med
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egenvarde 3A. f) Om 0 &r ett egenvarde till A, s& &r kolumnerna i A linjart beroende.

v Facit

a) Falskt. Kravet X B 0 saknas. Nollvektorn uppfyllerAa = A0 men &r per definition inte
en egenvektor.

b) Sant. A = 0 &r egenvarde <= AX = 0 har nontrivial l6sning <= A ej inverterbar.
c) Sant. Om AX = A%, s3 A’X = A(AX) = A(AX) = A(AX) = A%%.

d) Sant. det(AI — AT) = det((AI — A)T) = det(AI — A), s& de har samma
karakteristiska polynom.

e) Falskt. 3X ar en egenvektor, men med egenvarde A (inte 3A): A(3X) = 3(AX) = 3AX =
A(3X).

f) Sant. A = 0 egenviarde = A ejinverterbar = kolumnerna linjart

beroende (ekvivalenssatsen).
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Resurser

Videor

Video player
configuration error

Watch video on YouTube

Learn more

Error 153
Visuella introduktionen
Video player
configuration error
Watch video on YouTube
Learn more
Error 153

2 X 2-tricket

e MIT 18.06SC: Eigenvalues and Eigenvectors (Gilbert Strang)z — klassisk forelasning

Interaktiva verktyg

e matrixcalc.orgrz — berdakna egenvarden och egenvektorer online
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Wikipedia

e FEigenvalues and eigenvectorsmz

e Characteristic polynomiale

Fordjupning

e Georgia Tech — Interactive Linear Algebra: Eigenvalues and Eigenvectorsez
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Diagonalisering

#linjar-algebra #egenvarde #matris

1. Likhetsomvandlingar

1.1 Grundidén

Produkter av formen P LAP, dar A och P &rn x n-matriser och P &r inverterbar, &r det centrala
verktyget i detta kapitel. Omvandlingen

A— PlAP
kallas en likhetsomvandling (“similarity transformation”). Matrisen A avbildas pa matrisen P “1AP.

Dessa omvandlingar ar viktiga eftersom de bevarar manga egenskaper hos A.

1.2 Likhetsbhestandiga egenskaper

Om B = P 1AP kallas dessa bevarade egenskaper likhetsbestindiga (similarity invariants):

Egenskap Vad som galler

Determinant det(A) = det(P 'AP)

Inverterbarhet Ainverterbar & P 'AP inverterbar
Rang rang(A) = rang(P "'AP)

Nollitet null(A) = null(P 'AP)

Spar tr(A) = tr(P 'AP)

Karakteristiskt polynom A och P AP har samma karakteristiska polynom
Egenvarden A och P1AP har samma egenvirden

Egenrumsdimension Om A ar egenvarde har A och P "1AP egenrum med samma dimension for A
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é) Varfor bevaras determinanten?

det(P 'AP) = det(P ") det(A) det(P) = zgp; det(A) det(P) = det(A)

2. Likartade matriser och diagonaliserbarhet
Definition: Likartade matriser

Lat A och B vara kvadratiska matriser. Vi sager att B ar likartad med A (“similar to A”) om det
finns en inverterbar matris P sadan att

B=P AP

Vi sdger da att A och B &r likartade matriser.

Z Symmetri

Likartadhet ar symmetrisk: om B = P 'AP s& giller A= Q 'BQmed Q = P!

Definition: Diagonaliserbar matris

En kvadratisk matris A kallas diagonaliserbar om den &r likartad med nagon diagonalmatris D,

dvs. om det finns en inverterbar matris P sddan att P 'AP &r diagonal.
Man sager da att P diagonaliserar A.

Varfor vill vi diagonalisera? En diagonalmatris ar enkel att arbeta med — egenvarden, determinant,
potenser ar alla triviala att berdkna. Om A ar diagonaliserbar arver A all denna enkelhet.
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3. Sats 5.2.1 — Diagonaliserbarhetskriteriet
[ sats 5.2.1: Ekvivalenta villkor
Om A &ren n X n-matris, ar féljande ekvivalenta:
(a) A ar diagonaliserbar
(b) A har n linjart oberoende egenvektorer

Bevisidé (=): Antaatt P AP = D, dvs. AP = PD. L&t P1, ---, Pn vara kolumnvektorernai P och
A1, ..., A, vara diagonalelementen i D. Da ger AP = P D:

Api = Ajp; forallai

Eftersom P &r inverterbar ar kolumnerna linjart oberoende och nollskilda — alltsa ar de n linjart

oberoende egenvektorer.

Bevisidé (<): Anta att A har n linjart oberoende egenvektorer py, ... , P, med egenvarden Ay, ..., A,.
BildaP = [p; po *** Pnl. D&arAP = PD och P inverterbar,s& P AP = D.

&) Nyckelsamband

OmP =[p; po *** pnldiagonaliserar A, galler:

A
P'AP =
An

Det i:te diagonalelementet i P "1AP &r egenvirdet som svarar mot den i:te kolumnen i P.

4. Metod for diagonalisering
¢) Procedur: Diagonalisera en n X n-matris A
Steg 1. Hitta en bas for varje egenrum. Rakna ihop det totala antalet basvektorer.

e Om totalen = n - A ar diagonaliserbar.
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e Om totalen < n - A ar inte diagonaliserbar. Stopp.

Steg 2. Bilda P = [p; p2 *** Pn] med de n basvektorerna som kolumner (i valfri ordning).

Steg 3. P “1AP aren diagonalmatris vars i:te diagonalelement ar egenvardet som svarar mot p;.

&) Ordningen spelar roll — men bara fér D

Ordningen pa kolumnerna i P kan véljas fritt. Byter du ordning pa egenvektorerna andras bara
ordningen pa egenvarden i diagonalmatrisen.

5. Rakneexempel — diagonalisering

:= Exempel 1: Hitta P som diagonaliserar A (diagonaliserbar)

0 0 -2
DiagonaliseraA= |1 2 1
1 0 3

Steg 1: Egenvarden. Fran foregaende forelasning (V5L2, Exempel 7): (A — 1)(A—2)> =0 =
A1 =1, Ay =2 (dubbel)

Steg 2: Baser for egenrummen.

1] [o
A=2E, = span{ 01, |1 } (dimension 2)
| 1] |0
P o
A= 1:E; = span 1 (dimension 1)
1

Totalt: 2+ 1 = 3 = n -» A ar diagonaliserbar v

Steg 3: Bilda P.
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-1 0 -2
p=(0 1 1
1 0 1

2 00
PlAP =10 2 0
0 0 1

‘= Exempel 2: En matris som inte ar diagonaliserbar

1 0 0
VisaattA= | 1 2 0] inte ar diagonaliserbar.
-3 5 2

Egenvarden: Triangular matris - egenvarden direkt: Ay = 1, A2 = 2 (dubbel).

Det karakteristiska polynomet ar (A — 1)(A — 2)? = 0.

0 0 O]
EgenrumforA = 1:Los(I — AR =0: |[-1 -1 0 | 2% rang =2 = dimE, = 1
3 =5 =
1 0 O- radred
Egenrum forA = 2:L6s (21 —A)X=0: (-1 0 O »rang =2 = dimE, =1
3 -5 0

Totalt antal basvektorer: 1 +1 =2 <3 =n.

Slutsats: A ar inte diagonaliserbar.

‘= Exempel 3: Triangular matris (diagonaliserbar)

-1

Matrisen A =

0
3 ar 6vertriangular med distinkta diagonalelement.

@ e @
OO WN
oS Ul = b~

-2

Egenviarden: A; = —1,A, = 3,A3 = 5, A, = —2 (alla distinkta).

Eftersom alla egenvarden ar distinkta ar A diagonaliserbar (Sats 5.2.2(b)).
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6. Sats 5.2.2 — Distinkta egenvarden
[ sats 5.2.2: Distinkta egenvirden och linjart oberoende

(@) Om Ay, Ay, ..., A, ar distinkta egenvarden till A, och vy, Vo, ..., Vi & motsvarande
egenvektorer, sd ar {vy, Vo, ..., Vk} linjirt oberoende.

(b) En n X n-matris med n distinkta egenvarden ar diagonaliserbar.

/\ Konversen av (b) ar falsk

En matris med farre an n distinkta egenvarden kan anda vara diagonaliserbar! Identitetsmatrisen
I, har bara ett egenvarde (A = 1) men ar redan diagonal. Satsen ger ett tillrackligt, ej
nodvandigt, villkor.

7. Algebraisk och geometrisk multiplicitet
Definition: Multipliciteter
L&t Ay vara ett egenvarde till en n X n-matris A.

e Den geometriska multipliciteten av A ar dim(E} ) — dimensionen av egenrummet.
 Den algebraiska multipliciteten av Ag &r antalet ganger (A — Ag) upptrader som faktor i det
karakteristiska polynomet det(AI — A).

Intuition: Algebraisk multiplicitet = “hur stark” roten ar i det karakteristiska polynomet. Geometrisk
multiplicitet = “hur manga oberoende riktningar” egenvardet har.

‘= Exempel: Multipliciteter

Karakteristiskt polynom: p(A) = (A — 1)(A — 2)°.
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Algebraisk Geometrisk mult. Geometrisk mult.
Egenvarde

mult. (Ex. 1) (Ex. 2)
A=1 1 1 1
A=2 2 2 1

Ex. 1: geo mult = alg mult —» diagonaliserbar v Ex. 2: geo mult < alg mult — inte diagonaliserbar X

O sats 5.2.4: Multiplicitetssatsen

Om A ar en kvadratisk matris galler:

(a) For varje egenvarde ar den geometriska multipliciteten < algebraiska multipliciteten.
(b) A ar diagonaliserbar om och bara om:

e Det karakteristiska polynomet kan skrivas som en produkt av linjara faktorer, och
e Den geometriska multipliciteten ar lika med den algebraiska multipliciteten for
varje egenvarde.

¢) Praktisk konsekvens

Villkor (b) ger ett fullstandigt kriterium for diagonaliserbarhet — det racker att kontrollera

multipliciteterna utan att leta efter n oberoende egenvektorer direkt.

8. Potenser av en matris
8.1 Egenvirden for AK
] sats 5.2.3: Egenvérden fér matrispotenser

Om k &r ett positivt heltal, A &r ett egenvarde till A, och X &r en motsvarande egenvektor, s& ar Ak
ett egenvarde till AX med samma egenvektor X.
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Bevis: A’x = A(AX) = A(AX) = A(Ax) = A’x. Induktion ger Akx = Akx.

8.2 Berikna A via diagonalisering

Om A ar diagonaliserbar med P AP = D, giller:
A

P'AkP = Dk =

vilket ger formeln:

Ak =ppkp!

&) Varfor ar detta effektivt?

Att upphoja en diagonalmatris till k:te potensen &r trivialt — bara upphdj varje diagonalelement.
Arbetet ligger i att diagonalisera A en gang, sedan kan AK beraknas for valfritt k.

‘= Exempel 4: Berikna A3

0 0 -2
BeraknaAR forA= |1 2 1
1 0 3
-1 0 -2 2 0 0
Fran ExempellvetviattP = | 0 1 1 | diagonaliserarAochD = [0 2 O
1 0 1 0 0 1

Alltsd:

-1 0 2128 o ol[1 0 2
AB=ppBp1l=10 1 1 0 2B ol |1 1 1
1 0

-8190 O —16382
= | 8191 8192 8191
8191 0 16383

(Notera: 213 = 8192)
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9. Tillvagagangssatt — sammanfattning
&) Metod: Avgéra om A ar diagonaliserbar
Steg 1. Hitta egenvardena Ay, ..., A och deras algebraiska multipliciteter fran det(AI — A) = 0.

Steg 2. For varje egenvarde: beréakna dim(E,) = nullitet(AI — A) — den

geometriska multipliciteten.
Steg 3. Kontroll:

e Om geo mult = alg mult for alla egenvarden — diagonaliserbar v

e Om geo mult < alg mult fér ndgot egenvarde — ej diagonaliserbar X

Steg 4. (Om diagonaliserbar) Bilda P med basvektorerna for alla egenrum som kolumner.

10. Ovningsuppgifter (V5L3)

Berakningsuppgifter

p 2x2

1 0 _
Hitta en matris P som diagonaliserar A = [6 _1], och verifiera genom att berakna P 1AP .

¢) Ledtrad

Borja med att hitta egenvardena via det karakteristiska polynomet p(A) = A% — tr(A)A +

det(A).
v Facit

1 O
_1 =
£ [O —1]
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v Full l6sning
Egenvirden: p(A) =2 - 0-A+(-1)=A-1=A-1)A+1)=0

Ay =1, A, = —1 (distinkta = diagonaliserbar v)

Egenrum forA = 1:(1 AR =0:0% %~ (1 ~31eas (1)
genrum for : g 5 0 0 Hly
O A 1 0 0
Egenrum férA = —1: (- — A)X = 0: [_6 O] [0 0] Bas.{[l]}
10 1 10
p 3x3
2 0 -2
Hitta en matris P som diagonaliserarA= |0 3 0
0 0 3

¢) Ledtrad

Matrisen ar 6vertriangular — ls av egenvardena direkt. Observera att A = 3 ar ett
dubbelt egenvarde.

v Facit
2 0 0
PlAP =10 3 0
0O 0 3

v/ Full l6sning

Egenvirden: A; = 2 (enkel), Ay = 3 (algebraisk mult. 2)
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0O 0 2 0 1 0
A=2:18s(2I-AK=0: {0 -1 0| - |0 0 1|x2=0,x3=0,x friBas:
0O 0 -1 0 0 O

1
{ 0 }.Dim=1/
0
1 0 2
A=3: L6$(3I—A)>_<’=6: 0 O O] x»ochxsfria, x; = —2x3. Bas:
0 0 O

0 -2
1(,10 .Dim=2v
0 1

Geo mult = alg mult for alla egenvarden — diagonaliserbar.

1 0 -2
P=(0 1 O
0 0 1
0 0 O
AvgoromA = |0 O O] &rdiagonaliserbar. Motivera.
0 0 1
v Facit

Ja, A ar diagonaliserbar.

v/ Full l6sning

A ar triangular, egenvarden: A; = 0 (algebraisk mult. 2), A, = 1 (algebraisk mult. 1).

o

0

A=0:(0-1-AX=-A%=0,dvs. AX=0: [0 0
0 O

0, Xx1,x fria Dim Ep = 2 = algebraisk multiplicitet v

— O O
=<l
Il
()
<
w
[l
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A = 1: Dim E; = 1 = algebraisk multiplicitet v

Geo mult = alg mult for alla = diagonaliserbar. v

AlO

3

!

Berakna A0 dar A = [g

¢) Ledtrad

Anvind formeln Ak = PDkp 1,

v/ Facit

3+2:61  3(6°-1)

10 — 5 5
A [2(610—1) 24+3.610 ]
5 5

v/ Full lésning

Egenvarden: p(A) = A2 +A1-6=(A-2)A+3)=0
AL =2,A =-3.

Egenvektorer:

e A=2:Bas {[i]} —16s (2 — A)X = 0: X; = %xz. valjp; = [g].

e A=-3:L6s (-3l —A)X = 0: x1 = —xo. Vlj p2 = [_11].
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°© 0
(=3)

1024 0

_1 =
10] P Pl 0 6l

1
A =p [20 1Pt

Notera: (—3)'° = 310 = 59049, 210 = 1024.

Konceptuella uppgifter

Avgor och motivera:

a) Om A ar diagonaliserbar med P 'AP = D, sa ar A? diagonaliserbar. b) Om A och B ar
likartade, har de samma egenvektorer. ¢c) En matris med ett egenvarde av algebraisk multiplicitet
3 kan aldrig vara diagonaliserbar. d) Om A har n distinkta egenvarden ar A diagonaliserbar. )

Diagonal- och triangularmatriser ar alltid diagonaliserbara.

v/ Facit

a) Sant. A2 = PD?P ! —se Sats 5.2.3. D? ar diagonal, och P ar fortfarande inverterbar.

b) Falskt. Likartade matriser har samma egenvarden (likhetsbestandig), men inte
nédvandigtvis samma egenvektorer. Om B = P 'AP och Av = Av, s& ar P 'ven
egenvektor till B — men det ar i allmanhet en annan vektor.

c) Falskt. Om egenrummet for detta egenvarde har dimension 3 (geo mult = alg
mult = 3), och 6vriga egenvarden ocksa uppfyller multiplicitetskravet, kan matrisen
vara diagonaliserbar.

d) Sant. Sats 5.2.2(b): n distinkta egenvarden = diagonaliserbar.

e) Falskt. En triangularmatris ar diagonaliserbar om och bara om diagonalelementen
(egenvardena) uppfyller multiplicitetskravet. En triangularmatris med ett upprepat
diagonalelement kan vara icke-diagonaliserbar (se Exempel 2).
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11. Repetition: diagonaliserbarhetskriteriet

En n X n-matris A ar diagonaliserbar om och bara om geometrisk multiplicitet = algebraisk

multiplicitet for varje egenvarde.
¢) Sammanfattning av metoden
Steg 1. Hitta egenvardena och deras algebraiska multipliciteter fran det(AI — A) = 0.

Steg 2. For varje egenvarde A: berakna dim(E;) = nullitet(AIl — A) — den
geometriska multipliciteten.

Steg 3. Kontroll:

e geo mult = alg mult for alla egenvarden — diagonaliserbar v
e geo mult < alg mult fér ndgot egenvarde — ej diagonaliserbar X

Steg 4. (Om diagonaliserbar) Bilda P med basvektorerna for alla egenrum som kolumner, och
P'AP =D

11.1 Nyckelsamband: AP =PD

Relationen P LAP = D ar ekvivalent med:
AP =PD

Det &r ofta enklare att verifiera AP = P D direkt utan att berikna P 1.
¢) Kontrollera med spar och determinant

Summan av egenvardena (med multiplicitet) ska vara lika med tr(A), och produkten ska vara lika
med det(A):

Zl‘)\i = tr(A), HiAi = det(A)

Dessa ar snabba kontroller — om de inte stammer har du raknat fel.
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12. Praktiska riktlinjer
&) Tre fragor att stélla sig

1. Triangular matris? —» Egenvarden avlases direkt fran diagonalen. Gausselimination behévs
inte for att hitta egenvarden.

2. n distinkta egenvarden? — Direkt diagonaliserbar (Sats 5.2.2). Geometrisk multiplicitet
maste vara 1 for varje enkel rot.

3. Upprepat egenvirde? — Berdkna dim(E), ) (antalet fria parametrar vid Gausselimination av
Al — A). Om dim = algebraisk multiplicitet - ok.

/\ Bérja inte Gausselimination for tidigt

Vid ett 3 % 3-system med ett dubbelt egenvarde: rakna antalet fria variabler i (AI — A)X = 0—
det ger direkt den geometriska multipliciteten. Behdver du bara veta om matrisen ar
diagonaliserbar racker det att konstatera antalet fria parametrar.

‘= Exempel: 3 X 3 med ett dubbelt egenvarde

Egenvirden: A; = 2 (alg. mult. 1), A; = 3 (alg. mult. 2).

Egenrum for A = 3: Los (3] — A)X = 0:

S O -
2 e @
S oOoOnN

Tva fria variabler (x, och x3) = geo. mult. = 2 = alg. mult. - diagonaliserbar v

Vid ett 3 X 3-system med ett dubbelt egenvarde: 2 fria variabler i egenrummet sager att A
ar diagonaliserbar.
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13. Symmetriska matriser
Definition: Symmetrisk matris

En matris A kallas symmetrisk om A = AT .

13.1 Spektralsatsen
& spektralsatsen (Sats 7.1.1)
Om A ar en symmetrisk n X n-matris galler:
(a) Alla egenvarden till A ar reella.
(b) Egenvektorer som hor till olika egenvarden ar ortogonala.
(c) A ar alltid diagonaliserbar — det finns alltid n linjart oberoende egenvektorer.
(d) Det finns dessutom en ortogonal matris P (dvs. P! = PT) sadanatt PTAP = D
Man sager att A ar ortogonalt diagonaliserbar.

Konsekvens: For symmetriska matriser behover man aldrig kontrollera multiplicitetskravet —

diagonaliserbarhet ar garanterad.

¢) Ortogonal matris P

En matris P ar ortogonal om kolumnerna bildar en ortonormal bas. Eftersom egenvektorer till
olika egenvarden automatiskt ar ortogonala, racker det att normalisera varje egenvektor:

L= _Pi
Pi = 1

(Inom ett egenrum med dim > 1 kravs dessutom Gram—-Schmidt om egenvektorerna inte redan

ar ortogonala.)
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‘= Exempel: Symmetrisk matris

3 1

A=l 4

] ar symmetrisk (A = AT).

Egenvarden:p(A) = (A-3)>-1=22-61+8=(A-2)A-4)=0

A1 = 2, Ay = 4 (distinkta reella egenvarden v)

Egenvektorer:

. A:2(m>u®§=6gmp1=[zﬁ

- 1
« A=4: @I -ARX=0gerp; =[]

Kontroll: p; " p2 = -1 + 1 = 0 — ortogonala v (spektralsatsen)

Ortogonal diagonalisering: Normalisera: P = %[

-1 1
1 1

2 0

TAp =
1, PTAP=[;

]

14. Jamforelse: vanlig vs. ortogonal diagonalisering

Egenskap

Alltid diagonaliserbar?
Egenvarden reella?
Egenvektorer ortogonala?
P kan véljas ortogonal?

Formel
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Allman matris
Nej

Inte nédvandigt
Inte nédvandigt
Nej

P'AP =D

Symmetrisk matris
Ja

Alltid

Ja (olika egenvarden)
Japt=P7)

PTAP =D
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15. Ovningsuppgifter (V5L4)

5 0 0
AvgsromA = |1 5 0] &rdiagonaliserbar.
0 1 3
¢) Ledtrad

Matrisen ar undertriangular — egenvarden avlases direkt. Undersok sedan antalet fria
variabler for det upprepade egenvardet.

v/ Facit

Nej, A ar inte diagonaliserbar.

v/ Full l6sning

Egenvarden: A1 = 5 (alg. mult. 2), A, = 3 (alg. mult. 1).

0 0 0 1O 0
Egenrum forA = 5:L6s (5 —A)X=0: |[-1 0 0| —= |0 1 -2|Enfri
0 -1 2 00 0

variabel —» geo. mult. = 1 < 2 =alg. mult. - ej diagonaliserbar X

Diagonalisera ortogonalt A = [

¢) Ledtrad

Kontrollera att A ar symmetrisk. Spektralsatsen garanterar att egenvektorer till olika
egenvarden ar ortogonala — normalisera dem for att fa den ortogonala matrisen P .
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v/ Facit
1 0

T =
P'AP [0 6]
v/ Full l6sning

A =AT v — symmetrisk.

Egenvirden: tr(A) = 7,det(A) = 10 -4 = 6.p(A) = A2 - 7A+6=(A - 1)(A - 6) = 0

Alzl,)\2:6.
B R T L
A—l:(I—A)x—O.[2 _4] [0 0]x1—2t,xz—t.ValJp1—[1].
2
. ) 1
Normalisera: Py = = [1].
L =4 2 2 1 -1
7\=6:(61—A)x=0:[2 1]—»[0 O]x1=—t,x2=2t.ValJp2=[2].

=il
Normalisera: Py = \% [ ’ ].

Kontroll ortogonalitet: p1 * P2 = %(2 (-D)+1-2)=0v

-1

2 10
:L T =
P=%l ,1.  PAP=[ (]
AP = PD
00 -2 10 -2 2 0 0
atA=11 2 1|lochp=|0 1 1|.D=1l0 2 ol.
10 3 1 0 1 00 1

Verifiera att AP = P D utan att beridkna P 1.
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v Facit

Berakna AP och P D och kontrollera att de ar lika.

v Full l6sning

0 0 2|1 0 -2 -2 0 2
AP = |1 2 1 0 1 1|1=]0 2 1
1 0 3 1 0 1 2 0 1

|
f—
(e}
|
N
N
=
(e}
|
N
=
|
N

PD={(0 1 1 0O 2 0|l=10 2 1
1 0 1 0 0 1 2 0 1
AP =PD v
Resurser
Videor

e 3BluelBrown: Eigenvectors and eigenvalues (kap 14)z — visuell grund

e MIT 18.06SC: Diagonalization (Gilbert Strang)z — fullstandig genomgang av diagonalisering

e MIT 18.06SC: Symmetric Matrices and Positive Definiteness (Gilbert Strang)z — symmetriska
matriser och spektralsatsen

Interaktiva verktyg
e matrixcalc.orgz — berikna egenvarden, egenvektorer, P 'AP online
Wikipedia

e Diagonalizable matrixm

e Matrix similarity 2

e Eigendecomposition of a matrixz
e Symmetric matrix

e Spectral theoremmr
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Férdjupning

e Georgia Tech — Interactive Linear Algebra: Diagonalizationtz
e Georgia Tech — Interactive Linear Algebra: Orthogonal Diagonalizationm
e Immersive Linear Algebra — Chapter 6z
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Skalarproduktsxrum

#linjar-algebra  #inreprodukt #vektorrum

1. Repetition: skaldrprodukten i R”
I R" har vi redan den bekanta punktprodukten (dot product):
U V=uvy +tupvy + - +uyv,

dard = (uy, ...,uy)ochV.=(vq,...,v,).

Denna produkt ger oss verktyg som vinkel, langd och avstand — begrepp som ar centrala i geometri
och optimering. Fragan som denna forelasning besvarar ar: kan vi definiera liknande begrepp pa

andra vektorrum, som polynomrum eller funktionsrum?

2. Allman skalarprodukt — definition
Definition: Skalarprodukt (inre produkt)

Lat V vara ett reellt vektorrum. En skalarprodukt (inner product) pa V' ar en funktion (-, *) :
V xV - R som uppfyller féljande fyra axiom fér alla ti, V, W &€ V och alla skaldrer c € R:

Nx Axiom Namn

1 (4,v) = (v, u) Symmetri

2 (d+v,w) = (d,w) +(V,w) Additivitet

3 (cu,v) = c(u,v) Homogenitet

4 (d, @) > 0, med likhet om och baraom @ =0  Positivdefinithet

Ett vektorrum utrustat med en skalarprodukt kallas ett inre produktrum.
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¢) Axiom 2 + 3 tillsammans kallas linjaritet i férsta argumentet

Tack vare symmetrin (axiom 1) ar skalarprodukten aven linjar i det andra argumentet. Man sager

att den ar bilinjar.

3. Norm och avstand

Fran en skalarprodukt kan vi definiera langd och avstand:
Definition: Norm och avstand
Lat (-, ) vara en skalarprodukt p& V.
Normen (langden) av i:
|l = /(g &)

Avstandet mellan i och V:

Koppling till geometri: Vinkelrathet (ortogonalitet) och kortaste avstand definieras med hjalp av
normen. Begreppet “vinkelrat” i ett allméant inre produktrum betyder att (t, V) = 0.

4. Grundlaggande rakneregler

:= Exempel 1: Skalarprodukten av nollvektorn med valfri vektor
Pastaende: (0, V) = 0 foralla V.

Bevis med axiomen:
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Tolkning: Oavsett vilken skalarprodukt vi valjer — standardprodukten i R", en viktad variant, eller
en integralskalarprodukt — ger nollvektorn alltid skalarprodukt noll. Detta foljer direkt av
homogenitetsaxiomet (axiom 3). Notera att vi inte behdver veta vilken skalarprodukt det ar —
resultatet galler generellt.

‘= Exempel 2: Avstandet &r symmetriskt

Pastdende: d(i, V) = d(V, 0).

Bevis:

d(@, v) = [lu - v| = |1 - D

—

Vi behdver berékna normen av (—1)w darw =V — Ui:

ICDWI = VA=W, —w) = /(D)W w) = /(W w) = [|[W]
Alltsa d(@, V) = ||V — dl| = d(v, §).

Tolkning: Avstandet fran A till B &r samma som avstandet fran B till A. Beviset visar att detta inte
ar ett antagande utan en konsekvens av axiomen — homogeniteten (axiom 3) tillater oss att flytta
skalaren —1 utanfor, och (—1)? = 1 gér att tecknet férsvinner.

‘= Exempel 3: Utveckla (2i — 3V, i + 2V)

Skalarprodukten beter sig som en “multiplikation” — vi kan utveckla den med distributiva lagen
precis som en algebraisk produkt.

Berakning: Anvand additivitet (axiom 2) och homogenitet (axiom 3):
(2t - 3v, u+2v)

= (2a, u) + (2, 2v) + (-3v, °) + (-3V, 2V)
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= 2\@l|* + 4(a, v) - 3(d, v) - 6| V||

=|2||@||? + (g, v) - 6|92

Tolkning: Raknereglerna fungerar exakt som vanlig algebra — “multiplicera” parenteserna och
samla termer. Den enda skillnaden mot vanlig multiplikation ar att (i, V) inte i allmanhet

forenklas vidare (det ar inte nédvandigtvis ||i|| - ||V]]). Notera hur de fyra axiomen &r allt vi
behover for denna berakning.

5. Skalarprodukter pad R”

5.1 Standardskalarprodukten
‘= Exempel 4: Standardskalarprodukten i R"
Den vanliga punktprodukten:
(G, V) =t -V=uvy +Upyvy + - +u,v,
Verifiering av axiomen:

1. Symmetri: uyvy + «++ + upvy, = viug + - +vyu, v (multiplikation av reella tal
ar kommutativ)

2. Additivitet: Foljer av distributiviteti R v

3. Homogenitet: c(uyvy + +++) = (cuy)vy + = v

4. Positivdefinithet: uj + us + +++ + u2 > 0, och = 0 om och baraomallau; = 0 v

Tolkning: Standardskalarprodukten ar det “naturliga” valet i R" — den ger den euklidiska
geometrin vi ar vana vid, med rata vinklar, Pythagoras sats, och Cauchy—Schwarz olikhet.
Enhetscirkeln (||d]| = 1) blir en vanlig cirkel.

5.2 Viktade skalarprodukter
:= Exempel 5: Viktad skalarprodukt i R?
Definiera pa R?:
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((u1,u2), (v1,v2)) = 2u1vi + 3upvo
Talen 2 och 3 kallas vikter. Denna funktion ar en giltig skalarprodukt:

1. Symmetri: 2uivy + 3upva = 2viug + 3voup v

2. Additivitet: Distributivitet v

3. Homogenitet: 2(cuq)vq + 3(cuy)vy = c(Ruyvy + 3uyvy) v

4. Positivdefinithet: 2u? + 3u? > 0,och=0 < u; = uy = 0 v (vikterna &r positival)

Tolkning: Vikterna andrar geometrin. Med standardprodukten bildar ||@]| = 1 en cirkel (u% +
u5 = 1). Med den viktade produkten bildar ||t|| = 1 en ellips 2u? + 3u3 = 1). Riktningar med
hogre vikt “kostar mer” — de bidrar mer till normen. Detta anvands t.ex. i statistik dar olika
variabler har olika varians.

¢) Generell viktad skaldrprodukt
P& R" med vikter wy, wy, ..., w, > 0:
(4, V) = wiugvi + watava + =++ + Wyl Vn

Kravet &r att alla vikter ar strikt positiva (w; > 0). Om nagon vikt vore 0 eller negativ bryts axiom
4 (positivdefinithet).

5.3 Icke-exempel: nar villkoren inte uppfylls
:= Exempel 6: En funktion som inte ar en skalarprodukt — nollvikt
Forsok definiera pa R3:
((u1,u2,u3), (v, v2,v3)) = urvy + uavo
(Tredje komponenten ignoreras — den har effektivt vikten 0.)
Kontroll av axiom 4: Valj i = (0,0, 1):

(4,u) =0-0+0-0=0
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Men i B O! Alltsa bryter detta mot kravet "= 0 < 1 = 0" i axiom 4.
Slutsats: Detta ar inte en skalarprodukt. X

Tolkning: Problemet &r att funktionen inte “ser” den tredje komponenten. Tva helt olika vektorer,
(0,0,1) och (0,0, 0), far samma norm. En skalarprodukt maste kunna skilja alla vektorer at — om
i B 0 maste (T, 1) > 0. Vikten for varje komponent maste vara strikt positiv.

:= Exempel 7: En funktion som inte ar en skalarprodukt — saknar symmetri
Forsok definiera pa R%:

((ug, up), (v1,v2)) = uy + uyv;

Kontroll av axiom 1 (symmetri): Berakna (V, i) = v; + vous.

Jamfor: (ﬁ, V) = uj + upvy mot (\_;, u) = vy +voun.

Valjii = (1,0)och v = (0, 1):

1 & 0, s& symmetrin bryter. X

Tolkning: Formeln u; + uyv; behandlar i och V olika — den innehéller u; men inte v; separat. En
skalarprodukt maste vara symmetrisk: att byta plats pa il och V ska inte &ndra resultatet.

5.4 Matrisbaserad skalarprodukt
:= Exempel 8: Skalarprodukt via en inverterbar matris
Lat A vara en inverterbar n X n-matris. Definiera pa R™:
(G, V) = (Au) - (AV)
(Punktprodukten av de transformerade vektorerna.)
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Verifiering av axiomen: Axiom 1-3 foljer direkt av att punktprodukten och matrismultiplikation
uppfyller symmetri, additivitet och homogenitet.

Axiom 4 (det kritiska):

(4, a)

(Al) - (Al) = [|Ad]]* = 0

Och JAGi|2 =0 < Aii=0 < ii = 0 (den sista ekvivalensen galler eftersom A &r
inverterbar, dvs. ker(A) = {0}).

Slutsats: (Al) * (AV) ar en skalarprodukt om och bara om A &r inverterbar. v

Tolkning: Denna konstruktion “mater avstand i ett transformerat koordinatsystem”. Om A roterar
och skalar rummet, s& mater (1, V) hur i och V relaterar till varandra efter transformationen.
Inverterbarheten av A ar avgérande — om A vore singular kunde den krympa en hel riktning till
noll, och axiom 4 skulle brytas.

6. Skaladrprodukter pa polynomrum

6.1 Evalueringsskalarprodukt

Den viktigaste typen av skalarprodukt pa polynomrum bygger pa att evaluera polynomen i fasta
punkter och bilda en viktad summa.

&) Evalueringsskalarprodukt pa P,
Valj n + 1 distinkta punkter xo, X1, ..., X, och positiva vikter wo, w1, ..., wp > 0. Definiera:

(P, q) = wo p(xo) q(Xo) + w1 p(x1) q(x1) + =+ + W, p(x) q(Xy)

Krav: Man behéver minst n + 1 distinkta punkter for P,,. I P, behovs alltsa minst 3 punkter; i P,

behovs minst 8.

Varfor just n + 1 punkter? Ett polynom av grad < n som ar nollin + 1 punkter maste vara
nollpolynomet (det har fler nollstéllen &n grad). Detta sakerstéaller axiom 4: om p & 0 maste p(x;) & 0O
for minst ett i, och med positiva vikter ger detta (p, p) > 0.
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‘= Exempel 9: Evalueringsskalarprodukt pa P, (tre punkter)

Definiera pa P> (polynom av grad < 2):

{p,q) = 4p(0)q(0) + 1 p(1) q(1) + 3p(2) q(2)

Har ar punkternaxy = 0,x; = 1, x, = 2 och vikternawy =4, w; = 1, wy, = 3.
Verifiering:

o 3 distinkta punkter for P, (polynom av grad < 2) - tillrackligt v
e Alla vikter positiva (4,1,3 > 0) v

Berikningsexempel: Lat p(x) = 1 + x och g(x) = x°.

Punkt p(xi) q(xi) Bidrag

x=0 1 0 4:-1-0=0
x=1 2 1 1-2:1=2
x=2 3 4 3:3:4=36

(p,q) =0+2+36=238

Tolkning: Evalueringsskalarprodukten “samplar” polynomen i fasta punkter. Vikterna styr hur
mycket varje punkt bidrar — punkten x = 0 har stérst vikt (w = 4), men bidraget blev anda
noll eftersom q(0) = 0. Denna typ av skalarprodukt &r fundamental i numerisk analys, t.ex.
Gauss-kvadratur.

6.2 Icke-exempel: for f3a punkter

:= Exempel 10: Bara tva punkter i P, — inte en skalarprodukt

Forsok definiera pa Pa:

(p,q) = p(-1)q(-1) + p(1) q(1)

Bara 2 punkter, men P, kréver minst 3. Vad gar fel?
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vilj p(x) = x> — 1. Da:

e p(-1)=1-1=0
e p(1)=1-1=0

(p,p)=0:-0+0-0=0
Men p(x) = x*> — 1 & 0! Axiom 4 bryts. X

Tolkning: Polynomet x?> — 1 ar nollskilt men har nollstallen precis i de tva samplingspunkterna
X = £1. Med bara 2 punkter kan ett andragradspolynom “smyga igenom” utan att
skalarprodukten marker det. Darfor kravs minst n + 1 punkter for P, — det ar precis det antal
som sakerstaller att inget nollskilt polynom av grad < n kan vara noll i samtliga punkter.

6.3 Fler exempel pa P>
‘= Exempel 11: Tva evalueringspunkter i P, — giltigt eller ej?
Definiera pa P:
{p,q) = p(0)q(0) + p(1) q(1)
Bara 2 punkter, men P; kraver 3 — inte en skalarprodukt. X
Motexempel: p(x) = x> — x ger p(0) = 0, p(1) = 0, alltsa (p, p) = Otrots p & 0.

Tolkning: Samma princip som i Exempel 10 — polynomet x(x — 1) har nollstéllen precis
i samplingspunkterna.

‘= Exempel 12: Icke-symmetrisk evalueringsprodukt
Forsok definiera pa Pa:

{p,q) = p(0)q(1) + p(1) q(0)

Kontroll av axiom 1 (symmetri):
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(g, p) = q(0) p(1) + q(1) p(0) = p(1) q(0) + p(0) q(1) = {p, q)
Symmetri haller! Men vad med axiom 4?

Kontroll av axiom 4: (p, p) = p(0) p(1) + p(1) p(0) = 2 p(0) p(1).
valjp(x) = x = 3:p(0) = ~3,p(1) = 3.
(p.p)=2"(-3)"3=-3<0

Slutsats: Axiom 4 bryts — positivdefinitheten kraver {p, p) > 0. X

Tolkning: Problemet &r att termerna inte har formen p(x;)? (som alltid ar > 0), utan p(x;) - p(x;)
med i & j — en blandad produkt som kan vara negativ. En giltig evalueringsskaldrprodukt kraver
att samma punkt evalueras i bdda faktorerna: w; * p(x;) * q(x;).

:= Exempel 13: Tre punkter med positiva vikter — giltig skalarprodukt
Definiera pa P»:

{p,q) = p(0)q(0) + 2p(1) q(1) + 4 p(5) q(5)

Kontroll:

e 3distinkta punkter (0, 1, 5) for P, — tillrackligt v
e Alla vikter positiva (1,2,4 > 0) v

Slutsats: Giltig skalarprodukt. v

Tolkning: Punkten x = 5 har storst vikt (w = 4), vilket innebér att polynomens beteende néra
X = 5 spelar storst roll for normen och ortogonalitet. Valet av punkter och vikter styr vilken

“geometri” man far pa polynomrummet.
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7. Skalarprodukter via integration

Integration ger en naturlig skalarprodukt pa funktionsrum. Till skillnad fran evalueringsskalarprodukter
(som samplar i andligt manga punkter) tar integralen hansyn till funktionens beteende éverallt.

7.1 P& polynomrum
‘= Exempel 14: Integralskaldarprodukt pa polynomrum
Definiera pa P (alla polynom) eller P,;:

(p,q) = [, p(x) q(x) dx

Verifiering av axiomen:

1. Symmetri: fol p(x)q(x)dx = fol q(x)p(x) dx v (vanlig multiplikation)

2. Additivitet: Integralen ar linjar v

3. Homogenitet:jol(cp)q dx = cjol pgdx v

4. Positivdefinithet: jol p(x)? dx > 0 (integranden ar > 0). Och om fol p(x)>dx =0medp
kontinuerlig, maste p(x) = 0 for allax € [0, 1], alltsa p ar nollpolynomet v

Viktad variant: Man kan aven definiera
1 2
(p,q) = [, p(x)q(x)e™ dx

2
Funktionen e™ > 0 fungerar som en “vikt” — den betonar polynomens beteende nara x = 0 (dar

—XZ .. ..
e " arstorst).

Tolkning: Integralskaldrprodukten mater “Gverlappet” mellan tva polynom. Om p och q ar
positiva pa samma intervall och negativa pa samma intervall ger de en stor positiv skalarprodukt.
Om de har motsatt tecken (en positiv dar den andra ar negativ) kan skalarprodukten bli noll eller
negativ. Ortogonalitet ({p, g) = 0) betyder att de positiva och negativa bidragen tar ut varandra —
polynomen “cancellerar”.

7.2 P& funktionsrum
‘= Exempel 15: Integralskaldarprodukt pa Cla, b]

Lat C[a, b] vara rummet av alla kontinuerliga funktioner f : [a, b] — R. Definiera:
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(f,9) = [7 f(x) 9(x) dx

Verifiering: Exakt samma argument som for polynom. Axiom 1-3 foljer av integralens linjaritet
och multiplikationens kommutativitet. Axiom 4 féljer av att f(x)2 > 0 och att en kontinuerlig
funktion vars integral ar noll 6ver [a, b] maste vara identiskt noll.

Tolkning: Detta ar en av de viktigaste skalarprodukterna i matematik och fysik. Fourier-analys
bygger helt p& denna skalarprodukt: Fourier-koefficienterna beréknas som (f, e,) dar e, ar
basfunktioner (sinus/cosinus). Tva funktioner ar “ortogonala” om deras integral av produkten &r
noll — precis som tva vektorer i R vars punktprodukt ar noll.

8. Sammanfattning: checklista for skalarprodukter

Kontroll Friga att stilla
Symmetri Ar{u,v) = (v, u)?
Additivitet Kan vi “bryta ut” en summa?
Homogenitet Kan vi “dra ut” en skalar?

Positivdefinithet  Ar (z, &) > O féralla @i & 0?

/\ Vanligaste fallgropen
Axiom 4 ar nastan alltid det axiom som bryter. Kontrollera alltid:

o Viktad skalarprodukt: Alla vikter strikt positiva?
e Evalueringsskalarprodukt: Tillrackligt manga distinkta punkter?
e Matrisbaserad: Ar matrisen inverterbar?

9. Skalarprodukt p& matrisrum — sparet

Forutom R", polynomrum och funktionsrum kan man definiera skalarprodukter p& matrisrum. Den

viktigaste konstruktionen anvander sparet (trace).
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9.1 Definition via sparet
Definition: Frobenius-skalarprodukt
Definiera pa M,,x, (alla m X n-matriser):
(A, B) = tr(ATB)
dar tr betecknar sparet — summan av diagonalelementen.

Varfér fungerar detta? Om vi “vecklar ut” matriserna till vektorer i R™" (genom att stapla kolumnerna)
motsvarar tr(ATB) precis standardskalarprodukten av de utvecklade vektorerna. Det beror pa att
(ATB);; = ¥, ayibyi, och summan av diagonalelementen ger tr(AT B) = ¥, ay;by; — precis den

elementvisa produktens summa.
‘= Exempel 16: Skalirprodukt pa M>x; via sparet

2 .0 1
4]ochB—[_1 5l

N
LatA—[3

Berakning:

1 3,0 1, 1:0+3-(-1) 1-1+3-2, -3 7

ATB=1) L A hova -1 2-1+44-217 04 10

]

(A,B) =tr(ATB) = (-3)+10=7
Alternativt (elementvis): Summera produkterna av motsvarande element:
(ALB)=1-0+2-1+3-(-1)+4-2=0+2-3+8=7
Samma svar! Den elementvisa metoden ar ofta snabbare i praktiken.
Verifiering av axiomen:
1. Symmetri: tr(AT B) = tr(BT A) v (sparet ar invariant under transponat av produkten)
2. Additivitet: tr(AT (B + C)) = (AT B) + (AT C) v

3. Homogenitet: tr((cA)'B) = ¢ - tr(ATB) v
4. Positivdefinithet: tr(ATA) = 2ij al.zj >0,och=0 < allaelementarnoll &< A=0v
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Tolkning: Frobenius-skalarprodukten behandlar en matris som en “lang vektor” — den ignorerar
matrisstrukturen och méter bara elementvis verensstammelse. Normen ||Al| = /tr(ATA)
kallas Frobenius-normen och mater den totala “storleken” av matrisens element.

10. Berdkningsexempel: noxm och avstand

Nu tillampar vi skalarprodukten for att berakna norm (langd) och avstand i olika rum.
‘= Exempel 17: Norm och avsténd i P, med evalueringsskalarprodukt
Definiera pa P;:

(p,q) = p(0)q(0) + 2 p(1) q(1) + p(2) q(2)

(Tre distinkta punkter {0, 1, 2} med vikter {1, 2, 1} — alla positiva, 3 punkter for P, -
giltig skalarprodukt.)

a) Berikna || x°].

Normen definieras som ||p]| = +/{p, p), s&:

(x%,x%) = (0)* - (0)* +2- (1)° - (1) + (2)° - (2)°

Punkt p(xi) = x? Vikt Bidrag

x=0 0°=0 1 1:0:0=0
x=1 1°=1 2 2:1:1=2
x=2 22=4 1 1-4-4=16

(x*,x*)=0+2+16=18

Il = v18 = 3v2

b) Berikna avstandet d(x°, X).
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Avstandet definieras som d(p, q) = ||p — q||. Polynomet p(x) — g(x) = x* — x.

Punkt (x* - x)(x})  Vikt Bidrag till (x* —x,x*>—x)
x=0 0-0=0 1 1:02=0
x=1 1-1=0 2 2:02=0
x=2 4-2=2 1 1-22=4

dix*,x)=4/0+0+4=2

Tolkning: Polynomet x> — x ar noll i punkterna x = 0 och x = 1, s3 de enda bidraget kommer fran
punkten x = 2. Med en annan skalarprodukt (andra punkter eller vikter) hade avstandet blivit
annorlunda — geometrin beror pa valet av skalarprodukt.

11. Basta approximation — tillampning av skalarprodukten

En av de viktigaste tillampningarna av skalarprodukter ar att hitta den basta approximationen av en

funktion med ett polynom. Idén &r att minimera avstandet (i skalarproduktens mening) mellan

funktionen och polynomet.

‘= Exempel 18: Approximera e* med ett andragradspolynom

Anvand evalueringsskalarprodukten:

{p,q) = p(0)q(0) +2p(1) q(1) + p(2) q(2)

Problem: Hitta polynomet p(x) = a + bx + cx*> € P, som minimerar

le¥ = p(ol

dvs. avstandet mellan funktionen e* och polynomet p matt med den givna skaldrprodukten.

Metod: Den basta approximationen uppnas nar residualen e* — p(x) ar ortogonal mot alla
polynom i P5. Det leder till villkoren:

(& -p(x),1) =0, (e-px),x)=0, (e-px),x*)=0
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Dessa tre ekvationer (de s.k. normalekvationerna) ger ett 3 x 3-linjart system i obekanta a, b, c.

Berakning av de relevanta vardena:

Punkt Xx; Vikt w; eXi 1 X; x?
0 1 =1 1 0 0
1 2 el~2,718 1 1 1
2 1 e?~7389 1 2 4

Normalekvatoner (skriv (e, g;) = (p, q;) for g; € {1,x,x*}):

Skalarprodukter av baspolynomen med sig sjalva och med varandra beraknas genom att evaluera
i punkterna och vikta. Dessa ekvationer ger det linjara systemet som l6ses med Gausselimination
for att bestammaa, b, c.

Tolkning: Approximationen hittar det polynom som matchar e* “bast” i de tre
samplingspunkterna, viktat efter w;. Punkten x = 1 har dubbel vikt, sa approximationen
anpassas extra noga dar. Denna metod generaliserar minsta-kvadrat-anpassning till
godtyckliga skalarprodukter och ar grunden for numeriska metoder som Gauss-kvadratur och
ortogonala polynom.

12. Centrala olikheter och satser

I ett allmént inre produktrum géller samma fundamentala olikheter som i R". Dessa olikheter foljer
enbart fran de fyra axiomen — de galler i alla inre produktrum oavsett om vi jobbar med vektorer,
polynom, matriser eller funktioner.

12.1 Cauchy-Schwarz olikhet
[ sats: Cauchy-Schwarz olikhet

Lat (-, -) vara en skalarprodukt pd V . DA giller fér alla ti, Vv € V:
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med likhet om och bara om ti och V &r linjart beroende (dvs. den ena ar en skalar multipel av den
andra, eller en av dem ar nollvektorn).

Bevisidé: Om vV = 0 galler olikheten trivialt (b&da sidor &r noll). Antag vV B 0 och betrakta vektorn w =

u- gg;?’ (ortogonala projektionens residual). Axiom 4 ger (W, W) > 0. Att utveckla denna olikhet med

hjalp av bilinjariteten ger exakt Cauchy—-Schwarz olikhet.

Specialfall i R": Med standardskaldrprodukten aterfas den klassiska Cauchy—Schwarz olikheten:

|ugvy +upvy + o +upv,| < \/u%+---+u%- \/V%+"'+Vr21

Tolkning: Cauchy-Schwarz begransar hur “parallella” tva vektorer kan vara relativt sina normer. I R"
med standardprodukten kan man definiera vinkeln 8 mellan i och V via cos 6 = % och olikheten

sager att | cos 0| < 1 — helt konsekvent med att cosinus alltid ligger mellan —1 och 1. I allmanna inre
produktrum (polynom, funktioner) saknas geometrisk vinkel, men Cauchy-Schwarz galler anda och

kan anvandas som en generaliserad vinkeldefinition.

12.2 Triangelolikheten
g sats: Triangelolikheten

Lat (-, -) vara en skalarprodukt p& V. D& giller fér alla i, V € V:

|+ vl < gl + V]

Bevis:

i+ VI|* = (@ +v,d+ V) = ||dl]* + 2(a, v) + [|V]]?

Anvand Cauchy-Schwarz: (i, V) < [{d, V)| < ||d||[|V]|:

< [lafl? +2[@l 1w + 1v1% = i@l + 191)y?

Ta roten ur bada sidor (bada icke-negativa):

ld+vll <fall + v =

Foljdsats — triangelolikheten for avstand:

d(u,v) < d(d, w) + d(w, V)

Bevis av féljdsatsen: Satt d = ii — w och b= W - V.Da ger triangelolikheten:

d(@,v) = |a-v| = |a+bll < |a| + bl = d@, w) + d(w, )

pellesmoln.org/kurser/MOO67M - 2026-10-19 157 /167



MO067M - Skalarproduktsrum

Tolkning: Triangelolikheten sager att den raka vagen alltid ar kortast — att g& via en mellanpunkt w kan
aldrig ge ett kortare avstand. Namnet kommer fran att i en triangel med hérn U, V, W ar varje sida
kortare an summan av de andra tva. Denna olikhet géller i alla inre produktrum och &ar fundamental fér
att normen verkligen ska bete sig som en “langd”.

12.3 Pythagorassatsen (generaliserad)

O sats: Pythagorassatsen

LAt (-, -) vara en skalarprodukt pd V. D giller:

iLv e |a+v|)?=al?+ v

(Ortogonalitet (t, V) = 0 ar ekvivalent med att Pythagoras sats galler.)

Bevis:
i +VI|* = (@ +v,u+v) = [dl]® +2(,v) + |v]]*
Likhet med ||]|? + ||V|* galler om och bara om 2(i, V) = 0, dvs. (ti, V) = 0,dvs. i L V. m

Tolkning: I R? med standardprodukten ger detta den klassiska Pythagoras sats for ratvinkliga trianglar.
Men satsen géller i alla inre produktrum: om tva polynom &r ortogonala (deras skalarprodukt ar noll)
galler att “normen av summan i kvadrat = summan av normerna i kvadrat”. Pythagorassatsen
generaliseras aven till fler an tva vektorer: om Vi, Vy, ..., Vi ar parvis ortogonala, sa galler

(R 7] Rl 171 R 11 i /1

13. Ortogonala och ortonormala mangder
13.1 Definition
Definition: Ortogonal méingd

En mangd vektorer {V1, Vo, ..., Vk} i ett inre produktrum V kallas ortogonal om vektorerna ar
parvis ortogonala:

—

(Vi, ;) =0 forallaifj
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(Varje par av distinkta vektorer i mangden har skalarprodukt noll.)

Definition: Ortonormal mangd

En ortogonal mangd kallas ortonormal om dessutom varje vektor har norm 1:
Vil =1 forallai

Ekvivalent:

1 omi=j
Vi, Vi) = 6 =
Wk =y =1, om i & j

((Sl-j kallas Kronecker-delta.)

Tolkning: En ortogonal mangd ar en samling vektorer som alla ar vinkelrata mot varandra — en
generalisering av koordinataxlarna i R". En ortonormal mangd ar dessutom “normaliserad” s att varje
vektor har enhetslangd. Standardbasen {€1, €», ..., €,} i R" 4r det enklaste exemplet pa en

ortonormal mangd.

13.2 Varfor ar ortogonala mangder viktiga?
& sats: Ortogonala nollskilda vektorer ar linjart oberoende

om {Vi, Vs, ..., Vi, } r en ortogonal mangd och ingen vektor &r nollvektorn, s& &r mangden
linjart oberoende.
Bevis: Antag att c; V| + CoVp + o+ + V) = 0.Ta skalarprodukten med V; pa bada sidor:
(11 + -+ + cki, Vi) = (0,V) = 0
Bilinjariteten ger: c1{V1, ;) + -+ + ci{Vi, Vj) = 0.
Alla termer utom den j:te férsvinner pa grund av ortogonaliteten ({V;, \7]) = 0fori B j):
Cj (\7}, Vj) =0

Eftersom V; B 6géller (V;,V;) > 0 (axiom 4), sd ¢; = 0. Detta géller forallaj, alltsd c; = ¢y = *++ =
ck=0.m
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Praktisk konsekvens: Om vi har en ortogonal mangd med n nollskilda vektorer i ett n-dimensionellt

inre produktrum, bildar den automatiskt en bas — en ortogonal bas. Och om vi dessutom normaliserar

vektorerna till enhetslangd far vi en ortonormal bas.

13.3 Rakneexempel

:= Exempel 19: Visa att en mangd ir ortogonal i R3

3 1 -
2
Visa att { 1(,121],]2 } ar en ortogonal mangd i R® med standardskalarprodukten.

_ 7
1 5 5
Metod: Berakna alla parvis skalarprodukter och verifiera att de ar noll.

Vi har tre vektorer, s vi behover kontrollera (;’) = 3 par:

Par1:V; = (3,1,1)och v, = (1,2, -5):

V1 V,=3-1+1-2+1-(-5)=3+2-5=0 v

Par2:V; = (3,1,1)och V3 = (—%, -2, 1)

VitV3=3:(-)+1(-D+1-F=-3-2+

NI
Nlw
+
NI
|
N
[l
Nl
|
No
[l
(@)

Par3:V, = (1,2,—-5)och V3 = (—%, -2, 0y:

Vo V3=1:(-3)+2-(-2)+(5) 2=-13-4-2=-1-2-4=-5-4=-18-4

Hmm, det ger =22 & 0. Kontrollera tredje vektorn — om den istallet &r (—%, 2, %)

V=1 (D 420245 4 =-] g

Med den korrekta tredje vektorn (—%, 2, —%):

VitV3=3- (-3 +1-2+1- (-5 =-3+2-

NI

=-0+2=-5+2=-3

Nyckelinsikten: Kontrollera alltid alla par — det racker inte att kontrollera ett enda!
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Poang: I praktiken kontrollerar man (g) skalarprodukter. Alla maste vara noll for ortogonalitet.

‘= Exempel 20: Ortogonal mangd i R3 — korrekt verifiering

1 1 0
Visa att{ 1|, -1, |0 } ar en ortogonal mangd i R3.
0 0 1

Parl:vV; v, =1-1+1-(-1)+0-0=0v
Par2:V;*v3=1-0+1:-0+0-1=0v

Par3:V, - v3=1-0+(-1):0+0-1=0v
Alla par ortogonala - mangden ar ortogonal. v

Ar den ortonormal? Kontrollera normerna:

e [Vi=v1I+1+0=12E1
o [Bll=vI+1+0=v2&1
« [sl=v0+0+1=1v

Inte ortonormal (hormerna ar inte alla lika med 1). Men vi kan normalisera:

1 1 0
= UL, = Jb -1 |- =
%_mmﬁrt,%_ﬁ 1|, #5=10

0 0 1

A A A .
Nu ar {V1, V5, V5} en ortonormal bas for R3.

Tolkning: Att ga fran ortogonal till ortonormal mangd &r bara en fraga om normalisering — dela
varje vektor med sin norm. Ortogonaliteten bevaras eftersom normalisering bara andrar langden,
inte riktningen: (ct, dv) = cd(u, V) = cd - 0 = 0.

13.4 Fordelen med ortonormala baser

Om B = {Vy, ..., V,} &r en ortonormal bas for ett inre produktrum V' blir koordinatberakningen
extremt enkel:
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(X,v1)
. (X, v2)
[X]g =

Koordinaterna fas genom skalarprodukter — ingen Gausselimination behdvs!
Varfér? Om X = c1Vy + +++ + ¢y Vyy och vi tar skalarprodukten med Vj:
(-)_(’;\_;J) = C1<V1"7}) Tt Cn(vn:‘_/}) = Cj 1= Cj

(Alla termer utom den j:te forsvinner tack vare ortogonaliteten, och den j:te forenklas tack vare
Vil =1

14. Sammanfattning: checklista for skalarprodukter

Kontroll Fraga att stidlla
Symmetri Ar{u,v) = (v, u)?
Additivitet Kan vi “bryta ut” en summa?
Homogenitet Kan vi “dra ut” en skalar?

Positivdefinithet  Ar (i, @) > 0 foralla i & 0?

/\ Vanligaste fallgropen

Axiom 4 ar nastan alltid det axiom som bryter. Kontrollera alltid:

o Viktad skalarprodukt: Alla vikter strikt positiva?
e Evalueringsskalarprodukt: Tillrackligt manga distinkta punkter?
e Matrisbaserad: Ar matrisen inverterbar?

Sammanfattning av skaldrprodukter vi har sett

Rum Skaladrprodukt Krav
R™ (standard) (U,v) =Y uv; Inga extra
R" (viktad) (ﬂ, \7) =Y WilV; w;i >0
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Rum

R™ (matrisbaserad)
P, (evaluering)
P, eller C[a, b] (integral)

M,,«,, (Frobenius)

Resurser

Videor

Skalarprodukt
(u,v) = (Ad) - (AV)
{p,q) = X wip(x)q(xi)

{p,q) = J pP()q(x) dx

(A, B) = (AT B)

Krav

Ainverterbar

> n + 1 distinkta punkter, w; > 0
Inga extra

Inga extra

e 3BluelBrown: Abstract vector spacesz — varfor abstrakta vektorrum och funktionsrum beter

sig som R"

e 3BluelBrown: Dot products and dualityz — skalarprodukt och projektion visuellt
e MIT 18.06SC: Orthogonal Vectors and Subspaces (Gilbert Strang) iz — ortogonalitet och

inre produkt

MIT 18.06SC: Projection Matrices and Least Squares (Gilbert Strang) =z — basta approximation
och normalekvationer

Wikipedia

Inner product space

e Dot productr

e Cauchy-Schwarz inequality=

e Orthonormality

e Frobenius inner productm

e Function spacer

Fordjupning

e Kursbok kap 6.1 — fullstandig genomgang av inre produktrum med bevis

e Georgia Tech — Interactive Linear Algebra: Inner Products

e Georgia Tech — Interactive Linear Algebra: Orthogonal Setst
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Gram-Schmidt-processen

#linjar-algebra #ortogonalitet

Kurs: MO067M Forkunskaper: Skalarprodukt, Ortogonalitet

Forvandlar en bas {vq, ..., v, } tillen ortogonal bas {uy, ..., u,} avsamma rum.

Algoxritm
up =vi

k-1
{(vi, uj)

Ug = Vi — i
Fl(w,w)

For en ortonormerad bas: normera till slut, e, = u;/||ug]|.
& Tip
Geometriskt drar man bort projektionen av vy pa varje tidigare u;.

Se aven

e Ortogonalitet
e Skalarprodukt
e Minstakvadratmetoden

Resurser

e 3BluelBrown: Dot products and dualitye
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Minstakvadratmetoden

#linjar-algebra #approximation

Kurs: M0O067M Forkunskaper: Skalarprodukt, Linjara ekvationssystem

Nar Ax = b saknar l6sning (6verbestamt system) séker man det & som minimerar |Ax — b||.

Noxrmalekvationen

ATAx=ATh

Om A har linjart oberoende kolonner ar AT A inverterbar och

A= (ATA)ATD.

Geometrisk tolkning

Ak ar den ortogonala projektionen av b pa Col(A). Residualen b — A% ar ortogonal mot Col(A).

Anvandning

e Linjar regression
e Kurvanpassning

e Dataapproximation

Lasning

e 14.5 The Method of Least Squares

Se aven

e Ortogonalitet
e Gram-Schmidt-processen
e Skalarproduktsrum
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Funktionsapproximationer

#matematik #analys #taylor

Kurs: M0O066M Forkunskaper: Taylors formel

En funktion kan nara en punkt a approximeras med sitt Taylorpolynom:

f(x)“f(a)+f'(a)(x—a)+ @(X—G)Z o

Vanliga forstaordnings-approximationer nara O

XZ

sinx~x, tanx=~x, cosx=®1- =

e“~1+x, Inl+x)~x, (1+x)~1+ax

Felet

Lagranges restterm ger en absolut feluppskattning:

|Ra(¥)| <

M
SR |x—a|™, M =max|f"D]

Lasning

e 4.9 Linear Approximations

Se aven

e Taylors formel
e Taylorutveckling
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