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MO066M - Primitiv funktion och obestamd integral

Primitiv funktion och obestamd
integral

#matematik #analys #integral

Kurs: M0O066M Forkunskaper: Derivata

En primitiv funktion till f &r en funktion F med F' = f.
Om F &r primitiv, sa ar varje primitiv av formen F (x) + C.

Den obestamda integralen betecknar alla primitiva:

[ f)dx=F(x)+C

Vanliga primitiva

n+1

[ x"dx = X
n+1

+C (nE-1), [%:1n|x|+C
X
[ etdx=¢e"+C, [ sinxdx=-cosx+C, [ cosxdx=sinx+C

Lasning

e 2.10 Antiderivatives and Initial-Value Problems

Se aven

e Analysens huvudsats
e Integraler
e Elementara funktioners derivator
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MOO066M - Partiell integration

Partiell integration

#matematik #analys #integral

Kurs: MO066M Forkunskaper: Integraler, Deriveringsregler

1. Idé

Partiell integration anvands nar integranden ar en produkt av tva funktioner dar den ena ar latt att
hitta primitiv till och den andra blir enklare nar den deriveras. Metoden ar produktregeln baklanges: i
stallet for att derivera en produkt flyttar vi derivatan fran den ena faktorn till den andra inuti en integral.

Givet integralen

J f(x)g(x) dx

valjer vi att

e integrera f — det vill siga byta ut f mot en primitiv F (sdatt F' = f),
e derivera g — det vill saga bytaut g motg .

Priset vi betalar ar att en ny integral dyker upp i utbyte. Vinsten ar att den nya integralen ar enklare an
den ursprungliga.

2. Formeln
() SATS: Partiell integration

Lat F vara en primitiv funktion till f, och lat g vara deriverbar. D& galler

[ fgx)dx = Fx)gx) - [ F(x)g (x)dx.

Harledningen foljer direkt ur produktregeln: (F (x)g(x))' = f(x)g(x) + F (x)g (x). Integrera bada
leden och s ut den forsta integralen.
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MOO066M - Partiell integration

3. Hur man anvander den
¢) Strategi for valet

1. Identifiera de tva faktorerna i integranden.
2. Bestam vilken som ska deriveras (g) och vilken som ska integreras (f). Tumregel: valj g s&
att g' blir markbart enklare — typiskt ett polynom som krymper en grad, eller en logaritm

som forsvinner.
3. Skrivupp F och g' explicit innan formeln tillampas, sa att man inte tappar bort tecken.

4. Satt in i formeln och avgdr om den nya integralen [ F g' dx verkligen ar enklare. Ar den

varre — byt roller pa f och g.

¢) LIATE — minnesregel for g

Valj g enligt prioriteringsordningen Logaritmer, Inversa trigonometriska, Algebraiska (polynom),
Trigonometriska, Exponentialer. Det som star tidigare i listan deriveras (ar g); det senare

integreras (ar f).

4. Rakneexempel
‘= Exempel 1 — polynom génger trigonometri

Berakna

| xcosxdx.

2 Lésning
Polynomet x blir enklare nar det deriveras, sa vi satter

gx) =x,  f(x)=cosx,

vilket ger g'(x) = 1 och F (x) = sin x. Formeln ger

| xcosxdx =xsinx— | sinx-1dx=xsinx+cosx+C.
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MOO066M - Partiell integration

‘= Exempel 2 — polynom ganger exponential
Berakna
[ xe*dx.
2 Lésning
Satt g(x) = x och f(x) = eX. Daarg (x) = 1 och F(x) = €%, sa

[ xe*dx=xe"—[ e*dx=¢e"(x-1)+C.

‘= Exempel 3 — logaritmen som "ensam" faktor

Berakna

| Inxdx.

¢ Lésning

Skriv om integranden som 1 -+ In x och vélj g(x) = In x (logaritmen forsvinner nar den
deriveras), f(x) = 1. Dad ar g (x) = 1/x och F (x) = X, s&

1
J Inxdx=xInx—-[ x:—dx=xlnx-x+C.
X
Lasning
e 6.1 Integration by Parts

Se aven

e Integraler

e Variabelbyte i integraler
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MO066M - Variabelbyte i integraler

Variabelbyte i integraler

#matematik #analys #integral

Kurs: MO066M Forkunskaper: Integraler, Kedjeregeln

Kommer fran kedjeregeln. Satt u = g(x), da du = g'(x) dx:

[ flgx)g ) dx = f(u)du

Bestamd integral

Byt aven granserna:
g(b)

b
[ fg()gXdx=[ fwdu

g(a)

:= Example

[ 2x cos(x?) dx: satt u = x%, du = 2x dx. Integralen blir [ cos udu = sin(x?) + C.

Lasning

e 5.6 The Method of Substitution

Se aven

e Omvant variabelbyte
e Partiell integration
e Kedjeregeln
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Omvant variabelbyte

#matematik #analys #integral

Kurs: MO066M Férkunskaper: Variabelbyte i integraler

Istallet for u = g(x) satter man x = h(t), typiskt for att bli av med kvadratrotter.

Trigonometriska substitutioner

Uttryck Substitution
\Va? — x? X =asint
va?+x? X =atant

- a? X = al/cost

‘= Example
[ v/1—Xx?dx: sattx = sint, dx = cos t dt. Integralen blir [ cos? tdt.

Lasning

e 6.3 Inverse Substitutions

Se aven

e Variabelbyte i integraler
e Integraler
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Integration av rationella funktioner

#matematik #analys #integral

Kurs: MO066M Forkunskaper: Integraler, Polynom och faktorisering

En rationell funktion P (x)/Q(x) integreras genom partialbraksuppdelning.

Algoxritm

1.0m deg P > deg Q: polynomdividera.
2. Faktorisera Q(x) i linjara och irreducibla kvadratiska faktorer.
3. Dela upp:
A A Ax+ B
x—a (x—af x2+bx+c
4. Bestam konstanter via identifiering eller insattning.

5. Integrera varje term.

Grundintegraler
J xcixa =In[x-a|+C
J x? ixaz = L arctan(x/a) + C
Lasning

e 6.2 Integrals of Rational Functions

Se aven

o Integraler
e Variabelbyte i integraler
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MO066M - Bestdmd integral och Riemannsummor

Bestamd integral och Riemannsummox

#matematik #analys #integral

Kurs: MO066M Forkunskaper: Integraler, Gransvarden

1. Riemannsumma

Dela [a, b] i n delar med partitiona = xo < x; < *** <X, = boch valj & € [x,-1, Xx].

n

Sn = > f(Ek) Axy

k=1

2. Bestamd integral

Om gransvardet existerar nar finheten — 0 definieras

b
[ fx)dx= lim S,

max Axy — 0

Tolkning: signerad area under kurvan.

3. Rakneregler

fbfdx+jcfdx=jcfdx, jbcfdx=cfbfdx
a b a a

a

Lasning

e 5.2 Areas as Limits of Sums
e 5.3 The Definite Integral

Se aven

e Integraler
¢ Analysens huvudsats
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Resurser

e 3BluelBrown: Integrals and aream
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MO066M - Analysens huvudsats

Analysens huvudsats

#matematik #analys #integral

Kurs: MO066M Férkunskaper: Derivata, Integraler

Analysens huvudsats binder ihop derivata och integral.

Del 1

Om f &r kontinuerlig och F (x) = fax f() dt, sd ar F deriverbar med

F'(x) = f(x)

Del 2

Om F &r en primitiv funktion till f pa [a, b], d&

b
| f)dx=F(b)-F(a)

Lasning

e 5.5 The Fundamental Theorem of Calculus

Se aven

e Integraler
e Primitiv funktion och obestamd integral
e Bestamd integral och Riemannsummor

Resurser

e 3BluelBrown: Fundamental theorem of calculusez
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MO066M - Generaliserade integraler

Generaliserade integraler

#matematik #analys #integral

Kurs: MO066M Férkunskaper: Integraler, Oegentliga gransvarden

Anvands nar integrationsintervallet ar obegransat eller integranden ar obegransad.

Obegransat intervall

0 R

[ feydx=lim[ f(x)dx

a

Singularitet i integranden

Om f &r obegransad néra b:

b b-€
| fGydx= h%l*f f(x) dx

Konvergens vs divergens
Integralen konvergerar om gransvardet ar andligt, annars divergerar den.

‘= Viktigt

o 1
fl g—jf konvergerar <= p > 1.10 % konvergerar <= p < 1.

Jamforelsekriterium

0m 0 < f(x) < g(x) och [ g konvergerar, sa gor [ f det ocksa.
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Lasning

e 6.5 Improper Integrals

Se aven

e Integraler
e QOegentliga gransvarden
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MO066M - Area mellan kurvor

Area mellan kurvor

#matematik #analys #integral

Kurs: MO066M Férkunskaper: Integraler

Oom f(x) = g(x) pa [a, b] ar arean mellan kurvorna

b
A=[ (f(x)—g())dx

& Tip

Om kurvorna korsar varandra: hitta skarningspunkterna och dela upp integralen i delar dar
ordningen ar konstant.

:= Example

Arean mellany = Xxochy = x% pa o, 1]:f01(x - x2) dx = % =

Lasning

e 5.7 Areas of Plane Regions

Se aven

o Integraler
e Rotationskroppar
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MO066M - Rotationskroppar

Rotationskroppar

#matematik #analys #envariabelanalys #rotationsvolym #rotationsyta

Kurs: MO066M Férkunskaper: Integraler

1. Inledning

Nar en kurva eller ett omrade i planet roterar kring en axel skapas en tredimensionell kropp. Vi kan
berakna bade volymen och ytan av denna kropp med hjalp av integraler.

2 Geometrisk intuition

Tank dig att du snurrar en kurva kring en axel — som nar man svanger en lasso eller snurrar en

penna mellan fingrarna. Den “svepande” rorelsen skapar en 3D-form.

Kurva Rotationskropp

Rat linje parallell med axeln Cylinder
Halvcirkel kring sin diameter ~ Sfar
Rat linje som skar axeln Kon

Cirkel kring en extern axel Torus (munkring)
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MO0O66M - Rotationskroppar
2. Rotationsvolym
Definition

() Definition: Rotationsvolym

En rotationsvolym &r volymen av den tredimensionella kropp som uppstar da ett omrade i planet

roterar kring en axel.
Det finns tvad huvudmetoder for att berakna rotationsvolymer:

1. Skivmetoden — bygger upp kroppen av tunna cirkulara skivor
2. Skalmetoden — bygger upp kroppen av tunna cylindriska skal

Skivmetoden
¢) Skivmetoden — illustration

Vénster: 2D-omradet under kurvan y = f(x) med en tunn skiva markerad
Héger: 3D-kroppen uppbyggd av cirkulara skivor efter rotation kring x-axeln

@ SATS: Skivmetoden (rotation kring x-axeln)

Om omradet under kurvan y = f(x) for a < x < b roterar kring x-axeln, ges volymen av:

V =1 If(0)12 dx
Harledning:

1. Dela upp intervallet [a, b] i tunna skivor med tjocklek dx

2. Varje skiva ar approximativt en cylinder med radie r = f(x) och hojd dx
3. Volymen av en skiva: dV = nr? - dx = n[f(x)]° dx

4. Summera (integrera) alla skivor

() SATS: Skivmetoden (rotation kring y-axeln)

Om kurvan x = g(y) for ¢ < y < droterar kring y-axeln: V' = nfcd[g(y)]2 dy
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MOO066M - Rotationskroppar

¢) Receptbok: Skivmetoden

Steg 1: Identifiera rotationsaxeln och funktionen
Steg 2: Bestam integrationsgranserna

Steg 3: Stall upp integralen:

e Kringx-axeln: V = 7 [ [f(0)] dx
o Kringy-axeln: V = nfcd[g(y)]2 dy

Steg 4: Berakna integralen

:= Exempel: Sfarens volym
Rotera halvcirkeln y = v/R? — x? kring x-axeln.

V =[S (VR = X2 dx = [T (R? - x%) dx

s 4nR?
R 3 3

:= Exempel: Konens volym

Rotera linjeny = £x for 0 < x < h kring x-axeln.

Venf (b dx=2 - = T2

pellesmoln.org/kurser/MO066M - 2026-10-19 18/118



MOO066M - Rotationskroppar

Skalmetoden
¢) Skalmetoden — illustration

Vénster: 2D-omradet med en vertikal remsa markerad (bredd dx, hojd f(x), avstand x frén
y-axeln)
Héger: Cylindriskt skal som bildas nar remsan roterar kring y-axeln

() SATS: Skalmetoden (rotation kring y-axeln)

Om omradet under kurvany = f(x) fora < x < b (dar a > 0) roterar kring y-axeln: V' =

2njab X+ f(x)dx
Harledning:

1. Dela upp omradet i tunna vertikala remsor med bredd dx
2. Varje remsa sveper ut ett cylindriskt skal vid rotation

3. Skalets volym: dV' = 2 - (radie) * (hojd) - (tjocklek)
4. Radie = x, hojd = f(X), tjocklek = dx

5.dV = 2mx - f(x) dx

@ SATS: Skalmetoden (rotation kring x-axeln)

Om kurvan x = g(y) fér c <y < droterar kring x-axeln: V' = 27chdy g(y)dy

‘= Exempel: "Vinglaset"

Roteray = x? for 0 < x < 2 kring y-axeln.
2
0

V =2nflx-Xdx=2nfBdx=2n[%] =[8n]

:= Exempel: y = 1/x kring y-axeln

Roteray = /X for 0 < x < 4 kring y-axeln.
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MOO066M - Rotationskroppar

128
V = 2nf04x /Xdx = 271[%)(5/2]3 = | =

Omrade mellan tva kurvor

¢) Rotation mellan tva kurvor — illustration

Vanster: Omradet mellan f(x) (r6d, 6vre) och g(x) (bla, undre)
Héger: “Brickor” med hal — yttre radie R = f(x), inre radie r = g(x)

() SATS: Rotation av omrade mellan tva kurvor

Om omradet mellan y = f(x) (6vre) och y = g(x) (undre) roterar kring x-axeln:

V = nf) (fF - [9e01P) dx

Geometrisk tolkning: Tvarsnitten ar “brickor” (annuli) — skivor med hal i mitten.

e Yitre radie: R = f(x)
e Inreradie:r = g(x)
e Brickans area: TR% — nir? = n(f2 = gZ)

;= Exempel: Mellany = xochy = x?

Omradet mellany = xoch y = x? fér 0 < x < 1 roterar kring x-axeln.

3 5.1 2n
v =7Ij01(x2—x4)dx=n["§—xg]0 | =
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MOO066M - Rotationskroppar

Rotation kring andra linjer
¢) Rotation kring forskjutna axlar — illustration

Vinster: Rotation kring y = ¢ —radien ar |f(x) — ¢|
Héger: Rotation kring x = k — radien ar |k — x|

() SATS: Rotation kring linjeny = ¢
Om kurvany = f(x) roterar kring den horisontella linjeny = c: V = nfab[f(x) —c]?>dx

Nyckel: Radien &r nu avstandet fran kurvan till rotationsaxeln, dvs. |f(x) — c|.

(D) SATS: Rotation kring linjen x = k

Om kurvany = f(x) (med x < k) roterar kring den vertikala linjenx = k: V = 27Tfab(k -

X) - f(x) dx

Nyckel: Radien i skalmetoden ar nu k — x.

:= Exempel: Rotation kringy = —1
Roteray = x? for 0 < x < 1 kring linjeny = —1.

Avstandet fran kurvan till axeln: x> — (-1) = x> + 1

281

1
VEnfee P de=nll - 3+ =| T
0

Metodval: skiv- eller skalmetoden?

¢) Jamforelse av metoderna — illustration

Vanster: Skivmetoden — skivor vinkelrata mot rotationsaxeln

Hoger: Skalmetoden — cylindriska skal runt rotationsaxeln
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MOO066M - Rotationskroppar

/\ Snabbguide: Nar ska man anvanda vilken metod?

Situation

Rotation kring x-axeln, y = f(x) given
Rotation kring y-axeln, y = f(x) given
Rotation kring y-axeln, x = g(y) given
Rotation kring x-axeln, x = g(y) given

Funktionen svar att invertera

Tumregel:

Rekommendexrad metod

Skivmetoden
Skalmetoden
Skivmetoden (integrera m.a.p.y)
Skalmetoden (integrera m.a.p. y)

Valj metod som undviker inversionen

e Skivmetoden: Integrationsvariabeln ar ldngs rotationsaxeln

e Skalmetoden: Integrationsvariabeln ar vinkelrdtt mot rotationsaxeln

Klassiskt exempel: Gabriels hoxn

2 Gabriels horn — det oméjliga hornet

Roteray = ;1( for x > 1 kring x-axeln.

Volym (andlig): V = [~ & dx = n[-11" = n(0 - (-1)) =

Yta (oandlig): A = 2ntf,” L /1+ L dx > 2nf" Ldx = oo

Paradox: Andlig volym (V = 1) men oéndlig yta (A = o)

“Hornet kan fyllas med férg, men aldrig malas!“
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3. Rotationsyta
Definition och harledning

¢) Rotationsyta — illustration

Steg 1: Kurvan med ett litet bagelement ds
Steg 2: Bagelementet roterar och bildar ett mantelband
Steg 3: Den kompletta rotationsytan

() Definition: Rotationsyta

En rotationsyta ar den yta som uppkommer da en kurva roterar kring en axel. Vi berdknar arean

av denna yta.

v/ Harledning: Rotationsareans formel
Idé: Dela upp kurvan i sma bagelement och summera mantelarean av de cylindrar som bildas.

1. Ett litet bagelement har langd ds
2. Vid rotation bildar det en cylindermantel med radie |f(x)| och héjd ds

3. Mantelarean: dA = 2mt - |f(x)| * ds

4. B&gelangden: ds = /1 + [f (x)]* dx
5. Integrera: A = 21t [ | f(x)| /1 + [f GOT? dx

Formler for rotationsarea

@ SATS: Rotationsarea (rotation kring x-axeln)

Om kurvany = f(x) fér a < x < b roterar kring x-axeln: A = 27Ifab [f()|+/1+[f ()12 dx

() SATS: Rotationsarea (rotation kring y-axeln)

Om kurvan x = g(y) fér ¢ < y < d roterar kring y-axeln: A = 271de lg) | /1 +[g () dy
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/A OBS!

Rotationsareaformeln innehller faktorn /1 + [f (x)]?, vilket ofta leder till svirare integraler
an volymberakningar!

‘= Exempel: Sfarens yta

Rotera halvcirkeln y = 4/R? — x? kring x-axeln.

f(x)= T s /1 P = \/%

A=2mfl VR =X - B dx = 2nR - 2R = [ 4nR’

Pappos-Guldins regler

¢) Pappos-Guldin — illustration

Vanster: Principen — ett omrade med tyngdpunkt T roterar kring en axel
Hoger: Torusen — en cirkel med radie r roterar pa avstand R fran axeln

() SATS: Pappos-Guldins férsta regel (volym)

Om ett plant omrade med area A roterar kring en extern axel, ges volymen av: V = 2nr - A

dar r ar avstandet fran omradets tyngdpunkt till rotationsaxeln.

Intuition: Volymen = arean x strackan som tyngdpunkten fardas (omkretsen 27r).

() SATS: Pappos-Guldins andra regel (area)

Om en kurva med baglangd s roterar kring en extern axel, ges rotationsarean av: A = 21r * s
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:= Exempel: Torusens volym och yta

En cirkel med radie r roterar kring en axel pa avstand R (dar R > r).

e Cirkelns area: A = mtr?, omkrets: s = 27tr, tyngdpunktens avstand: 7 = R

Volym: V = 2nR - ir? = | 2°Rr?

Area: A = 21tR - 2mtr = | 4°Rr

4. Sammanfattning

Formelsammanfattning

2/ Rotationsvolym — alla formler

Metod Rotation kring Formel

Skivmetoden  x-axeln V= 7Tfab[f(x)]2 dx
Skivmetoden  y-axeln V= 7'[fcd[g(y)]2 dy
Skalmetoden  y-axeln V= 27Tfabx - f(x) dx
Skalmetoden  x-axeln V= 27chdy ~g(y)dy
Mellan kurvor  x-axeln V= 7'[fab([f]2 - [g1%) dx
Kringy = ¢ - V= njab[f(x) - c]?dx

¢/ Rotationsyta — alla formler

Rotation kring Formel

x-axeln A= 27Tjab IFCONlA/ 1+ [f ()12 dx
y-aeln A= g lv/T+ g )P dy
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Pappos-Guldin:

e Volym:V =2nr-A
e Area:A=2nr-s

Vanliga misstag
/N Vid volymberikning

1. Glommer 1 — Skivmetoden har alltid 7t utanfor integralen!

2. Fel radie — Vid rotation kring y = ¢, r radien |f(x) — c|, inte f(x)

3. Blandar metoder — Anvand inte skiv- och skalmetoden i samma integral
4. Glommer kvadraten — Det ska vara [f(x)]?, inte f(x)

/\ Vid areaberéakning

1. Glommer baglangdsfaktorn — Det ska vara m inte bara 1
2. Fel derivata — Kontrollera f (x) noggrant

3. Glommer 27t — Faktorn 27t ska alltid vara med

4. Blandar ihop volym och area — Volym har 7tr?, area har 27mr

Klassiska resultat

f Tabell: Volymer och ytor av rotationskroppar

Kxopp Volym Yta (mantel)
Sfar (radie R) aie 47R>

Cylinder (radie r, héjd h) nr’h 2ntrh

Kon (radie r, héjd h, sidhgjds) ~ ZCh nrs

Torus (radier R, 1) 21°Rr? Am°Rr
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Lasning

e 7.1 Volumes by Slicing — Solids of Revolution
e 7.2 More Volumes by Slicing

Se aven

o Integraler
e Parametriserade kurvor
e Integraler
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Baglingd och rotationsarea

#matematik #analys #integral

Kurs: MO066M Forkunskaper: Integraler, Parametriserade kurvor

Baglangd av graf

Fory = f(x) pa [a, b]:

b
L=[ V1+(f(x)*dx

Parametriskt

For (x(0), y(0) pa [t1, &2 ]:

5]
L= +/X+y’dt
t

Mantelarea vid rotation kring x-axeln

b
A=[ 2af(x)/1+(f () dx

Lasning

e 7.3 Arc Length and Surface Area
Se aven

e Rotationskroppar

e Parametriserade kurvor
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Komplexa tal

#matematik #analys #envariabelanalys #komplexa-tal

/N Info Filen ar ett superdokument for komplexa talplanet, skapat i samma stil

som Differentialekvationer

Det Komplexa Talplanet

Inledning

De komplexa talen ar en utvidgning av de reella talen som introducerar den imagindra enheten i,
definierad genom egenskapen i2 = —1. Det komplexa talplanet, aven kallat Argandplanet eller
Gaussplanet, ger oss ett kraftfullt satt att visualisera och arbeta med komplexa tal geometriskt.

2 Varfér behdvs komplexa tal?

Komplexa tal uppstod ur behovet att l6sa ekvationer som x*> +1 =0, vilken saknar reella
l6sningar. Genom att inférai = 4/—1 kan vi:

Loésa alla polynomekvationer (algebrans fundamentalsats)
Beskriva svangningar och vagor elegant
Forenkla berdakningar inom elektroteknik och sighalbehandling

Utfora rotationer i planet pa ett naturligt satt
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Del I: Grundlaggande begrepp

Definition av komplexa tal
() Definition: Det komplexa talet
Ett komplext tal &r ett tal pé formen: z = a + bi
dara, b € Roch i ar den imaginara enheten med egenskapen i? = —1.

e a = Re(z) kallas realdelen av z
e b =Im(z) kallas imaginardelen av z
e Mangden av alla komplexa tal betecknas C

OBS: Imaginardelen b &r ett reellt tal — det &r inte bi utan bara b.

2 Speciella fall

Typ Villkor Exempel

Reellt tal b=0 z=3
Rentimaginarttal a=0,bEO0 z=4i

Noll a=0b=0 2z=0

Det komplexa talplanet
@ Definition: Det komplexa talplanet (Argandplanet)

Varje komplext tal z = a + bi kan representeras som en punkt (a, b) i ett
tvadimensionellt koordinatsystem:

e x-axeln kallas reella axeln (Re)

e y-axeln kallas imaginara axeln (Im)

Det komplexa talet kan ocksa ses som en vektor fran origo till punkten (a, b).
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Notation:

e Punkten (a, b) i planet
e Vektorn Z frén origo
e Det komplexa talet z = a + bi

Dessa tre representationer ar ekvivalenta.

Konjugat
@ Definition: Komplexkonjugat
Om z = a + bi, definieras konjugatet (eller komplexkonjugatet) som:Z = a — bi
Geometrisk tolkning: Konjugatet ar en spegling i den reella axeln.

Alternativ notation: z* anvands ibland istallet for Z

() SATS: Egenskaper for konjugat

For komplexa tal z och w galler:

6.z +Z = 2Re(z)

7.z -7 =2iIm(z)

8.z Z = |z|? (alltid reellt och > 0)
9.z=72ez€E€R

v Harledning:z - Z = |z]?
L&tz = a+ bi.D&arz = a — bi.
z+Z = (a + bi)(a - bi) = a®> - (bi)?> = a® - b*i*> = a®* + b?
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Eftersom |z |2 = a® + b? (se definitionen av belopp), harvi:z * Z = |z|?

Anvandning: Denna egenskap ar central vid division av komplexa tal.

Belopp (absolutbelopp)
@ Definition: Belopp
Beloppet (eller absolutbeloppet, modulus) av z = a + bi definieras som: |z| = Vva?+b?
Geometrisk tolkning: Avstandet fran origo till punkten z i det komplexa planet.
Alternativa uttryck:

o |z|=+z-Z
e |z|?=2z"2Z

() SATS: Egenskaper for belopp

For komplexa tal z och w galler:

1.|z]| 20,med |z]| =0 2z=0

2. |z| = |z

3.|z-w|=z| - |w]|

4.z :%(omwﬁ:O)

5. |Re(2)| < |z| och |Im(z)| < |z]|
6.|z|>°=2"12

() SATS: Triangelolikheten

For alla komplexa talz och w géller: |z + w| < |z]| + |w]|
Geometrisk tolkning: I en triangel ar summan av tva sidor alltid minst lika stor som den tredje.

Omvind triangelolikhet: | [z]| — [w|| < |z - w]|
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‘= Exempel: Berdakna belopp och konjugat

Latz = 3 —4i.

Konjugat: Z = 3 + 4i

Belopp: |z| = /32 +(-4)2=1/9+16=+25=5

Kontrollmedz - Z:z+Z = (3-4i)(3+4i)) =9+ 16=25= |z]|?V

Del II: Rakneoperationer

Addition och subtraktion

&) Receptbok: Addition och subtraktion

Addition och subtraktion utférs komponentvis: (a + bi) + (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i(a +
bi)—(c+di)=(a—-c)+(b—qd)i

Geometrisk tolkning: Vektoraddition — parallelogramregeln galler.

‘= Exempel: Addition
Berédkna (3 + 2i) + (1 — 5i):

=B+ 1)+ Q2+ (-5)i=4-3i

Multiplikation
¢) Receptbok: Multiplikation (rektangular form)

Anvand distributiva lagen och ersatt i> = —1: (a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi® = ac +
adi + bci — bd = (ac — bd) + (ad + bc)i
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Minnesregel: Multiplicera som vanliga binomer, sedan i = —1.

:= Exempel: Multiplikation
Berdkna (2 + 3i)(4 — i):

=2-4+2-(-i)+3i-4+3i-(-i))=8-2i+12i-3i°=8+10i —-3(-1)=8+10i + 3 =
11 + 10i

¢ Potenser av i

Potenserna av I ar cykliska med period 4:

n i
0 1
1 1
2 -1
g =1
4 1
5 1

Formel: j" = jn mod 4

:= Exempel: Berikna {2923

2023 = 4 - 505 + 32023 = 3 = —j
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Division
¢) Receptbok: Division (férlang med konjugat)
Steg 1: Identifiera taljare och namnare
Steg 2: Forlang braket med konjugatet till nAmnaren
Steg 3: Namnaren blir reell: w - w = |w|?

Steg 4: Forenkla taljaren

e Z — ZW — Z'W
Formel: & = ~= W[

:= Exempel: Division

S 3+4i
erakna :
1+2i

Steg 1: Konjugatet till ndmnaren ar 1 — 2i

Steg 2: Forlang: % ' %

Steg 3: Namnaren: (1 +2i)(1-2i))=1+4=5
Steg 4: Taljaren: (3 + 4i)(1 -2i)=3-6i+4i—8i>=3-2i+8 =11 - 2i

J3i_ 11-2i _ 11 _ 2.
Svar: 15 = 75~ = F 5l

/\ Vanliga misstag vid division

Glommer att férlanga med konjugatet — forscker dividera direkt
Fel tecken i konjugatet — 1 + 2i = 1 — 2, inte =1 — 2i

Glémmer i2 = —1 i taljaren

Skriver svaret fel — glommer att dividera bade real- och imaginardel med namnaren
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Del III: Polar foxrm

Polara koordinater
() Definition: Polar form
Lat z & 0 vara ett komplext tal. D& kan z skrivas p& polar form: z = r(cos 0 + i sin 0)
dar:

e r=|z| =+/a? + b? ar beloppet (avstandet till origo)
e 0 = arg(z) ar argumentet (vinkeln mot positiva Re-axeln)

Samband med rektangular form:

e a=rcosb
e b=rsinf

() Definition: Argument
Argumentet arg(z) ar vinkeln 8 (i radianer) fran positiva reella axeln till vektorn z, matt moturs.

OBS: Argumentet ar flertydigt — om 0 &r ett argument, sa ar aven 0 + 27n fér alla heltal n
ett argument.

Huvudargumentet Arg(z) ar det unika argumentet i intervallet (-7, 7] (eller ibland [0, 27)).

&) Receptbok: Rektangular — Polér form
Givetz = a+ bi:
Steg 1: Berdkna beloppetr = |z| = v/a? + b?

Steg 2: Berdkna argumentet (beror pa kvadrant)
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Kvadrant

II

111

v
Pos. Im

Neg. Im

Villkorx

a>0,b>0
a<0,b>0
a<0,b<0
a>0,b<0
a=0,b>0

a=0,b<0

Formel for O

0 = arctan (2)

0=m+ arctan(g)

6

0 = arctan (2)

6

6

Steg 3: Skrivz = r(cos 0 + i sin 0)

¢) Receptbok: Polédr - Rektangular form

Givet z = r(cos 6 + isin 0):

a=rcosOb=rsinf

Svar: z = a + bi

‘= Exempel: Skrivz = 1 + i pa polar form

Steg 1: Beloppr = V12 + 12 = /2
Steg 2: Argument (forsta kvadranten,a > 0,b > 0) 0 = arctan(%) = arctan(1) =

Svar: z = /2 (cos I +isin})

‘= Exempel: Skrivz = -1 + V/3i pa polar form

Steg 1: Beloppr = 4/ (-1)2 +(v/3)2 = v/1+3

Steg 2: Argument (andra kvadranten, a < 0, b > 0) 8 =  + arctan ({Lf’) = + arctan(—v/3) =

21

_nm_2n
W=2 = 5
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Svar:z = 2 (cos & + isin &)
: 3 3

:= Exempel: Skrivz = 3(cos  +isin §) pa rektanguldr form

g

NS
Nlw

a=3cosg=3" %ﬁbZBSin%=3-

Nol—

Svar:z = szﬁ + 5]

Nolw

Eulers formel
() SATS: Eulers formel
For alla reella tal 0 galler: e = cos @ +isin @

Detta ger den exponentiella formen av ett komplext tal: z = ret?

darr = |z| och 6 = arg(z).

2 Speciella fall av Eulers formel

9 ol
0 1
E i
T -1
4 —i

2n 1

Eulers identitet (ofta kallad “matematikens vackraste formel”): e +1=0
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v/ Harledning: Eulers formel via taylorserier

. . 2 3] 4 2 4
Taylorserierna for €¥, cosxochsinxar:e* = 1+x+ 5 + 57 + 57 +-rcosx =1 - 5, + 55 — -+

XS

3
1 = — X —_—
SInXx = X y"'g

L @

. - . . ; . i0)?
Satt x = i0 i exponentialserien: el® = 1 + i + % i i

2

g q 9 g q .03 4 .0°
Awﬁdﬂ=—LP=—U4=Lac=1+£—%rﬂ%+%ru%‘“'

2 4 ) 5
Gruppera reella och imaginara termer: = (1 — g—! + 3—! - )+i(0 - % + % — )=

cosO +isinf

Multiplikation och division i polar form

@ SATS: Multiplikation i polar/exponentiell form

Om Z1 = rleiel och Zy) = r2€i02, da: Z1"Zy =y - ei(01+92)

I ord:

e Beloppen multipliceras: |z,2,| = |z1]| - | 2|
e Argumenten adderas: arg(z;2,) = arg(z;) + arg(z,)
i0

Geometrisk tolkning: Multiplikation med z = re" innebar:

1. Skalning med faktorn r
2. Rotation med vinkeln 6 (moturs)

@ SATS: Division i polar/exponentiell form

Omz; = rie® ochzy = rye'% medzp & 0, da: ;—; = % . ¢i(01762)

Iord:

_ |

4| =
Z [z |

e Beloppen divideras:
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e Argumenten subtraheras: arg (;—;) = arg(zy) — arg(zy)
‘= Exempel: Multiplikation i polar form

Berakna z; * z, dar:

o 7, = Zein/B

o 7z, = 3eim4

Losning: z, * 2, = 2 - 3 » el(V3T4) = goi 712

‘= Exempel: Division i polar form

.. Z1 .
Berakna — dar:
Z3

o 7, = 4ei™?

° ZZ — 2617'[/6

Lﬁsning: % = ‘2_1 . ei(n/Z—n/G) = zein/3

Del IV: de Moivres formel och potenser

de Moivres formel
() SATS: de Moivres formel
For alla reella 8 och alla heltal n galler: (cos 6 + i sin 8)" = cos(nB) + i sin(nf)

Eller i exponentiell form: (e?)" = el
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v/ Harledning: de Moivres formel

Bevis med exponentialform (enklast):

Fran exponentiallagarna: ()" = e

BEmR (EY) = @ = @it

Oversatt till trigonometrisk form: (cos 6 + i sin 8)" = cos(nf) + i sin(nB)

Alternativt bevis med induktion for positiva heltal n finns ocksa.

¢) Receptbok: Berdkna z" (heltalspotens)

Steg 1: Skriv z pa polar form: z = r(cos 0 + i sin 0) = re®

n _inf

Steg 2: Tillampa de Moivres formel: z" = r"(cos(nf) + i sin(n@)) = r'e

Steg 3: Omvandl|a tillbaka till rektanguldr form om sa 6nskas.

:= Exempel: Berakna (1 + i)

Steg 1: Polar formav 1 + i:

o r=4/12+12=4/2
o 0 =arctan(l) =
a 1+i=\/§-ei”/4

Steg 2: Anvand de Moivre: (1 + )8 = (1/2)8 - €874 = 24 . 12T = 16 - (cos 2t + i sin 271) =
16 (1 +0i) =16

:= Exempel: Berikna (1 — i)!°
Steg 1: Polar formav 1 —i:

° r:\/i
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e 0= —% (fiarde kvadranten)
1 —

=42 e i

Steg 2: Anvind de Moivre: (1 — )10 = (1/2)10 « ¢7#10m4 = 25 . o752 = 3D . o712 (gftersom

o — _m _
5 5 271T)

= 32(cos(—3) +isin(—3)) = 32(0 — i) = —32i

Tillampning: Trigonometriska identiteter
2 Anvindning av de Moivre fér trigonometriska formler

Genom att utveckla (cos 6 + i sin 8)" med binomialsatsen och jamféra med cos(nf) + i sin(nB)
kan vi harleda formler fér cos(n) och sin(nd).

:= Exempel: Harled cos(20) och sin(20)
Anvand de Moivre med n = 2: (cos 0 + i sin 8)? = cos(20) + i sin(20)

Utveckla vansterledet: cos? 0 + 2i cos 0'sin 0 + i sin® 6 = cos? 0 — sin® O + 2i cos 0 sin O

Jamfér real- och imaginardelar: | cos(260) = cos® 0 — sin® @ || sin(26) = 2 sin 6 cos 6

:= Exempel: Hirled cos(30) och sin(36)
Anvand de Moivre med n = 3: (cos 0 + i sin 0)> = cos(30) + i sin(30)

Utveckla med binomialsatsen: = cos® 0 + 3cos? 0 - isin @ + 3 cos 0 * (isin 8)? + (i sin O)° =
cos® 0 + 3icos? Osinf — 3 cos Osin®  — isin® O

Gruppera: = (cos® 8 — 3 cos 0 sin” ) + i(3 cos? 0 sin H — sin> 6)

Resultat:| cos(36) = cos® 0 — 3 cos 0 sin® 6 = 4 cos®> 6 — 3 cos O

sin(360) = 3 cos® Osin 6 — sin®> § = 3sin@ — 4sin> O
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Del V: Rotter till komplexa tal

n:te roten ur ett komplext tal
() SATS: n:te rétter
Ekvationen w" = z dar z & 0 har exakt n stycken losningar i C.
omz = re', ges de nrétternaav: wy, = /r - @290 |k =0,1,2,...,n-1

Geometrisk observation: De n rotterna ligger jamnt férdelade pa en cirkel med radie \'Vf med
vinkelavstand 27” mellan varje rot.

&) Receptbok: Berikna alla n:te rétter ur z
Steg 1: Skriv z pa polar form: z = re'®

Steg 2: Berakna rotens belopp: p = \’/F

Steg 3: Berdkna argumenten for de n rétterna: @ = B%ﬂ‘, k=0,1,...,n-1

Steg 4: Skriv upp rotterna: wy = pe'%

Steg 5: Omvandla till rektangular form om sa énskas: wk = p(cos @k + i sin @)

‘= Exempel: Berakna alla kubikratter tillz = 8
Vi soker alla w sddana att w3 = 8.

Steg 1: Polar form: 8 = 8¢ (dvs.r = 8,0 = 0)
Steg 2: Rotens belopp: p = V8 =2

Steg 3: Argumenten:
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— 1. _ 0+2n _ 2n
.k_l'(pl_ 3 _?
l:_z, — 0+ — 4n

° ) 3 3

Steg 4: Rotterna:
e wy=2e"0=2
o wy=2e2B=2(=1+ 83y =—1+ /3

o wy=2eM® =2 (-1 - i) =-1-/3i

Svarrw =2,; -1+ \/§i,; —-1-/3i

:= Exempel: Berdkna \ﬂ (alla kvadratrotter)

Vi séker alla w sddana att w? =

Steg 1: Polar formavi:i=1-e™ (dvs.r=1,0 =2
Steg 2: Rotens belopp: p = Vi=1

Steg 3: Argumenten:

.k:O:(pO: > :%
. kzl:(plzn/Z;an:%

Steg 4: Rotterna:

= pil4 = o V2 V25 14
e wWp=¢e CosS 7 +1514 2+21_ﬁ
. W1=e’5”/4=cos%"+ism = -¥2 - ‘/7§1=—%

‘= Exempel: Berakna alla fjarderotter tillz = —16
Vi séker alla w sddana att w* = —16.

Steg 1: Polar form: —16 = 16¢™
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Steg 2: Rotens belopp: p = v/16 = 2

Steg 3: Argumenten (0 = T, n = 4):

4 kZOZ(p():%

o k=1:g =22 = &
. k=2ig= 2= 51
. k=3:¢3=#=%’r

Steg 4: Rotterna:

o wo=2em =2 2(1+i) = /2(1+1)
o Wy = 261’371/4 — \/Q(—l + i)

o« wy = Delom/4 — \/i(—l _ l)

e w3 = 2ei7n/4 = \/5(1 _ l)

Enhetsrotter
() Definition: n:te enhetsrétter

De n:te enhetsrotterna ar [6sningarna till ekvationen z" = 1.

De ges av: @y, = el2™/n =cosznik+isin27m‘, k=0,1,...,n—-1

Den primitiva n:te enhetsroten ir w = " (dvs. k = 1).

Alla enhetsrotter kan skrivas som potenser av @: wk = wk

() SATS: Egenskaper for enhetsrotter

i2m/n

Latw =e vara den primitiva n:te enhetsroten. Da galler:

lLo"=
2.1tw+w?+ -+ =0

3. Enhetsrotterna ligger pa enhetscirkeln, jamnt férdelade med vinkelavstand 27”

4. Produkten av alla n:te enhetsrétter ar (—1)"
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y‘ Viktiga specialfall av enhetsrotter

n Enhetsxrotter

2 1,-1

3 1,_l+£’i,—%—§i

4 1,i,—1, I

6 1,4+ 385 -1+ 8 —1,-1 - 33 1

v/ Harledning: Summan av enhetsrotter ar noll

LatS=1+w+w?+ -+

Detta ar en geometrisk summa med kvot w: S = =——

Eftersom™=1:S =1L = 0 =

1-o 1-o

(forutsatt att B 1,dvs.n > 2)

Del VI: Polynomekvationer

Algebrans fundamentalsats

() SATS: Algebrans fundamentalsats

Varje icke-konstant polynom med komplexa (eller reella) koefficienter har minst en rot i C.

Primitiv rot

-1

eiZn/S

ein/3

Foljdsats: Ett polynom av grad n har exakt n rétter i C (raknat med multiplicitet).

() SATS: Konjugerade rétter

Om ett polynom har reella koefficienter och zg ar en rot, da ar aven Zp (konjugatet) en rot.
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Foljd: Komplexa rotter till polynom med reella koefficienter kommer alltid i konjugerade par.

Andragradsekvationer
&) Receptbok: Lésaz? +bz +c =0

—bx+v/b2-4ac
2a

Anvand abc-formeln (eller pg-formeln): z =

Diskriminanten D = b? — 4ac avgor rotterna:

D Rétter
D>0 Tva olika reella rotter
D=0 En reell dubbelrot
D<0 Tva komplexa konjugerade rotter: $z = \frac{-b \pm i\sqrt{

‘= Exempel: L6sz°> + 2z +5=0

Identifiera:a=1,b=2,c=5

Diskriminanten: D =22 -4-1-5=4-20=-16<0

Rotterna: z =

—2+v-16 _ 2440 -1+2i
2 2 -

Svar:z = -1+ 2iochz = —1 — 2i (konjugerade)

:= Exempel: Losz> - (3+i)z+(2+1)=0
Har har vi komplexa koefficienter, s abc-formeln galler fortfarande.
Diskriminanten: D = (3 +i)> —4(2+i)=9+6i—1-8—4i=2i

Vi behdver \/Z (se tidigare exempel): \/Z =+(1+1)
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Rotterna: z = Ca)= )
: 2

o 71 = 3+1;1+1 — 4;21 =2+
o 7y = —3+’;1_1 = % = 1l

Svar:z =2 +iochz=1

Kontroll: Dessa ar INTE konjugerade, vilket ar forvantat eftersom koefficienterna inte ar reella.

Faktorisering av polynom
() SATS: Faktorsatsen
Om zg &r en rot till polynomet P (z), sd &r (z — zo) en faktor i P (2).
Fullstandig faktorisering: P (z) = a,(z —z1)(z — 2») *** (z — z,,)

darz1, 2o, ...,z ar polynomets rétter och a, ar ledande koefficienten.

¢) Receptbok: Faktorisera polynom med reella koefficienter
Steg 1: Hitta alla rotter (reella och komplexa)
Steg 2: Skriv upp faktoriseringen éver C: P (z) = a,(z — z1)(z — 23) *** (z — z,,)

Steg 3: For faktorisering 6ver R, sla ihop konjugerade par: (z — zo)(z — Zo) = z% — (29 + Zo)z +
z0Zo = z> — 2Re(z0)z + | 20 |?

Detta ar en reell andragradsfaktor.

:= Exempel: Faktorisera -1

Roétterna: Tredje enhetsrotterna
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Faktorisering 6ver C: 23 — 1 = (z — 1)(z — 21)(z — 2»)

Faktorisering 6ver R: Sla ihop de konjugerade rétterna z; och zy: (z — z1)(z — 2p) = 2% — (z1 +
n)z+z12=22-(-Dz+1=22+z+1

Svar:z2 - 1=z - 1> +z+1)

:= Exempel: Faktorisera 24 +4
Hitta rétterna till z* = —4:

Polir form: —4 = 4e™

Fiarderdtterna: z, = v/4 + @™ 2M/4 = (/) . pin(1+2k)/4

k=0:2g=+v2e™* =1+
k=1:2z1 = /23 = -1+
k=2:2y=+/2e® = -1 -
k=3:2z3=+2e""*=1-j

Faktorisering dver R:
Par1:zy = 1 +iochzz = 1 —i (konjugerade) (z — (1 +i))(z — (1 — i) = 2> — 2z + 2
Par2:z1 = —1+iochzy = —1—i(konjugerade) (z — (-1 + i)z - (-1-i)) =2z>+2z+2

Svar:z* +4 = (2> -2z + 2)(z> + 2z + 2)
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Del VII: Geometriska mangder

Cirklar
@ Definition: Cirkel i det komplexa planet
En cirkel med centrum z; och radie r beskrivs av: |z —zy| = r
Inre (6ppen skiva): |z —z,| <r
Yttre: [z —zo| > r

Sluten skiva: |z —zy| <r

‘= Exempel: Beskriv mangden |z — 2 + 3i| =5
Skrivom: |z — (2 - 3i)| =5
Detta &r en cirkel med:

e Centrum: zy = 2 — 3i, dvs. punkten (2, —3)
e Radie:r =5

Linjexr
@ Mangd: Linje som medelortslinje

Mangden av alla punkter med samma avstand till tva givna punkter z; och z, ar en linje
(medellnormallinjen): |z —z1| = |z — 22|

@ Mangd: Linje pa parameterform
En linje genom z1 och z, ges parametrisktav:z = z1 + t(zo — z1), t€&€ R

Eller ekvivalent: z = (1 — t)zy + tz

pellesmoln.org/kurser/MO066M - 2026-10-19 50/118



MO0066M - Komplexa tal

() Mangd: Linje pa allmin form
En linje kan ocksa skrivas: Re(az) = ¢

dar a & 0 ar ett komplext tal (normalriktningen) och ¢ ar en reell konstant.

Halvplan
() Mingd: Halvplan
Olikheten |z — z1| < |z — 22| beskriver det halvplan som inneh3ller punkter ndrmare z; &n zo.

Randen arlinjen |z —z;| = |z - 25|.

Cirkelskivor och ringar

¢ Sammansatta mingder

Mangd Beskrivning
ri<l|lz-zl <r Oppen ring (annulus)
ri<|lz-zol < Sluten ring

|z —z]| <roch|lz—wpl <s Snittetav tva skivor

:= Exempel: Beskriv méngden1 < |z —i| <3

e Centrum: zo = i, dvs. punkten (0, 1)
e Inre radie: 1 (exkluderad, 6ppen rand inat)
e Yttre radie: 3 (inkluderad, sluten rand utat)

Detta ar en halvéppen ring centrerad kring i.
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Del VIII: Sammanfattning och formelblad

Grundlaggande formler
¢ Formelsamling: Komplexa tal
Definition: z = a + bi dar i? = -1
Konjugat: Z = a — bi
Belopp: |z]| = Va2 +b?
Polér form: z = r(cos 6 + i sin 0) = re'
Eulers formel: ¢! = cos 0 + isin 0
i0yn = ind

de Moivres formel: (e

n:te rotter: wy = /1 - @20 k=01, ... ,n-1

Rakneregler
¢ Formelsamling: Rikneoperationer
Addition: (a + bi) + (c+di) = (a+c)+ (b+d)i
Multiplikation (rekt.): (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

Multiplikation (polar): rle'ﬂ1 : rzei62 = rlrzei(91+92)

w

z
wo|w]?

Division:

0,
ne  _ 1,00,
ryei: r,

Division (polar):
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Viktiga egenskaper
p‘ Formelsamling: Egenskaper
Belopp:
o lz-wl=lz]| - |w]|
o |z+w]| < |z]| + |w] (triangelolikheten)

e |z|?°=2z"2Z

Konjugat:

* Z"W=Z"'W

e z+Z7Z =2Re(z)

e z—-2 =2ilm(z)
Argument:

e arg(z1zy) = arg(z;) + arg(z2)
o arg(z1/zy) = arg(z;) — arg(z)
e arg(z") =n- arg(z)

Standardvinklar

p‘ Tabell: Vanliga komplexa tal i polar form

z ]l arg(z)
1 1 0
i 1 g
=i| 1 m
—i 1 —g
1+i V2 o
1-i V2 —=
~1+i V2 &
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z Izl arg(z)
=1 V2 -3
A ) ;
E : :

/\ Vanliga misstag att undvika

1. Glommer i> = —1 vid multiplikation

2. Fel tecken i konjugatet — bara imaginardelen byter tecken

3. Glommer alla n rétter — det finns alltid exakt n stycken n:te rotter
4. Fel kvadrant vid argument — kontrollera alltid tecken pa a och b
5. Blandar ihop belopp och argument — belopp &r alltid > 0

6. Glommer att argumentet ar flertydigt — lagg till 27tk vid behov

7. Division utan konjugat — forlang alltid med namnarens konjugat
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Polar form for komplexa tal

#matematik #komplexa-tal

Kurs: MO066M Forkunskaper: Komplexa tal, Trigonometri

Ett komplext tal z = a + bi kan skrivas i polar form

z =r(cos B +isinf) = re'

dar
r=|z| = va+b? 0 = arg z.
Rakneregler
Z1Zo = Il ei(91+92), o r_lei(el_GZ)
Z; In

De Moivres formel

(reiG)n — rneine

Lasning

e 8.5 Polar Coordinates

Se aven

e Komplexa tal
e De Moivres och Eulers formler

Resurser

e 3BluelBrown: Complex numbers explained
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De Moivres och Eulers formler

#matematik #komplexa-tal

Kurs: M0066M Forkunskaper: Komplexa tal, Polar form for komplexa tal

Eulexrs formel

e® = cos @ +isinf

Specialfall (@ = m): €™ + 1 = 0.

De Moivres formel

(cos 8 +isin 0)" = cos(nB) + i sin(no)

Anvands for att harleda flerdubbla vinklar och for att l6sa z" = w.

N:te rotter

2" =re® =z = @2} =01,...,n-1

Lasning

e 3.7 Second-Order Linear DEs with Constant Coefficients

Se aven

e Polar form for komplexa tal

e Komplexa tal

Resurser

e 3BluelBrown: e”(im) in 3.14 minutes&
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Differentialekvationer

#envariabelanalys #differentialekvation

Inledning

Det finns ordindra differentialekvationer (ODE) och partiella differentialekvationer (PDE). I kursen
M0066M behandlas endast ODE eftersom partiella har fler variabler, och detta ar en envariabelkurs.

En ODE ar en ekvation som innehaller en okand funktion och derivator av denna funktion. Ett exempel
fran boken: xy" (x) — 3v/xy” (x) + y (x) + (Inx)y(x) = 5e*

¢ Vad ir en linjar ODE?

En differentialekvation ar linjar om den okanda funktionen y och alla dess derivator endast
forekommer i forsta potensen och inte multipliceras med varandra.

Formellt: En ODE &r linjar om den kan skrivas p& formen: gn(x)y™ + gn-1(x)y™™D + +++ +
g1(x)y +go(y = f(x)

Exempel pa linjara ODE:
° y' + Zy = eX
e y =3y +2y=sinx
« Xy +xy ~y=0

Exempel pa icke-linjara ODE:

o y =y? (kvadratiskiy)
e yy =x(produktavyochy)
o y' +sin(y) = 0 (icke-linjar funktion av y)
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¢ Vad dr en homogen ODE?

En linjar ODE 4r homogen om hégerledet f(X) = 0: gn(x)y™ + gn1(x)y™ V) + - + g1(x)y +
go(x)y =0

Om f(x) & O kallas ekvationen inhomogen (eller icke-homogen).
Exempel:

e y' +4y =0arhomogen
o y” + 4y = cos x &r inhomogen

Viktig observation: y = 0 ar alltid en l6sning till en homogen linjar ODE (den triviala l6sningen).

2 Ordning och grad

Ordningen av en ODE ar den hogsta derivatan som forekommer.

Ekvation Oxdning
y+y=x 1
y +3y -y=0 2
y +y=ée 3

Graden ar exponenten pa den hogsta derivatan (efter att ekvationen skrivits som ett polynom

i derivatorna).
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Del I: Forsta oxdningens ODE

Separerbara differentialekvationer
() Definition: Separabel differentialekvation

En differentialekvation av typen g(y) - y = f(x) kallas separabel.

Ekvationen kan ocksa skrivas som g(y), dy = f(x), dx efter “separation av variabler”.

(D) SATS: Losning av separerbara differentialekvationer

Antag att g(y) och f(x) ar kontinuerliga med primitiva funktioner G(y) respektive F (x) i intervall
I4 respektive If.

Lésningarna till differentialekvationen g(y)y = f(x), x € I < I, &r de pa I deriverbara
l6sningarna till: G(y) = F(x) + C

0BS: G(y) = F(x) + C ger losningen pa implicit form. Om det gar ska man l6sa ut y och svara pa
explicit formy = h(x).

&) Receptbok: Separerbara ODE

Steg 1: Skriv ekvationen pa formen g(y) - y = f(x) eller g—f( = %
Steg 2: Separera variablerna: g(y), dy = f(x), dx

Steg 3: Integrera bada sidor: [ g(y), dy = [ f(x), dx

Steg 4: Los ut y om mojligt (explicit form), annars ldmna pa implicit form

Steg 5: Glom inte konstanten +C!
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r

‘= Exempel:y =Xy
Steg 1: Skriv om: % =xy = %, dy = x, dx
Steg 2: Integrera: [ ,%’ dy = x,dx
2
Steg3:In |y| =% +C
Steg 4: Los uty: |y| = eX124C = oC . X2

Svar:y = Aexz/2 dar A = +e€ (eller A = 0 for triviallésningen)

‘= Exempel: Xy = 1 + y?
Steg 1: Separera: 1—frlyL2 =e™X, dx
Steg 2: Integrera: | 1f—§2 =[e™, dx

Steg 3: arctan(y) = —e *+ C

Svar:y = tan(C — e ™)

:= Exempel: y = ;,y(O) =2

Steg 1: Separera: y, dy = x, dx
2 2

Steg 2: Integrera: & = 5 + C

Steg 3: F('jrenkla:y2 =x*+2C

Steg 4: Anvand begynnelsevillkor: y(0) =2 = 4=0+2C = C =2

Svar: y = 1/x? + 4 (positivt eftersom y(0) = 2 > 0)
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‘= Exempel:y = y?sinx

d .
< = sinx, dx

Steg 1: Separera: 5

Steg 2: Integrera: [ y ™2, dy = [ sinx, dx

Steg 3: =-cosx+C

-1
y

1
cos x—C

Svar.y =

OBS: Glom inte trivialldsningen y = 0!

() SATS: Omformning till separabel

ax+by+c
pxtqytr

omformas till en separabel differentialekvation genom lamplig substitution.

En differentialekvation av typen y' =f( )déra, b, c, p, q, r ar givna konstanter, kan

/\ Vanliga misstag med separerbara ODE

e Glémmer triviallésningen: Om du delar med y (eller g(y)), kontrollera alltid om y = 0 ar
en losning!

e Glémmer absolutbeloppet: [ J%dy =In|y| +C,intelny + C

e Glémmer tvidroten:y*> =k = y = +vk

Homogena differentialekvationer (substitution y = vx)
@ Definition: Homogen differentialekvation (av forsta ordningen)

En differentialekvation ar homogen (i denna mening) om den kan skrivas pa formen:y' =F (i—')
Det vill saga, hogerledet beror endast pa kvoten % inte pa x och y separat.

Exempel pd homogena ODE:
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2
. . " 2 m _
oy = f +%(kanskrlvassomy —v2+v darv = f)
' e ) '
oy = % (kan skrivas somy = 1JrTV)
' + . '
oy = % (kan skrivas somy = %)

Exempel pa icke-homogena ODE:

oy =x+ % (termen X kan inte skrivas som funktion av f)
o y =y?+ 1 (berorinte pa kvoten %)

/\ OBS: Tva betydelser av "homogen"
Termen “homogen” har olika betydelser beroende pa kontext:

1.Har:y' = F (£) — hégerledet &r en funktion av £
2. Linjara ODE: y + g(x)y = 0 — hégerledet &r noll

Dessa ar olika begrepp! Sammanhanget avgor vilken definition som avses.

¢) Receptbok: Homogena ODE med substitution y = vx
Steg 1: Verifiera att ekvationen ar homogen

Kontrollera att y' kan skrivas som F (1)

Steg 2: Substitueray = vx darv = v(x)

Steg 3: Beréknay' med produktregeln y' =v+xv

Steg 4: Sitt in i ekvationen v + xv = F (V)

dv _ dx

F(v)-v X

Steg 5: Los for v och separera variablerna xv' = F(v) — v

Steg 6: Integrera bada sidor

Steg 7: Atersubstituera v = £ for att fa svaret i y och x
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/\ Glom inte!

e Kontrolleraom F (v) — v = 0 har lsningar — dessa ger konstanta l6sningar v = k,
dvs.y = kx
e Losningen galler vanligtvis for x > 0 eller x < 0 (inte x = 0)

v/ Harledning: Varfor fungerar substitutionen?

Problemet: En homogen ODEy = F (;%) ariallmanhet inte separabel — vi kan inte direkt
separerax och y.

Idén: Eftersom hogerledet endast beror pa kvoten f infér vi denna kvot som ny variabel: v =
Y

T 9 y=w

Derivera y = vx med produktregeln:

Eftersom v = v(x) &ren funktionavx:y = L(v-x) =& -x+v-1=xv +v
Satt in i originalekvationen:

Ekvationeny = F (¥)blir:v + xv' = F(v)

Los forxv:xv = F(v)—v

Separera variablerna: =2~ %

F(v)-v -

Nu har vi en separabel ekvation i v och x! Substitutionen har alltsa omvandlat en icke-separabel
ekvation till en separabel.

Sammanfattning: Substitutionen y = vx utnyttjar strukturen hos homogena ekvationer och
reducerar dem till separerbara ekvationer.

N

= Exempel:y' =L+

Steg 1: Verifiera att ekvationen ar homogen
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’

y:

x I<

Y2
+(3)
Med v = £ blir hogerledet v + v2. v Homogen!
Steg 2: Substituera y = vx

Steg 3: Berdknay y =v +xv

Steg 4: Sitt in i ekvationenv + xv = v + V2

2 dv _ dx

Steg 5: Forenkla och separera XV =v o .

Steg 6: Integrera [ v 2dv = & -1 =In |x| + C

. R 1
Losutv:v mx[+C

1

In [x|+C

Steg 7: Atersubstituerav = %

>xI<

Svar:y = —

X
In |x|+C

Py— i 2 2
‘= Exempel: y = X—;yl,x >0

Steg 1: Verifiera att ekvationen ar homogen

Hogerledet beror endast pa v. v Homogen!
Steg 2-3: Substituera och deriveray =vx = y =v +xv

’ 2
Steg 4: Sattinv + xv = 1%

12 _ v = 1+v2-v

<I=

Steg 5: Forenkla och separera xv =
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vdy = dyx

Steg 6: Integrera [ vdv = | d—xx V2—2 =Inx+C

(Vi kan skippa absolutbeloppet eftersom x > 0)

Steg 7: Atersubstituera (%)2 =Ilnx+ Cy? =2x*(Inx + C)

Svar:y = +xv/2Inx + C;

dar C, = 2C

‘= Exempel:xy =y ++/x2+y2,x>0
Steg 1: Skriv om och verifiera

y':m@:

X

X

> I<

242
Nu &r —\/XXer = \/1+§—§ =4/1+v2forx>0.
S&:y =v++/1+v2. v Homogen!
Steg 2—4: Substituera och sittinv + xv = v + /1 + V2

- =3 " 2 _dv _ dx
Steg 5: Férenkla och separeraxv = /1 +v e x

Steg 6: Integrera

Vansterledet &r en standardintegral: [ \/f%vz = arsinh(v) = In(v + v/1 +v2)

In(v+v1+v?)=Inx+C
Férenkla: v + /1 +v2 = e€ - x = Ax

darA = e€ > 0.
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+ 1+§ = Axy + /x2 +y? = Ax?

Steg 7: Atersubstituera v = £

> I<

Svar (implicit form): /x2 + y2 = Ax? -y

, 22
:= Exempel med begynnelsevillkor: y = %,y(l) =2

Stegl:Verifieray' = % = % —§ =2W= % = vv—l

v Homogen!

Steg 2-4: Substituera och sittinv + xv = "zv_l

Steg 5: Forenkla och separera xv = Vzv_l -v= Vz_i_vz = —% -vdv = ‘%

Steg 6: Integrera —V—; =Iln|x| +Cv?=-2In|x| +C;
Steg 7: Atersubstituera (%)2 =C1-2In|x| y* =x*(C1 - 21n |x|)
Bestam konstantenmed y(1) =2:4=1-(C; -2In1)=C; -0=C;

Svar:y = xv/4—-2Inx

(Positivt tecken eftersom y(1) = 2 > 0)

[\ Vanliga misstag

Glommer produktregeln: y = vx =— y' =v+xv,inte baray' =v

Glommer atersubstitution: Svaret ska varaixochy,inteiv

Missar konstanta losningar: Om F (v) — v = 0 for ndgot v = k, ary = kx en l6sning
Definitionsomrade: Lésningar innehaller ofta In | x| och géller inte fér x = 0
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Linjara forsta ordningens ODE
(@ Déefinition: Linjar férsta ordningens ODE

En linjar differentialekvation av forsta ordningen har formen: y' + g(x)y = f(x) dar g(x) ar
koefficienten framfér y och f(x) ar hogerledet.

e Om f(x) = 0: ekvationen 4r homogen
e Om f(x) E 0: ekvationen ar inhomogen

¢) Receptbok: Linjdra 1:a ordningens ODE (integrerande faktor)

Steg 1: Skriv ekvationen pa standardformy + g(x)y = f(x)
Steg 2: Berakna primitiv funktion G(x) = [ g(x), dx

Steg 3: Bestam integrerande faktor p(x) = e®

Steg 4: Multiplicera ekvationen med p(x): d—‘i[y (X)) = f(x) - p(x)

Steg 5: Integrera bada sidor: y * p(x) = [ f(x) * p(x), dx

Steg 6: Los uty = Fﬁf f(x) * p(x), dx

:= Exempel: y' + 3xy = x°
Steg 1: Redan pa standardform. g(x) = 3x, f(x) = x°
Steg 2: G(x) = [ 3x,dx = &

Steg 3: u(x) = e3X°12

Steg 4: % [y - 2] = x3 .+ o312

2 2 2
Steg 5: Integrera (substitution u = 3% du =3x,dx):y - e = ] x3e¥ 72 dx
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Skrivx® = x - x> och anvand x, dx = 3du,x* = 2:= 2 {u-e',du = 3(u—1)e" + C

Steg6:y = 2 (3 - 1) + Ce ¥

2 _n,2
Svar:y = £ — 2+ Ce 32

‘= Exempel: xy —y = x*> cosx,x > 0
Steg1: Delamed x:y' — 1y = X COSX
g(x) = =4, f(x) = xcosx
Steg2: G(x) = | —%,dx =-Inx

. |
Steg3: pu(x) =e "X =+
Steg4: L (¥) = cosx

Steg 5: Integrera: £ = sinx + C
X

Svar:y = xsinx + Cx

‘= Exempel: y' + 2y = e, y(0) = 3
Steg1: g(x) = 2,f(x) = e™

Steg 2: G(x) = 2x

Steg 3: u(x) = e

Steg 4: %{[yezx] =X . X = X
Steg 5:ye™ = &+ C

Stegb:y = e X+ Ce ™
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Begynnelsevillkor: y(0) =1+ C =3 = C =2

Svar:y = e X + 2 X

:= Exempel: y' +ytanx = secx,—3 <x <3

Steg 1: g(x) = tanx, f(x) = secx

Steg 2: G(x) = [ tanx,dx = —In | cosx| = In | secx]|
Steg 3: j(x) = e Ise<xl = secx

Steg 4: %[y secx] = sec’ x

Steg5:ysecx = tanx + C

Svar:y = sinx + C cos x

/\ Vanliga misstag

Glommer att dividera hela ekvationen for att f& standardform
e Missar minustecken i g(x)

Glommer integrationskonstanten C
Beraknar (x) fel (det ska vara &/ 9% inte e9™)

Bernoullis ekvation
() Definition: Bernoullis ekvation

En Bernoulli-ekvation har formen:y + P(x)y = Q(x)y", n&0,1
Detta ar icke-linjart i y, men kan linjariseras genom variabelbyte.

Observera: Férn = O eller n = 1 ar ekvationen redan linjar.
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¢) Receptbok: Bernoullis ekvation

Steg 1: Identifiera P (x), Q(x) och n

Steg 2: Substituerav = y!™

Steg 3: Derivera: v = (1 - n)y "y’

Steg 4: Den linjara ekvationen i v blir: v’ + (1 = n)P (x)v = (1 — n)Q(x)
Steg 5: Los med integrerande faktor

Steg 6: Atersubstitueray = v/(1™"

‘= Exempel:y +y = xy>
Steg1: P(x) = 1,Q(x) =x,n=3
Steg2:v =yl 3 =y

Steg3:v = -2y 3y

Steg 4: Multiplicera ursprungliga ekvationen med -2y~ 3: =2y 3y’ = 2y™2 = -2xy% v —
2v = =2x

Steg 5: Los linjara ODE:n: g(x) = =2, p(x) = e *

d 2| = — —2x

lve =] = —2xe

Partiell integration ger: ve™ = xe™ + 2™ + C
v=x+1+Ce*

Steg6:y > = x+ 3 + Ce™

1

Svar:y =+ —F———
y \/xt+3+Ce*
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‘= Exempel:y — £

Steg1: P (x) = —}(, QXx)=x,n=2

Steg2:v =yl 2 =y!

Steg3:v = -y %y

Steg 4: Multipliceramed —y % v' + 1v = —x

Steg 5: (x) = e™* = x

% [vx] = —x

2
=_x 4 C
V= 3 + X
1__xX,cC
Steg 6: y -3 + =
vy = _3x 3
Svary = i T R0

Riktningsfalt och numeriska metoder

=xy2, x>0

2 Riktningsfalt

Ett riktningsfalt (eller lutningsfalt) ar en grafisk representation av en forsta ordningens ODEy' =

f(x,y).

I varje punkt (x, y) i planet ritar man ett kort linjesegment med lutning f(x, y). Detta ger en visuell

bild av hur lésningskurvorna beter sig utan att man behover l6sa ekvationen analytiskt.

Riktningsfaltet visar:
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Hur losningar “flyter” genom planet
Jamviktslésningar (dary = 0)

Asymptotiskt beteende
Stabilitet hos jamviktspunkter

() Isoklinmetoden

Enisoklin ar en kurva dar lutningen ar konstant.

F6r ODE:ny = f(x,y) 4r isoklinen fér lutning k kurvan: f(x,y) = k
Metod:

1. Vvalj ndgra varden pa k (t.ex. k = -2,-1,0, 1, 2)
2. Rita kurvan f(x,y) = k for varje k
3. Rita korta linjesegment med lutning k langs varje isoklin

4. Skissa losningskurvor som foljer lutningarna

¢) Receptbok: Eulers metod

Eulers metod approximerar lsningar till begynnelsevardesproblem y' = f(x, y), y(Xo) = yo.
Algoritm: Valj stegliangd h > 0, sedan: X,+1 = Xy + hYne1 = Yn + h* f(Xn, Vi)

Geometrisk tolkning: Man féljer tangentlinjen fran (x,, y,) ett steg h framat.

Fel:

o Lokalt trunkeringsfel: O(h?)
o Globalt fel: O(h)

Mindre steglangd ger battre approximation men kraver fler berakningar.
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‘= Exempel: y' = x +y, y(0) = 1, approximera y(0.3) med h = 0.1
Steg 0: (X0, y0) = (0, 1), f(x,y) = x+y
Steg1:/(0,1)=0+1=1

e« x,=0+0.1=0.1
e y1=1+01-1=1.1

Steg2:£(0.1,1.1) = 0.1+ 1.1 = 1.2

e x2=0.1+0.1=0.2
e y,=11+01-1.2=1.22

Steg 3: (0.2,1.22) = 0.2 + 1.22 = 1.42

e x3=02+0.1=03
e y3=122+0.1"1.42=1.362

Svar: y(0.3) = 1.362

(Exakt losning: y = 2e* —x — 1, y(0.3) ~ 1.399)

:= Exempel: y' =y, y(0) = 1, approximera y(1) med h = 0.5

n Xn Yn f(Xn, Yn) = yn
0 0 1 1
1 0.5 1+05-1=15 1.5
2 1.0 1.5+05-1.5=2.25 —

Svar: y(1) ~ 2.25

(Exakt:y = e*,y(1) = e = 2.718. Fel = 17%)
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¢ Forbiattrade metoder (6verkurs)
Heuns metod (forbattrad Euler): k1 = f(Xn, Yn) k2 = f(xn + h,yn + hk1) yne1 = yn + ’2_1(](1 + ko)

Runge-Kutta (RK4): Globalt fel O(h*) — mycket noggrannare.

Del II: Teoxri for linjara ODE av hogre
ordning

Grundlaggande teori
@ Allman form for linjar ODE av ordning n
En linjar ODE av ordning n kan skrivas: a,(x)y™ + a,-1(x)y"™ D + -+ + a;(x)y’ + ap(x)y = f(x)
eller kompakt: Yo a(x)y® = f(x)

Om f(x) = 0: homogen Om f(x) & 0: inhomogen

pellesmoln.org/kurser/MO066M - 2026-10-19 741118



MO0O066M - Differentialekvationer

() SATS: Superpositionsprincipen
For en homogen linjar ODE galler:
Om y; och y, &r lésningar, d& &r dven c1y; + CoY5 en losning for alla konstanter ¢, ¢, € R.

Generaliserat: Om y1, Vo, ..., Yk ar l0sningar, sa ar dven varje linjarkombination ¢y, + Coy, +
o+ + Ckyk en lésning.

/\ OBS! Superpositionsprincipen giller endast f6r homogena linjara ODE!

() SATS: Linjart oberoende och beroende

Linjart beroende: Funktionerna yy, ..., Y, ar linjart beroende pa ett intervall I om det finns
konstanter c1, ..., Cp (inte alla noll) sddana att: c1y1 + coy2 + =+ +cpyn =0 forallax €1

Linjart oberoende: Om ovanstaende endast kan uppfyllasdac; = ¢, = == = ¢, = 0.
Intuition:

e Linjart beroende: En funktion kan skrivas som kombination av de andra
e Linjart oberoende: Ingen funktion kan “byggas” av de 6vriga

Férenklad test (for tva funktioner): i/'—i = konstant = linjart beroende i% B
konstant = linjart oberoende

() SATS: Dimension av l6sningsrummet

En linjar homogen ODE av ordning n (dar ledande koefficienten a,(x) & 0) har exakt n stycken
linjart oberoende lésningar y1, Vo, ..., Vn.

Den allmanna lésningen ar: y = c1y1 + Coy2 + **+ + Cnyn

Mangden y1, Vo, ..., Y, kallas en fundamental l6sningméangd (eller bas for l6sningsrummet).
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() SATS: Struktur for inhomogen ODE

Den allmanna lésningen till den inhomogena ekvationen an(X)y™ + «++ + ao(x)y = f(x) ary =

Yot Yp dar:

ey, =allmanna ldsningen till motsvarande homogena ekvation

e yp = en partikularlésning till den inhomogena ekvationen

y‘ Wronskianen (ej obligatorisk i MO066M)

Wronskianen ar en determinant som testar linjart oberoende: W (y1, ...

. (D) (D)

Vi Y2 ot Yayi Yo vt o Ya i b o iy oy

Sats: Om W B 0 for nagot x i intervallet, ar funktionerna linjart oberoende.

Del III:

Andra oxrdningens ODE

Homogena ODE med konstanta koefficienter

Vilsser ODE:ny +ay +by = 0dara, b € R.

¢/ Bakgrund: Diskriminanten

Fér andragradsekvationen r> + ar + b = 0 ar diskriminanten: D = a® — 4b

Varde

D>0

D <0
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¢) Receptbok: 2:a ordningens homogen ODE med konstanta koefficienter
Steg 1: Skriv ODE:n paformeny +ay +by =0

Steg 2: Stall upp karakteristiska ekvationen r’+ar+b=0

Steg 3: Berakna diskriminanten D = a® — 4b

Steg 4: Los for r och valj ratt losningsform:

Diskriminant Rotter Allmdn 1l6sning
D>0 rnEr, €R y = Ae"X + BeX
D<0 r=aztif y=e*(Acospx+ Bsinpx)
D=0 ri=ry,=r y = (A + Bx)e™

Steg 5: Om begynnelsevillkor ges, anvand y(Xo) = yo och y (Xg) = v; for att bestamma A och B.

v/ Harledning: Ansats och karakteristisk ekvation
Vi ansatter y = e™ dar r ar en konstant att bestamma.

Motivation: Exponentialfunktioner ar “egenfunktioner” fér derivering — de behaller sin form.

Derivering:
a y’ = re'x
a y” — r2€rx

Insdttningi ODE:ny +ay +by =0:r’e™ +ar-e*+b-e*=0e*(r?>+ar+b)=0

Eftersom €™ & 0 fér allax, maste:|r> +ar+b =0

Detta kallas den karakteristiska ekvationen.
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v Harledning: Fall1 (D > 0) — Tva olika reella rétter

—a+v/D -a-vD
2 2

Rotternaar:ry = , Iy =

Partikularlésningar: y; = ey, = e"¥
o _sse X —
Linjirt oberoende: 22 = &= = e(r2ri)x
Y1 el

Eftersomry B ry ar (r, — rq) ¥ 0, sé kvoten &r inte konstant v

Allman l6sning: y = Ae"* + Be™*

v Harledning: Fall 2 (D < 0) — Komplexa konjugerade rétter
Rotterna blir: r = a + i3 dar

o o= —% (realdelen)

o =Yl = VA2 imaginardelen)

Formella [6sningar: y; = e@" Xy, = olamif)x
Anvind Eulers formel: e®® = cos @ + isin 6
Reella [8sningar genom linjirkombinationer: J; = X222 = ¢™ cos(fx) J, = X122 = e™ sin(fx)

Linjért oberoende: ¥ = tan(f3x) & konst v

Allman l6sning: y = e™(A cos fx + B sin 3x)

v/ Harledning: Fall 3 (D = 0) — Dubbelrot

Dubbelrot: r = —%

Problem: Vi far bara en l6sning y; = €™, men behdver tva linjart oberoende!

Ansats fér andra l&sningen: Prova y» = xe'™
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Verifiering: Med y, = xe'™:

o y, = e™+rxe™ = (1+rx)e’™
o y, =r(1+rx)e™ +re™ = (2r + r’x)e’™

Insattningiy” +ay + by = 0:e™[(2r + r’x) + a(1 + rx) + bx] = e™[(2r + a) + x(r*> + ar +
b)] = 0

o Eftersomrarrot:r2+ar+b=0v
e EftersomD=0:r=-¢2 = 2r+a=0v

2

Linjart oberoende: % = x & konst v

Allman l6sning: y = (A + Bx)e'™

p‘ Fysikalisk tolkning (komplexa rotter)
Lésningen y = e™(A cos Bx + B sin x) beskriver svangningar:

¢ a < 0: Dampade svangningar — amplituden avtar exponentiellt
e «a = 0: Harmoniska svangningar — konstant amplitud, ren oscillation
e «a > 0: Vaxande svangningar — instabilt system

Rakneexempel: Homogena ODE
‘= Exempel:y -y -2y =0
Karakteristisk ekvation: r> —r —2 = 0
Diskriminant: D = (-1)> - 4(1)(-2)=1+8=9>0

Rotter: (r—2)(r+1)=0 = r=2,rn=-1
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Svar:y = Ae* + Be™

:= Exempel:y" +4y +5y =0
Karakteristisk ekvation: r2 + 4r + 5 =0
Diskriminant: D = 16 —20=-4<0
a=-2,=1

Svar:y = e (A cos x + B sinx)

‘= Exempel:y +4y =0
Karakteristisk ekvation: r* + 4 = 0
Diskriminant: D =0 - 16 =-16 <0
Rétter: r = +2j, alltsda = 0,8 =2

Svar:y = Acos 2x + B sin 2x

:= Exempel:y +6y +9y =0
Karakteristisk ekvation: r’ + 6r + 9 = 0
Diskriminant: D = 36 - 36 =0
Dubbelrot: (r +3)> =0 = r =-3

Svar:y = (A + Bx)e >
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‘= Exempel med IVP: y" + 6y +9y =0,y(0) =-1,y(0) =1
Fran ovan:y = (A + Bx)e

Begynnelsevillkor 1: y(0) = A = -1

Derivera: y = Be X — 3(A + Bx)e > = (B — 3A — 3Bx)e”

Begynnelsevillkor 2: y (0) =B-3A=B-3(-1)=B+3=1

Svar:y = (-1 - 2x)e >

:= Exempel med IVP: y" + 4y =0, y(0) = 1,y (0) = -2
Fran ovan: y = A cos 2x + B sin 2x

Begynnelsevillkor1: y(0) =A-1+B:0=A=1
Derivera: y = —2A sin 2x + 2B cos 2x
Begynnelsevillkor 2: y (0) =2B=-2 — B =-1

Svar:y = C0S 2x — sin 2x

Inhomogena ODE med konstanta koefficienter

Vi léser ekvationer av typen: y* + ay + by = f(x) dar f(x) & 0.
() SATS: Allman l6sning till inhomogen ODE
Den allmanna l6sningen ar: y = y, +yp dar:

ey, =allmanna lésningen tilly” + ay + by = 0 (homogena [6sningen)
* yp =en partikularlosning till hela ekvationen
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Tva metoder for att hitta y):

1. Obestamda koefficienter (ansatsmetoden)
2. Variation av parametrar

Metod 1: Obestamda koefficienter

() Naér fungerar ansatsmetoden?

Metoden fungerar nar f(x) ar en linjarkombination av:

Polynom: x"
kx

Exponentialer: e

Trigonometriska: cos(wx), sin(wx)
Produkter av ovanstaende

Fungerar INTE fér: tan x, Inx, 1, secx, etc.

¢) Receptbok: Obestamda koefficienter
Steg 1: Lo6s homogena ekvationen - y,

Steg 2: Valj ansats for y), enligt tabellen:

Hégerled f(x) Ansats y,

k (konstant) A

kx" A"+ Ap X"+ + A
keC(X AeaX

k cos(wx) eller ksin(wx) A cos(wx) + B sin(wx)
ke™ cos(wx) €™ (A cos wx + B sin wx)

X% (Aan + o +Ao)eax

Steg 3: Satt in ansatsen i ODE:n och bestam koefficienterna
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Steg 4: Allmanna losningen:y =y, + y,

/\ Resonansregeln (KRITISK!)
Om ansatsen (eller del av den) redan ar en losning till homogena ekvationen:

e Multiplicera ansatsen med x
e Vid dubbelrot: multiplicera med x?

Exempel: y' — 4y = e* Homogen lésning: y, = C;e* + Coe > Eftersom e>X € yj,: ansitt
yp = Axe™ (ej Ae™)

‘= Exempel: y + 3y + 2y = 10e¥

Steg 1: Homogena losningen

rr+3r+2=0 = (r+1)r+2)=0 = r=-1,-2

yn = Cre X + Cye >

Steg 2: Ansats

Hogerled: 10e™. Kontrollera: 4 & —1, -2 (ingen resonans)

Ansitt: y, = Ae™

Steg 3: Satt in

y, = 4Ae™, y = 16Ae™

16Ae* + 3(4Ae%) + 2(Ae®) = 10e™

(16 + 12 + 2)Ae*™ = 10e®

30A=10 = A=

W=
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Svar:y = Cie X + Cre X + %64)(

:= Exempel: y' — 4y = e (RESONANS!)
Steg 1: Homogena léshingen

r2-4=0 = r=%2

yh = C1e* + Cre™*

Steg 2: Ansats med resonansregel
Hogerled: e**. MEN e** &r redan i Yh!

Ansitt: y, = Axe®

Steg 3: Satt in

y, = Ae* + 2Axe™ = A(1 + 2x)e*

Y, = 2A(1 + 2x)e™ + 2Ae* = A(4 + 4x)e™
Yp — 4yp = A(4 + 4x)e™ — 4Axe™ = 4Ae* = >

A=

N

Svar:y = C1e?* + Cre X + ﬁezx

:= Exempel: y" + 4y = cos(2x) (RESONANS med trig!)
Steg 1: Homogena léshingen

rZ+t4=0 = r=4+2i

yh = C1 cos(2x) + C; sin(2x)

Steg 2: Ansats med resonansregel
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Hogerled: cos(2x). MEN cos(2x) ar i yy!
Ansétt: yp = x(A cos(2x) + B sin(2x))
Steg 3: Derivera och satt in

Yp = (Acos 2x + B'sin 2x) + x(=2A sin 2x + 2B cos 2X)

y; = —2Asin 2x + 2B cos 2x + (—2A sin 2x + 2B cos 2x) + x(—4A cos 2x — 4B sin 2x)
= —4Assin 2x + 4B cos 2x — 4x(A cos 2x + B sin 2x)

y; + 4y, = —4Asin 2x + 4B cos 2x = cos 2x

Jamfor:-4A=0,4B=1 = A=0,B=

1
4

Svar: y = Cj cos(2x) + C sin(2x) + 7 sin(2x)

:= Exempel:y' +y -2y =x°

Steg 1: Homogena lésningen

=S IR =N () (R ST OR=— N = =08

yh = Cre ¥ + Cye*

Steg 2: Ansats

Hogerled: x? (polynom grad 2). Ingen resonans (exponentialer # polynom)
Ansitt: y, = Ax*> + Bx+ C

Steg 3: Satt in
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y, = 2Ax+B,y, = 2A
2A + (2Ax + B) - 2(Ax* + Bx+ C) = x?
—2Ax% + (2A-2B)x + (2A+ B - 2C) = x?
Jamfor koefficienter:

e Xi2A=1 = A=-1

e xX:2A-2B=0 = B=A=-3

e X%24+B-2C=0 = C = _ziz_:_%

Svar:y = Cie > + Cye* — 1x* — 1x -2

‘= Exempel:y — 2y +y = ¢ (DUBBELROT + RESONANS!)
Steg 1: Homogena loshingen

r’=2r+1=0 = (r—-1)>=0 = r =1 (dubbelrot)
Yo = (Cy + Cpx)e*

Steg 2: Ansats med dubbel resonans

Hogerled: eX. MEN bade e* och xe* &r i yp!

Multiplicera med Xz:yp = Ax%eX

Steg 3: Satt in

yp = AQ2x + x*)e"

Yy = AR +4x + x°)e*

Yp =2V, +Yp = AlR + 4x + x*) = 2(2x + X%) + x*]e* = 2Ae* = "

A=

Nol—=
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Svar:y = (C; + Cox)e¥ + 1x%e¥

Metod 2: Variation av parametrar
() Nér anvinds variation av parametrar?
Metoden fungerar for alla kontinuerliga f(x), inte bara speciella typer.

Anvand nar:

e Hogerledet inte passar ansatsmetoden (tan x, In x, sec x, etc.)

e Duvill ha en generell formel
e Ansatsmetoden blir for komplicerad

¢) Receptbok: Variation av parametrar

Fory' +ay + by = f(x):

Steg 1: Hitta homogena l8sningar y1, y2

Steg 2: Berakna Wronskianen: W = y1y, — y»y;

Steg 3: Partikularlosningen: y, = —y; [ }#, dx+y, | M, dx
Eller: y, = uyy; + upy, daruy = —f yvzv—f,dx, U, = }%, dx

Stegd:y = Ciy1 + Coyr tp

‘= Exempel: y' +y = tanx
Steg1:r’+1=0 = r=+i
y1 = COSX, Y2 = sinx

Steg2: W = cosx - cosx — sinx * (—sinx) = cos®x + sin’ x = 1

pellesmoln.org/kurser/MO066M - 2026-10-19 87 /118



MO0O066M - Differentialekvationer

Steg 3:

) .o
_ sin xtan x _ _ o sin’x
Uy __I 1 ydx = I cosx’dx

. _ 2
Anvand sin? x = 1 — cos? x: uy = — [ 129X gy = —[(secx — cosx),dx = —In | secx +

cosx
tan x| + sin x

up = [ CEXERX dx = [ sinx, dx = — cosx

Steg4:y, = (—In | secx + tanx| + sinx) cosx + (—cosx) sinx = —cosxIn | secx + tan x|

Svar:y = C; cosx + Cy sinx — cosx1In | secx + tan x|

:= Exempel:y + 4y = sec(2x)

Steg 1: y1 = c0s(2x), y2 = sin(2x)

Steg 2: W = cos(2x) * 2 cos(2x) — sin(2x) * (=2 sin(2x)) = 2

Steg 3:

Uy = — [ SNE0sd2) gy = —1 [ tan(2x), dx = 1 In | cos(2x)|

2

U :f Cos(2x)-sec(2x)’dx —

&8
2 2

Svar:y = C; cos(2x) + C, sin(2x) + 5 cos(2x) In | cos(2x)| + % sin(2x)

/\ Jamforelse av metoderna

Aspekt Obestamda koeff.

Fungerar for Polynom, ekx, trig, produkter
Berakningshérda  Lattare (algebra)
Resonans Manuell hantering

Rekommendation  Anvand forst
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Reduktion av orxrdning
2 Nér anvinds reduktion av ordning?

Metoden anvands nar:

1. En andra ordningens ODE saknar y explicit (endast y och y")
2. Du redan kéanner en l6sning y; och vill hitta en andra

&) Receptbok: Reduktion av ordning (typ 1 — saknar y)
Om ODE:n har formen F(x,y,y ) = 0 (ingen y):

Steg 1: Substituerav =y ,v =y’

Steg 2: LOs forsta ordningens ODE i v

Steg 3: Integreray' = v for att hittay

‘= Exempel:xy +y =3x%,x>0

Steg 1:Sattv=y,v =y :xv +v = 3x°

Steg 2: Linjar 1:a ordningens ODE. Dela med x: V' + %v = 3x
HOO) = e = x

L (xv) = 3x?

x=xX+C = v=x+4

Steg3:y=jv,dx=x—33+C11nx+C2
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¢) Receptbok: Reduktion av ordning (typ 2 — kand l6sning)
Om du vet att y; &ren l6sning tilly + p(x)y + q(x)y = O:
Steg 1: Ansatt y, = v(X) * y;

Steg 2: Satt in och forenkla (termer med v forsvinner)

Steg 3: Substitueraw = v for att fa 1:a ordningens ODE

Steg 4: L6s for w, integrera forv, fay, = v+ y;

Eulers differentialekvation (Cauchy-Euler)
(@ Definition: Eulers differentialekvation
Eulers differentialekvation (eller Cauchy-Euler-ekvation) har formen: x°y" + axy + by = f(x)
dar a, b ar konstanter.
Kannetecken: Koefficienten framfc’jry(k) ar Xk,

Homogen form: x>y + axy + by =0

&) Receptbok: Eulers differentialekvation
Metod 1: Ansats y = X" (for x > 0)

Steg 1: Ansatt y = x" dar r ar konstant

Steg 2: Derivera:y =rx" 1,y =r(r— 1)x"2

Steg 3: Sattinix?y +axy +by =0:x% - r(r— X" 2 +ax rx" 1+ bx" = 0x'[r(r— 1) +
ar+b]=0
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Steg 4: L6s den karakteristiska ekvationen: r(r — 1) +ar+b=0 & r?+(a-1r+

b=0

Steg 5: Skriv upp lésningen enligt tabellen:

Fall Rétter Allman l6ésning

Tvaolikareella ry & r y = Cix" + Cyx™

Dubbelrot rn=r=r y=(C1 +Cylnx)x"

Komplexa r=azif y = x%(Cy cos(B Inx) + C, sin(8 In x))

Metod 2: Substitution t = In x (transformerar till konstanta koefficienter)

d

Sattx = et, da % = %—’; och transformera till en ODE med konstanta koefficienter i t.

v/ Harledning: Dubbelrotsfallet

Vid dubbelrot r far vi bara en l6sning y1 = X'.

Ansats for andra losningen: y, = v(x) - X"

Efter reduktion av ordning visar sig att v = In x fungerar.
Alltsa: yo = X" Inx

Allman lésning: y = (C; + C, Inx)x"

v/ Harledning: Komplexa rotter
Med r = a + if far vi formellt y = x**.
Anvéand x = e"%: x# = ePI"X = cos(BIn x) + i sin(8 In x)

Reella losningar: y; = x*cos(fInx), y, = x%sin(f Inx)
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:= Exempel: X’y —2xy =4y =0,x > 0

Steg 1: Ansatty = X'

Steg 2-3: Karakteristisk ekvation: r(r —1) —2r—=4=0r>-3r-4=0
Stegd:(r—-4)(r+1)=0 = ri=4,r,=-1

Svar:y = C1x* + Cox7!

:= Exempel: X2y +xy +y=0,x>0
Karakteristisk ekvation: r(r —1) +r+1=0r’+1=0
Rétter: r = +i (alltsda = 0,5 = 1)

Svar: y = C; cos(Inx) + C; sin(In x)

:= Exempel: X2y —3xy +4y =0,x> 0

Karakteristisk ekvation: r(r —1) - 3r+4=0r>-4r+4=0(r-2)>=0 = r =
2 (dubbelrot)

Svar:y = (C; + C; Inx)x?

:= Exempel: x’y" +3xy +5y =0,x >0
Karakteristisk ekvation: r(r —1) +3r+5=0r’+2r+5=0

Rétter: r = Y220 = —1 + 2

a=-1,=2

Svar:y = x (C; cos(2 Inx) + C, sin(2 In x))
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/\ OBS: Definitionsomrade

Lésningar av formen x” och In x kraver x > 0.

For x < 0 kan man anvdnda | x| istallet, eller substituera u = —x.

i Del IV: HOogre oxrdningens ODE

ODE av orxrdning n med konstanta koefficienter
(@ Allmin form

En linjar homogen ODE av ordning n med konstanta koefficienter: y™ + a,_;y™™D + -+« + a;y +
apy =0

Karakteristisk ekvation: r" + a, "' + - + a;r +ay = 0

Denna ekvation har exakt n rotter (réaknat med multiplicitet) i C.

De fyra fallen for rotter
() SATS: Lésningar fran karakteristiska ekvationens rétter

Varje rot (eller rotpar) till den karakteristiska ekvationen ger upphov till linjart oberoende
loésningar enligt foljande:

Antal
Fall Rottyp Loésningar
16sningar
1 Enkel reell rot ry 1 (GLex
Enkelt komplext par
2 2 e cos(Bkx), e™* sin(Bxx)

ax + iBk
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Antal
Fall Rottyp Lésningar
16sningar

Reell rot r;, med
3 - my, e, xel X, x2enx, |, xMkLerkx
multiplicitet my

Komplext par ak * ifx
4 2my Se nedan
med mult. mg

Fall 4 (komplext par med multiplicitet my):
e cos(Brx),  xe®* cos(Brx), ..., X™ e cos(Bix)
e sin(Bkx), xe™Xsin(fxx), ..., X™ le®™Xgin(Bkx)

v/ Harledning: Fall 1 — Enkel reell rot
Pastiende: Om ry ar en enkel reell rot till ™ + @1 L + ++- + ap = 0, d& ar yk = e"* en lésning.
Bevis:

" 2,rx () = pnprx

Ansitty = e™. Daary =re”™, y =r’e%, ..., y e

Insattning i ODE:n ger: r"e™ + ap—1r" 'e™ + -+ + ayre™ + ape’™ = 0
e+ ap "+ +ar+ap) =0

karakteristiska polynomet

Eftersom e™ B 0 for alla x, maste r vara en rot till karakteristiska ekvationen.

Om ry ar en sadan rot, ar alltsd yx = e"** en l6sning. [

v/ Harledning: Fall 2 — Enkelt komplext rotpar

Pastdende: Om «a + if3 &r ett par komplexa konjugerade rotter, ger de upphov till de reella
l6sningarna: y; = e™ cos(Bx), y, = e*™ sin(fx)

Bevis:

Formellt far vi [6sningarna: y; = e@BX i, = ela~iB)x
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Anvand Eulers formel e = cos 0 + i sin 0: y; = e™ - ef* = e®(cos(Bx) + i sin(x)) y» = €™ -
e Bx = e™(cos(Bx) — i sin(Bx))

Reella [6sningar via linjarkombinationer: y; = Y222 = e™ cos(Bx) y, = Y22 = e™ sin(Bx)

Linjart oberoende: yLi = S — tan(Bx) & konstant

cos(Bx)

Alltsa &r y; och y» linjart oberoende. O

v/ Harledning: Fall 3 — Reell rot med multiplicitet m

Pastaende: Om r &r en reell rot med multiplicitet m, ger den upphov till m linjart oberoende

sningar:y1 = €™, ya =xe™, y3=x’™, .., ym=x"'e"

Bevis (skiss):

Om r har multiplicitet m kan vi skriva karakteristiska polynomet som: P (s) = (s — r)™Q(s) dar

Q(r)E 0.

Den tillhérande differentialoperatorn ar: L[y] = (D — r)®Q(D)[y] = 0 darD = dix,
Nyckelobservation: Om (D — r)™[y] = 0, s& &r y en lésning.

Vi visar att yj, = X" 1e™ uppfyller (D — r)"[y,] = 0fork =1,2,...,m.

Viktigt lemma: (D — r)[¥e™] = jx¥ e’

Bevis av lemma: [ e'™] = jx~le™ + rxle™ (D — r)[¥e™] = jx) le™ + rxe’™ -
rxie™™ = jxle™
TillAmpning: For yx = xle™: (D - r)[xk_lerx] = (k- 1)xk_zerx (D - r)z[xk_le”‘] = (k-

(k- 2)xk3e™ + (D -r) Xk 1e™] = (k- 1)! - e* (D - r)k[xk1e™] = 0
Eftersom k < m har vi (D — r)"[x*"'e™] = 0, sa yj ar en l6sning.

m—1

Linjart oberoende: Funktionerna e, xe', ..., x™ “e™ ar linjart oberoende eftersom kvoten av

tva konsekutiva ar x, som inte ar konstant. [J
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v/ Harledning: Fall 4 — Komplext rotpar med multiplicitet m

Pastdende: Om «a + if} &r ett komplext rotpar med multiplicitet m, ger det upphov till 2m linjart
oberoende l6sningar.

Bevis:
Fran Fall 3 vet vi att multipla rétter ger faktor X/ framfor baslosningen.

Formellt far vi de komplexa lésningarna: @ BX — xel@tiBx = ym-le(atiB)x
e(a—i,B)x, Xe(a—iﬁ)x, o Xm—le(or—i,B)x

Reella ldsningar: Precis som i Fall 2, kombinerar vi konjugatparen:

Forvarjej = 0,1, ...,m— 1: X @B = xj e®(cos(Bx) + i sin(x)) ¥ e@ X =

x/ e™(cos(Bx) — i sin(Bx))
Reella l6sningar: yj.1 = X e™ cos(BX) yaj+2 = ¥ e™ sin(Bx)

Totalt: 2m stycken linjart oberoende l6sningar. [

¢) Receptbok: Hogre ordningens ODE
Steg 1: Stall upp karakteristiska ekvationen P (r) = 0
Steg 2: Hitta alla rotter (faktorisera, anvand rotformeln, eller gissa rationella rotter)

Steg 3: For varje rot/rotpar, skriv upp motsvarande losningar:

Rottyp Bidrag till allmanna l6sningen
Enkel reell rot r Ce'™

Reell rot r med mult. m (Cy + Cox + +++ + Cx™1)er®

Enkelt komplext par o £ if8 €™ (C cos fBx + Cy sin fx)

Komplext par @ £ i3 med mult. m  e™[(C; + Cox + +++)cos Bx + (D1 + Dox + -+ )sin Bx]
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Steg 4: Summera alla bidrag till yy,

Steg 5: Om inhomogen: hitta y, och bilday =y, +y,

Rakneexempel: Homogena ODE av hégre ordning
= Exempel1:y -y -y +y =0
Steg 1: Karakteristisk ekvationr> —r> —r+1 =0
Steg 2: Faktorisera
Gruppera:r’(r-D)-(r-D)=r-D)r*-D)=r-Dr-Dr+1)=(r-1>*r+1)
Rétter:

e r =1 med multiplicitet 2
e r = —1 med multiplicitet 1

Steg 3: Skriv upp losningarna
Franr = 1 (dubbelrot): * och xe*

Franr = —1 (enkel rot): e™*

Allman lésning: |y = Cie* + Coxe* + Cze ™ = (C + sz)e" + Cze ™

:= Exempel2:y" —y —y +y = ¢ (inhomogen)
Steg 1: Homogena losningen
Fran Exempel 1: yp = (C1 + Cox)e* + Cze™

Steg 2: Partikularlosning med resonansregel
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Hogerled: e*
Men e* och xe* finns redan i yy, (dubbelrot r = 1)!

Resonansregel: Multiplicera med x*: y, = Ax?e¥

Steg 3: Deriveray, = Ax’e*y, = A(2x + x*)e* = A(x* + 2x)e* y, = A(2 + 2x + x* + 2x)e* =
A(X* +4x +2)eXy = A(2x + 4 + X% + 4x + 2)e* = A(x* + bx + 6)e*

Steg 4: SattiniODE:ny —y —y +y = AeX[(x* + 6x + 6) — (x* + 4x + 2) — (x> + 2x) + x°]
= A X +6x+6—x2—4x—2 x> —2x+ x°] = Ae"[0 - x* + 0 - x + 4] = 4A¢e* = &

A=

N

. Q] X —X 1 2 X
Allmén lésning: |y = (C; + Cax)e™ + Cze ™ + ZX e

:= Exempel 3: y® +2y" +y =0

Steg 1: Karakteristisk ekvation r* + 2r° + 1 = 0

Steg 2: Faktorisera

Detta ar en kvadrat: (r> + 1) = 0

Rotter: > = -1 = r = +i med multiplicitet 2 vardera.
Allts&: a = 0, § = 1, multiplicitet m = 2

Steg 3: Skriv upp losningarna (Fall 4)

Fran r = +i med multiplicitet 2:

e j =0:cosx,sinx
e j=1:xcosx, xsinx

Allmén 6sning: |y = (C; + Cx) cos x + (Cz + Csx) sinx
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‘= Exempel4:y" + 6y + 11y +6y = e ¥
Steg 1: Karakteristisk ekvation rP+6r’+1lr+6=0
Steg 2: Hitta rotter

Gissa rationella rotter (divisorer till 6): Provar = —1: (-1)3 + 6(-1)*> + 11(-1) +6 = -1+ 6 —
11+6=0 Vv

Polynomdivision: 1> + 6r° + 11r + 6 = (r + 1)(r> + 5r + 6) = (r + 1)(r + 2)(r + 3)
Rotter: r = —1, -2, —3 (alla enkla)

Steg 3: Homogena losningen y, = Cie ™ + Cye X + Cye™

Steg 4: Partikularlésning

Hogerled: e

Men e~3* finns i yj, (enkel rot)! Resonans!

Ansitt: yp = Axe ™

Derivera: y, = Ae™>* - 3Axe™* = A(1 - 3x)e™* y, = =3Ae™> - 3A(1 - 3x)e™ > = A(-6 +
9x)e >y, =9Ae > — BA(=6 + 9x)e > = A(27 - 27x)e >

Sattin:y +6y + 11y + 6y = Ae >X[(27 — 27x) + 6(—6 + 9x) + 11(1 - 3x) + 6x] =
Ae 3X[27 — 27x — 36 + 54x + 11 — 33x + 6x] = Ae 3X[(27 — 36 + 11) + (—27 + 54 — 33 + 6)x]
=Ae X[2+0-x] =24 =X

A=

N =

3x

_ _ _ 1
Allmén 8sning: |y = C1e™ + Cye > + Cze > + Sxe

‘= Exempel 5:y" — 6y + 11y — 6y =0
Karakteristisk ekvation: 1> — 6r2 + 11r -6 = 0
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Faktorisera: Provar =1:1-6+11-6=0v
rP—6rf+1lr-6=(r-1)r*-5r+6)=(r—1)(r-2)r-3)

Rétter:r = 1, 2, 3 (alla enkla)

Allmén lésning: |y = Cre* + Cre™ + C3€3X

:= Exempel 6: y¥ -y =0

Karakteristisk ekvation: r* — 1 =0

Faktorisera:r* —1=(r> - 1)(r* + 1) =(r— )(r+ 1)(r* + 1)
Roétter:

e 1 =1 (enkel reell)
e 1 =—1 (enkelreell)
e 1 = +i (enkelt komplext par,a = 0,8 = 1)

Allman lésning: |y = C1e* + Coe ™ + C3z cosx + Cy sinx

‘= Exempel 7:y +y -y -y =0

Karakteristisk ekvation: r> +r> —r —1 =0

Faktorisera: r>(r + 1) - (r+ D)=+ D) -1 =+ Dr-1r+1)=(+1)>*Fr-1)
Roétter:

e r = —1 med multiplicitet 2
e r =1 med multiplicitet 1

Allmén 6sning: |y = C1e* + (Cy + C3x)e ™
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:= Exempel 8:y

Karakteristisk ekvation: r> —3r> +3r—1=0

Faktorisera: Kannigen (r—1)%:(r—1)>=r3-3r*+3r-1

r

"=y 43y -y=0

Rot: r = 1 med multiplicitet 3

Allman losning:

y = (C1 + Cyx + C3x*)e"

Eulers differentialekvation (Cauchy-Euler)

() Definition: Eulers differentialekvation

Eulers differentialekvation (eller Cauchy-Euler-ekvation) har formen: x”y(”) + an_lx”_ly(”_l) +

et agxy +agy = f(x)

Kannetecken: Koefficienten framf'dry(k) arx .

Andra ordningen: x>y + axy + by = f(x)

Tredje ordningen: x>y + ax?y" + bxy + cy = f(x)

&) Receptbok: Eulers differentialekvation via substitution

k

Huvudmetod: Substitutionx = e © t = Inx

Denna substitution transformerar Euler-ekvationen till en ODE med konstanta koefficienter!

Steg 1: Infor t =

Inx, sd att x = et

Lat y(x) = u(t) dart = Inx.

Steg 2: Transformera derivatorna med hjalp av formler nedan
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Steg 3: LOs den resulterande ODE:n med konstanta koefficienter i u(t)

Steg 4: Transformera tillbaka till y(x) viat = Inx, e™ = X

v/ Harledning: Transformationsformler for derivator

Lat y(x) = u(t) dart = Inx, sd x = €.

dl,l "

] 2
Vi anvander notationen u U= %, etc.

Forsta derivatan:

Kedjeregeln ger: = = = == = u

dy —du, dt _ ', 1
dx dt  dx X

Multiplicera med x: xy' =u

Andra derivatan:

r_ 1 r
y = xu

: . S S I T N N N R
Deriveraigenm.a.p.x:y =-—zu + - =—su+-u -1y = =(Uu —u)
Multiplicera med x?: xzy” =u -u
Tredje derivatan:
Frany’ = L (u" - u), deriveram.ap.x:y” =-3@W —-u)+ L4 —u)

x2 ’ S REeN x3 x2 dx

Nu ar c%(u”—u')=(um—u”)-%
N L N L N T L S L '
y =-5@U -—u)+5u ~u)y =5lu —u -2u +2u]=5lu -3u +2u]

Multiplicera med x3: [ x3y" = u" - 3u" +2u

pellesmoln.org/kurser/MO066M - 2026-10-19 102/118


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Kedjeregeln

MO066M - Differentialekvationer

Sammanfattning av transformationsformler:

Original Transformerad

y u

xy u

x2y" u-u
x3y" u'-3u +2u

Invertera for att uttrycka y-derivator:

Derivata Uttryck i u

y u
xy u
2y iy
By S 3y 4 o
Varfor fungerar detta?

Substitutionen t = In x “avlogaritmerar” Euler-ekvationens speciella struktur och ger
konstanta koefficienter.

= Exempel 9: X3y +3x%y" +xy +8y =32Inx,x >0
Steg 1: Substituerat = Inx, x = €', y(x) = u(t)
Anvand transformationsformlerna:

e y=u
o Xy =u

X2y ' =u —u,alltsda X’y +xy =u’
B = off — Ef <

Observera: Vi behover X3y + 3x%y" + xy’
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ngm + 3x2y” + xy' _ (um _ 3Ll” + 2u,) + 3(1,[” _ u,) + Ll' _ um . 31,1” + 21,1' + 3un _ 3le + u' _
u”'+0.u”+0.u’:u’”

Steg 2: Transformerad ekvation
Hogerledet: 32 Inx = 32t
ODE:nblir:u" + 8u = 32t

Steg 3: Los homogena ekvationen
Karakteristisk ekvation: r3 + 8 = 0
rd=-8=8e"

Hitta de tre rétterna:

[r]?=8 = |r| =2

3¢p=n+2mn,n=0,1,2

_ — nm2n — — mt4m — 5m
¢0_§’ ¢1_ =n, 2 = - 3

. = Dpin/3 = o — ¢l 4 iv3y— . o — _
Rétterna: rg = 2e"" —2(cos7§+lsm’§)—2(§+1\/7—)—1+1\/§r1—26m— 21y =

2ei53 =2 (1 - i) =1-iy/3
Rotter:

e 1 = -2 (enkelreell)
e r=14iy/3 (komplext par, @ = 1,B= V/3)

Homogen lésning: uj, = Cie 2 + e!(C, cos(v/3t) + C; sin(v/3t))
Steg 4: Partikularlosning

Hogerled: 32t (polynom grad 1)

Ingen resonans (rotternaar—2och 1 + i\/§, ingen ar 0)
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Ansatt: up = At + B

Insattning: 0 + 8(At + B) = 32t

8At + 8B = 32t

Jamfor:8A =32 = A=4,8B=0 = B =0

u, = 4t

Steg 5: Allman losning it u = Cye % + e!(C, cos(+/3t) + Cs sin(v/3t)) + 4t
Steg 6: Transformera tillbaka

Medt = Inx;

0 = B -
e el=x

o cos(v/3t) = cos(+v/31nx)
e sin(+v/3t) = sin(+/3Inx)

e t=Inx

Allman l6sning: |y = Cix 2 +x(Cy COS(\/§1I1 x)+Cs SiIl(\/§ Inx)) +41n

>

:= Exempel: X2y" — 2xy — 4y = 0, x > 0 (kontrollexempel)
Substituera t = In x:

x*y'=u -u,xy =u

Ekvationen blir: (u' —u)—2u —4u=0u —3u —4u =0

Karakteristisk ekvation: 2 —3r —4 =0
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r-4)@r+1)=0 = r=4,-1

Losningit:u = Cie* + Cye™t

Tillbaka till x: y =

C1X4 + sz_l

(Samma svar som med direktansats y = x'!)

/ Jamforelse: Substitution vs direktansats

Metod

Substitution

t=Inx

Direktansats

y=x

Fordel

Ateranvander kand teori for
konstanta koeff. Fungerar for

inhomogena ekvationer.

Snabbare fér homogena eq.

Nackdel

Kraver omskrivning fram och tillbaka

Dubbelrot/komplexa kraver extra

motivering. Svarare fér inhomogena.

Substitutionsmetoden ar mer systematisk och visar varfor l6sningarna har formen de har.

[\ OBS: Definitionsomrade

e Substitutionen t = In x kraverx > 0

e Forx < 0:anvand t = In | x| eller substituerav = —x

e Loésningar med In x ar odefinierade vid x = 0
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Del V: Tillampningar

Befolkningsmodellex
() Exponentiell tillvixt och avtagande

Den enklaste modellen antar att tillvaxthastigheten ar proportionell mot populationens storlek:
& =kp
t

Lésning: P (t) = Poek

e k > 0: Exponentiell tillvaxt (bakterier i tidig fas)
e k < 0: Exponentiellt avtagande (radioaktivt sonderfall)

&) Receptbok: Exponentiell tillvaxt/sonderfall
.dpP _
Modell: 5~ = kP

Losning: P (t) = Pye

Nyckelformler:
e Fordubblingstid: T, = 152
e Halveringstid: t;» = |“—?
e Fran halveringstid: k = _ltrll_/22

‘= Exempel: Radioaktivt sonderfall

Kol-14 har halveringstid 5730 ar. Ett fossil har 25% av ursprungligt C-14. Hur gammalt
ar det?

0.25P, = Pyekt = In(0.25) = kt
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(= 58 = 2 =2 5730 = 114603

(@ Logistisk tillvaxt

i} i} . .dp _ _P
Med begrénsad barkapacitet M: ;- = kP (1 = 37)
Lésning: P (t) = ALy darA = MI;;’

Egenskaper:

e S-formad kurva (sigmoidal)
e Inflexionvid P = M/2
e lim_,P()=M

Newtons avsvalningslag

&) Receptbok: Newtons avsvalningslag

Modell: % =—k(T - Ty)

dar T = objektets temperatur, Ts = omgivningens temperatur

Losning: T(¢) = Ts + (To — Ts)e ™

:= Exempel: Mordutredning

Kropp hittas kl. 22:00 med temp 32°C. KL. 23:00: 30°C. Rumstemperatur 20°C. Normal
kroppstemperatur 37°C. Nar skedde mordet?

Bestam k: 30 = 20 + 12¢ ¥ = k = In(6/5)
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Rikna bakét: 32 = 20 + 17e’"" = ¢ = 4T ~ 1.9h

Svar: Mordet skedde ca kl. 20:06

Mekaniska svangningar
¢ Fiader-massa-system
L dPx _ _ _ adx
Newtons andra lag ger: mo5 = —kx — ¢ + F(0)
Standardform: X + 2yx + wix = f(t)

dar g = 4/ k/m (naturlig frekvens), y = ¢/(2m) (dampningsfaktor)

¢) Receptbok: Fria svangningar

Modell: x + 2yx + w3x =0

Fall Villkor Losning

Underdampad Y < wg x = e "(Acos wgt + B sin w,t)
Kritiskt ddmpad Y = wo x=(A+Bt)e"

Overdampad Y > wo x = Ae"'' + Be™!

dir wg = y/wf — y?

() Resonans

Vid patvingad svangning X + (u(z)x = Fy cos(wt):
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Om w = wo (drivfrekvens = naturlig frekvens): x, = 2%% sin(wot)

Amplituden vaxer linjart med tiden!

Elektriska kretsar
/ RLC-kretsar

. .. . 2
Kirchhoffs spanmngslag:L‘é—tzQ + R‘fj—? 15 % = E(t)

Analogi med mekanik:

Mekaniskt Elektriskt

Forskjutning x Laddning Q
Massa m Induktans L
Dampning ¢ Resistans R

Fiaderkonstantk 1/C

Alla resultat for mekaniska system overfors direkt!

Lasning

e Chapter 19 Ordinary Differential Equations
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Separabla differentialekvationer

#matematik #differentialekvation

Kurs: MO066M Férkunskaper: Integraler

En separabel ODE har formen

d
= [(990).

Losning

Separera variablerna och integrera:

f L= e C
‘= Example

d
d_y =xy: [ gyx =[{xdx=1In|y| = X—zz +C = y=Ae"
X
Lasning
e 7.9 First-Order Differential Equations

e 19.2 Solving First-Order Equations

Se aven

e Linjara differentialekvationer av forsta ordningen
e Differentialekvationer

pellesmoln.org/kurser/MO066M - 2026-10-19

111/118


file:///opt/buildhome/repo/public/tags/matematik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/differentialekvation
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Integraler
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Linj%C3%A4ra-differentialekvationer-av-f%C3%B6rsta-ordningen
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Differentialekvationer

MO066M - Linjara differentialekvationer av forsta ordningen

Linjara differentialekvationer av

forsta oxdningen

#matematik #analys

#differentialekvation

Kurs: MO066M Férkunskaper: Integraler

Standardform:

Integrerande faktor

y +PX)y = Q)

Multiplicera med p(x) = ¢/ P®dx D3

och

‘= Example

(by) = pQ

y= l% (I )R dx + C)

y+y=eXpu=e5(ey) =1,y=(x+C)e™

Lasning

e 19.2 Solving First-Order Equations

Se aven

e Separabla differentialekvationer

e Differentialekvationer
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Riktningsfalt och numeriska metoder

#matematik #differentialekvation #numerik

Kurs: M0O066M Forkunskaper: Differentialekvationer

1. Riktningsfalt

Fory = f(x,y) kan man rita en liten pil med lutning f(x, y) i varje punkt (x, y). Lésningskurvor
féljer riktningsfaltet.

2. Eulexrs metod

Givet y(xo) = yo, approximera l6sningen steg for steg:

Yn+1 :yn+hf(xmyn): Xn+1 :Xn+h

Enkel men ger stora fel. Felet per steg ar O(h?), totalt O(h).

3. Forbattrade metoder

e Heun (forbattrad Euler)
e Runge—Kutta 4 (RK4), standard for praktisk numerisk integration.

Lasning

e 19.3 Existence, Uniqueness, and Numerical Methods

Se aven

e Differentialekvationer

Resurser

e 3BluelBrown: Differential equationsrz
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Homogena linjara
differentialekvationer

#matematik #analys #differentialekvation

Kurs: MO066M Forkunskaper: Linjara differentialekvationer av forsta ordningen

En linjar homogen ODE av ordning n med konstanta koefficienter:

any(n)+ +aly' +aoy = 0

Karakteristisk ekvation
Ansatty = e'™:
a,r"+--+ar+ay=0

e Enkla reella rotter ry: bidrag Cxe'™*.

e Dubbelrot r: bidrag (C; + Cyx)e'™ .
e Komplexar = o + if3: bidrag e™(C1 cos x + C, sin Bx).

Allman lésning ar summa av alla bidrag.

Lasning

e 19.5 Linear Differential Equations with Constant Coefficients
Se aven

e Inhomogena linjara differentialekvationer
o Differentialekvationer
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Inhomogena linjara
differentialekvationex

#matematik #analys #differentialekvation

Kurs: MO066M Forkunskaper: Homogena linjara differentialekvationer

For
any(n) 4+ e 4 aoy = g(X)

ar den allmanna lésningen

Y=YntYp

dar yp ar l6sningen till motsvarande homogen ekvation och y, en partikularldsning.

Ansatsmetoden

gx) Ansats for y,

polynom gradn  polynom grad n
eC(X AeO’X
sinBx,cosfx  Acos3x + B sin Bx

e™ sin fBx e™(A cos 3x + B sin Bx)

[\ Warning

Om ansatsen kolliderar med yj,: multiplicera med x (eller x2).
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Lasning

e 19.6 Nonhomogeneous Linear Equations

Se aven

e Homogena linjara differentialekvationer
e Differentialekvationer
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Eulers differentialekvation

#matematik #analys #differentialekvation

Kurs: MO066M Forkunskaper: Homogena linjara differentialekvationer

En Euler-ekvation har formen

ax’y’ +bxy +cy=0, x>0.

Losningsansats
Satty = x'. D& f&s den karakteristiska ekvationen
ar(r—-1)+br+c=0

e Tvareellardtterry Ery:y = Cix + CX"2.
e Dubbelrotr:y = (C; + G, Inx) x".

e Komplexar = a +if3:y = x¥(C; cos(B In x) + Cy sin(f3 In x)).

Lasning

e 19.4 Differential Equations of Second Order

Se aven

e Homogena linjara differentialekvationer
o Differentialekvationer
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