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MOO065M - Logik och bevisféring

Logik och bevisforing

#matematik  #logik

Kurs: MO065M

Logiken ger ett exakt sprak for “om ... s3” och “om och endast om”. Vi behdver det for tva saker i
analysen: for att lasa och skriva bevis, och for att rakna ekvationer ratt. Varje stegien
ekvationslésning ar en implikation eller en ekvivalens, och skillnaden mellan dem avgér om vi far falska
rotter eller tappar riktiga.

Idén

En utsaga ar ett pastaende som ar antingen sant eller falskt, men inte bada. Logiska symboler
binder ihop utsagor, och en bevismetod ar ett sakert satt att ga fran det vi vet (P) till det vi vill visa

Q.

1. Logiska symboler

Symbol Betydelse
A och
v eller
- icke
= medfor
= om och endast om
\4 for alla
= det finns
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MOO065M - Logik och bevisféring

En utsaga som innehaller en variabel, som x? —4x+3 =0, kallas oppen: den ar sann for vissa X och
falsk for andra. Uttrycket x> — 4x + 3 utan likhetstecken &r ingen utsaga alls.

Sanningsvarden. P V Q ar sann nar minst en av P och Q &r sann (inkluderande eller). P = Q ar falsk
bara i ett fall: nar P &r sann och Q falsk.

P Q PAQ PVvQ P=Q P = Q
S S s S S S
s F F S F F
F S F S S F
F F F F S S

Galler bade P = Qoch Q = P skriverviP < Q. Exempelvis gallerx = 3 = x> =9, men inte

omvandningen, eftersom aven x = —3 ger x* =09,

2. Logik vid ekvationsldsning

Varje omskrivning av en ekvation ar en implikation. Ar alla steg ekvivalenser har vi exakt ratt
6sningsmangd; ar nagot steg bara en implikation = kan falska rétter smyga sig in, och de maste

prévas bort.

o Faktorisera, delainte. Ur x> — x* = 2xfarvix(xX’ —x-2)=0 < x(x+1)(x-2)=0 <
x € {0,-1, 2}. Delar vi i stallet med x tappar vi roten x = 0.

e Kvadrering ger bara =>.a = b = a® = b?, men inte omvant. Efter kvadrering maste varje rot
prévas i den ursprungliga ekvationen.

‘= Exempel — En rotekvation

Vildseri/x+1—+/4—-x=1.

2 Lésning

Flytta och kvadrera. v/x + 1 = 1 + y/4 — x ger efter kvadrering
X+1=1+2V/4-x+@4-Xx) & 2X-4=2/4-x &= x—-2=+/4-x
Kvadreraigen (bara=): (x —2)> =4-x < x> -3x=0 < x(x-3)=0,sax=0

ellerx = 3.
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MOO065M - Logik och bevisforing

Préva.x = 0: /1 — /4 =—1& 1, falsk rot. x = 3: v/4 — 4/1 = 1, stammer.
x=3
Den falska roten kommer fran kvadreringen: x = 0 l6ser —(x —2) = v/4 — X, intex — 2 =

Stidmmer med det handskrivna l6sningsférslaget.

3. Vanliga bevismetoder

¢ Direkt bevis: antag P, harled Q.

e Motsagelsebevis: antag —Q, harled motsagelse.

e Kontrapositiv: visa-Q = —P.

¢ Induktion: se Matematisk induktion.

¢ Motexempel: for att visa att ett pastaende “for alla x galler ...” ar falskt racker det med ett enda
x dar det inte galler.

Direkta bevis om heltal bygger ofta pa att ett jAmnt tal kan skrivas n = 2k och ett uddan = 2k + 1,
med k heltal.

Kontrapositionen ar det logiska skalet till att indirekta bevis fungerar:

(P=Q) &= (-Q=-P)

Exempel: “om n® ar jamnt sd ar n jamnt” ar svart att visa direkt. Kontrapositivt blir det “om n ar udda
s& ar n? udda”, och det foljer av (2k + 1)? = 2(2k? + 2k) + 1.

2 Harledning: kontrapositionen &r ekvivalent med implikationen

Stall upp sanningstabellen fér bada:

P Q P=0Q -Q -P -Q=-P
S S S F F S
S F F S F F
F S S F S S
F F S S S S
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MOO065M - Logik och bevisforing

Kolumnerna fér P = Q och =~Q = —P ar lika pa varje rad, sa utsagorna ar ekvivalenta.
Omvéandningen Q = P har daremot kolumnen S, S, F, S och ar inte ekvivalent med P = Q.

¢ Harledning: det finns odndligt manga primtal (motsigelsebevis)

Antag motsatsen: det finns bara andligt manga primtal p; < p, < --- < p,,. Bilda

m=1+pip2 - pn.

Eftersom m > p, kan m inte vara ett primtal, sa m ar delbart med nagot primtal, sag p;. Da &ar
avenm — p1pz *+* pn = 1 delbart med pj, vilket ar omojligt eftersom p; > 1. Antagandet var alltsa
falskt. (Euklides.)

4. Negation av kvantifierade utsagor
-(Vx:P(x)) <= dx:-P(x)
och pa samma satt
-(Ix : P(x)) &= Vx:-P(x).
Negationen av “och” blir “eller” och tvartom (de Morgans lagar): =(P A Q) < =P V =Qoch

~(P VQ) < -P A-Q.

[\ Vanliga fel

<= dar bara = giller. Efter kvadrering eller multiplikation med ett uttryck som kan vara

noll &r steget bara en implikation; rétterna maste provas.

 Dela med en faktor som kan vara noll. x> = x? delat med x° gerx = 1 och tappar x = 0.

e Foérvaxla omvandning och kontraposition. Q = P féljerinte av P = Q; det gor daremot
-Q = -P.

e Fel negation. Negationen av “minst 30” ar “hdgst 29”, inte “hogst 30”; negationen av “for

alla” ar “det finns ett som inte”.
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MOO065M - Logik och bevisféring
5. Losta ovningar
‘= Testuppgift 1.3 — Negationer

Vi formulerar negationen till utsagorna a) Minst 30 personer ar narvarande. b) Hogst 30 personer
ar narvarande. c) Hogst 5 personer ar franvarande. d) Minst 5 personer ar franvarande. e) 5

personer ar narvarande.

2 Lésning

Negationen ska vara sann exakt nar utsagan ar falsk. “Minst 30” betyder n > 30, och =(n >
30) <= n<30 < n < 29f6rheltal.

a) | Hogst 29 personer ar narvarande.

b) -(n < 30) < n > 31:|Minst 31 personer ar narvarande.

c)| Minst 6 personer ar franvarande.

N

d

A

Hogst 4 personer ar franvarande.

e)(n=5) & n <4V n=>6:|Hogst 4 eller minst 6 personer ar narvarande.

Facit: a) Hogst 29 personer dr ndrvarande. b) Minst 31 personer dr nérvarande. c) Minst 6
personer dr franvarande. d) Hégst 4 personer dr franvarande. e) Hégst 4 eller minst 6
personer dr ndrvarande.

‘= Testuppgift 1.7 — Ekvationer med falska rotter

Vi loser ekvationernaa) x> = x’ b) x —4/4—-2x=2¢)v/x— 1 /x+1=1+/15.

2 Lésning

a) Faktorisera i stallet for att dela: x> — x> =0 < x?’(x—1)=0,s3

X12 = 0, X3 = 1
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MOO065M - Logik och bevisféring

(x = 0 ar en dubbelrot.)

b) x — 2 = v/4 — 2x. Kvadrering ger (=) x> —4x+4 =4—-2x < x(x—2) =0, alltsa
x = Oellerx = 2. Prévning: x = 0 ger 0 — v/4 = =2 E 2, falsk rot. x = 2 ger2 — 0 = 2
, stammer.

xX=2

c) Bada rotterna ar definierade bara for x > 1. Dar géller 1/x — 14/x + 1 = +/x2 — 1, och
kvadrering ger x> — 1 = 15, alltsd x = +4. Men x = —4 ligger utanfér definitionsmangden (

4/ =5 finns inte), sa
x=4

Facit: ) x12 =0, x3=1b)x=2¢)x = 4.

‘= Testuppgift 1.9 — Ett direkt bevis

Vi ger ett direkt bevis for satsen: “Om n ar udda s& ar n? + n jamnt.”

¢ Lésning
Forutsattning. n udda, alltsd n = 2k + 1 for nagot heltal k.

Rakna.
n>+n=Qk+1)7>+Q2k+1)=Qk+1)QRk+1+1) =22k + 1)k +1).

Slutsats. (2k + 1)(k + 1) &r ett heltal, s n® + n ar tv& ginger ett heltal:

n? +n = 2(2k + 1)(k + 1) ar jamnt

(Pastaendet galler for dvrigt alla heltal, eftersom n? + n = n(n + 1) ar en produkt av tva pa

varandra foljande tal.)

Facit: > +n= 2k + 1)> + 2k + 1 = 2k + 1)(2k + 1 + 1) = 2(2k + 1)(k + 1).
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Se aven

e Mangdlara
e Matematisk induktion
e Polynom och faktorisering
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MO065M - Mangdlara

Mangdlara

#matematik #mangdlara

Kurs: MO065M

En mangd ar en samling objekt (element). Ordning och upprepning spelar ingen roll.
Idén

Mangder ar spraket vi beskriver svar med i analysen. Losningen till en olikhet &r en méangd, en
funktions definitionsmangd ar en mangd, och intervallen pa tallinjen ar de mangder vi anvander

oftast. De logiska orden “och” och “eller” blir snitt och union.

1. Vanliga beteckningar

Symbol Betydelse

xXEA X tillhér A

ACSB Aérendelméangd av B
AUB union

AnB snitt

A\B mangddifferens

% tomma mangden

N,Z,Q,R,C tal-mangder

En mangd kan anges genom att rakna upp elementen, A = {1, 2, 3}, eller genom ett villkor, M = {x :
x*-1=0}={-1,1}.
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2. Mangdoperationer
Relativt en grundmangd G definieras

e unionenA UB = {x:x € AV x € B}, allaelement som finns i minst en av mangderna,
e snittet AN B={x:x €A Nx € B}, allaelement som finns i bada,
o differensenA \ B={x:x € A A x &€ B},

e komplementet A° = G \ A, allt i grundméangden som inte ligger i A.
ArA n B = @ kallas A och B disjunkta. Tvd mangder ar likaom A € Boch B € A.

Nagra rakneregler som foljer direkt av definitionerna: (A°)° = A, AU A° = G,An A° = D,ochA
B < AUB=B < AnB=A

de Morgans lagar 6versatter logikens negationsregler till mangder:

(AnBYX=A°UB°,  (AUB) =A°n B

/ Harledning: (A n B)° = A° U B¢
XEMANB) & -(xEANXEB) &= (x&A)VEXEB) & x€&€A°UB".
Varje steg ar en ekvivalens, sd mangderna har samma element. Den andra lagen visas likadant

med ~(P V Q) < -P A -Q.

Antal element. F6r en andlig méangd skriver vi n(A) (eller |A |) for antalet element. Raknar vi
elementen i A och B var for sig raknas snittet tva ganger:

n(A U B) =n(A) + n(B) —n(A n B)

Samma princip ger additionssatsen for sannolikheter.

3. Talmangder

NcZcQcRcC

N =1{0,1,2,... } de naturliga talen (ibland utan 0), Z heltalen.

Q={p/q:pE€Z, q €N, qF 0} de rationella talen.

R de reella talen, hela tallinjen. R \ Q &r de irrationella talen, till exempel V2 och .
C={a+bi:ab € R} de komplexa talen, dar i> = —1.

Ett tal ar rationellt precis nar dess decimalutveckling ar andlig eller periodisk. En periodisk
decimalutveckling skriver vi om till ett brak genom att multiplicera bort perioden.
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MOO065M - Mangdlara

‘= Exempel — Periodisk decimalutveckling som brak

Vi skriver 1,315315315 ... pa formen p/q.

/ Losning

Fo6rskjut en period. Perioden har tre siffror, sa vi multiplicerar med 1000:
1000x = 1315,315315..., x =1,315315...

Subtrahera. Decimalerna tar ut varandra: 999x = 1314, s&

1314 _9-146 _[146
999  9-111 |111

X

Stimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

2 Hirledning: /2 ir irrationellt (motsigelsebevis)

Antag motsatsen, att \/i = m/n med heltal m, n utan gemensamma faktorer. Da ar m? = 2n?, s
m? ar jamnt, och darmed ar m jamnt: m = 2k. Insatt ger det 4k? = 2n?, alltsd n®> = 2k>?, s 4ven
n ar jamnt. D& har m och n den gemensamma faktorn 2, vilket strider mot antagandet. Alltsa ar
\/§ irrationellt.

4. Oxdning och olikheter
For reella tal galler:

1.Precisenava < b,a = b, a > b ar sann.
2.a<bochb<cgera<ec.
3.a<b=a+c<b+cforallac.

4.a < bochc > 0gerac < bc. Ar ¢ < 0 byter olikheten riktning.

50<a<b==(%<1<1.
b a

Regel 4 ar skalet till att vi aldrig multiplicerar en olikhet med ett uttryck vars tecken vi inte kdanner. I
stallet samlar vi allt pa ena sidan och gor ett teckenschema (se Polynom och faktorisering).

pellesmoln.org/kurser/MOO65M - 2026-10-19 127213


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Polynom-och-faktorisering

MO065M - Mangdlara

5. Intervallnotation
e [a, b]sluten, (a, b) 6ppen, [a, b) halvoppen.

Utskrivet ar (a,b) = {x € R : a <x <b}och[a,b] = {x € R :a < x < b}. Obegransade intervall
skrivs med oo, som aldrig ingar i intervallet och darfor alltid har rund parentes:

[a,0) = {x:x>a}, (—o0,b) = {x: x < b}, R = (—00, 00).

Villkor med A ger snitt och villkor med V ger union: {x : x <3 A x > -1} =[-1, 3).

/\ Vanliga fel

e Hakparentes vid . [2, oo] &r fel; o &r inget tal och skrivs alltid med rund parentes.
e Glomma att vanda olikheten vid multiplikation eller division med ett negativt tal, till
exempel2 —x <0 < x> 2.

1
e Multiplicera med ett uttryck av okdnt tecken. > Z far inte skrivas om tillx — 2 < 4;

X —
det ger fel svar for x < 2. Ratt svarar2 < x < 6.

e Blandaihop U och N. “och” ar snitt, “eller” ar union; ett snitt blir mindre, en union storre.

6. Losta O6vningar

‘= Testuppgift 1.26 — Enkla olikheter

Vi lser olikheternaa) 2 +x<0b)2—-x<0¢) <0d)2x+3>5(x+1)+4.

¢ Lésning

o[ =7]

b) 2 < x, alltsd|x > 2|. (Flytta x till hoger i stallet for att dela med —1.)

c) Taljaren 1 &r positiv, sa kvoten ar negativ precis nar namnaren ar negativ:2 - x < (0 <

(o2

d)2x+3>5x+9 < -6>3x < |x<-2|
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Facit: a) x < —=2b)x>2¢c)x>2d)x < —2.

‘= Testuppgift 1.27 — Fran villkor till intervall

Vi skriver talmangderna med intervallbeteckning: a) {x : (-1 <x<2) V(0 <x<3)} b) {x:
F1<x<2)A0<x<3)}o){x: (x<2)Vx<3)td{x:(x<2)A(x<3)}.

J Lbésning

“eller” ar union, “och” ar snitt. Rita intervallen under tallinjen och las av.

a)(-1,2) U (0,3] ={(-1,3]

b) (-1,2) n (0,3] =(0,2)

c) (-%0,2) U (=00, 3] =| (=, 3]

d) (-, 2) n (—o0,3] =[(~, 2)

Facit: a) (=1, 3] b) (0, 2) ¢) (=00, 3] d) (-0, 2).

:= Ovningsuppgift 1.15 — Tva kassor

Under en timme observerades kundtillstromningen vid ett snabbkops bada kassor. Den ena
kassan var upptagen i 44 min, den andra i 39 min och bada samtidigt i 28 min. Hur lange var bada
kassorna lediga?

/ Lbésning

Mangder. Lat A och B vara de minuter da kassa 1 respektive kassa 2 var upptagen, med
grundmangden G = hela timmen, n(G) = 60.

Minst en upptagen.

n(AU B) =n(A)+n(B)-n(An B)=44+39 - 28 = 55.
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Bada lediga ar komplementet (A U B)¢ = A° n B€:

n((A U B)°) = 60 — 55 = [ 5 min]

Facit: 5 min.

:= Ovningsuppgift 1.17 — Decimalutvecklingar

Vi bestammer vilka rationella tal som har decimalutvecklingarna a) 0,66 b) 0,66 ... c)
0,2363636 ... d) 0,03999 ...

¢ Lésning

) 66 33
a) Andlig utveckling: 0,66 = — =| — |
100 |50

N

b)x=0,66...ger10x—x=6,sax=|=|

w

¢) Perioden 36 borjar efter en decimal. 1000r = 236,3636 ... och 10r = 2,3636 ... ger

990r =234 < r = 234 = =
990 |55
1
d) 100r = 3,999 ... och 1000r = 39,999 ... ger 900r = 36,sar = o Utvecklingen

0,03999 ... ar alltsa samma tal som 0,04.

Facit: a) 33/50 b) 2/3 ¢) 13/55 d) 1/25.

Se aven

e Logik och bevisforing
e Funktioner

e Funktioner och invers
e Sannolikhetsmatt
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Polynom och faktorisering

#matematik #algebra #polynom

Kurs: MO065M

Idén

Att faktorisera ett polynom gor ekvationen p(x) = 0 till “en produkt ar noll”, och en produkt ar noll
precis nar nadgon faktor ar noll. Samma faktorisering ger tecknet pa p(x) i ett teckenschema, och
darmed lésningen till olikheter. Nyckeln ar faktorsatsen: varje nollstélle ¢ ger en faktor (x — ¢).

1. Polynom och rationella funktioner
Ett polynom &r ett uttryck pa formen
P(X) = apxX" + ap-1X" 1+ -+ arx + ao.

Graden ar det hogsta n dar a,, ¥ 0. Talen aq, ..., a, kallas polynomets koefficienter, och ett konstant

5
polynom p(x) = C har grad 0. Uttryck som y/x + 4 eller x> — 3x + = &r inte polynom.
X

X
En kvot f(x) = I% av tva polynom kallas en rationell funktion.
X

2. Polynomdivision
Anvéands for att dela ut en kand faktor (x — c) eller for att férenkla rationella funktioner.

Ar grad p > grad q kan vi pé ett entydigt satt skriva

sg%zk@)+g%%¢=»pa)=mmquy+dm, gradr < gradg,
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MO065M - Polynom och faktorisering

dar k ar kvoten och r resten. Divisionen gors som liggande stolen for heltal: dela
hogstagradstermerna, multiplicera tillbaka, subtrahera och upprepa tills restens grad ar lagre an
namnarens. Svaret kontrolleras med kq + r = p.

‘= Exempel — Polynomdivision

2x3 - 3x* +4

Vi utfor divisionen 5
x-+1

/ Lésning

Forsta termen. 2x3/x> = 2x. Subtrahera 2x(x> + 1) = 2x> + 2x:
2x —3x* +4—(2x° +2x) = -3x* - 2x + 4.
Andra termen. —3x°/x*> = —3. Subtrahera -3(x*> + 1) = -3x* — 3:
—3x® —2x+4 - (-3x*—3) = -2x+ 7.

Resten har grad 1 < 2, sa vi ar klara:

Kontroll. 2x — 3)(x* + 1) + (-2x+7) = 2x> - 3x> + 2x -3 - 2x+ 7 = 2x> — 3x*> + 4.

Stimmer med det handskrivna l6sningsférslaget.

3. Kvadratkomplettering och andragradsekvationen

2 2
2 pxtg=(x+2)y +g-&
X“+px+q=(x 2) Q=7

Satter vi uttrycket lika med noll far vi lésningsformeln

2
X Hpx+q=0 < x=—§i\/(g) -q

férutsatt att diskriminanten D = p? — 4q > 0. Ar D > 0 finns tva olika reella rétter, ar D =
0 enreell dubbelrot, och &r D < 0 saknas reella rétter (polynomet gar inte att dela upp i

reella forstagradsfaktorer).

pellesmoln.org/kurser/MOO65M - 2026-10-19 177213



MOO065M - Polynom och faktorisering

Har x> + px + g rotternaaoch barx?> + px+q = (x —a)(x—b) =x> —(a+ b)x + ab,sap = —(a +

b) och g = ab. Exempelvis ger x> — 5x + 6 talena + b = 5, ab = 6, alltsa (x — 2)(x — 3).
Anvandbara faktoriseringar:

e X’ —a? = (x—a)(x + a) (konjugatregeln)
e X’ —a=(x-a) ¥’ +ax+a’)ochx’ +a® = (x+a)(x* — ax + a*)
o X'—a"=(x-a)xX" +ax"?+ -+ a2 x +a")

Till exempel ar x* — 16 = (x> — 4)(x*> + 4) = (x — 2)(x + 2)(x* + 4).

4. Faktorsatsen

Ett tal c med p(c) = 0 kallas ett nollstélle till p, eller en rot till ekvationen p(x) = 0.

p(©) =0 = (x-0) | p(x)

Med andra ord ar p(x) = (x — ¢) q(x), dar grad q = gradp — 1.

x3 = 2x — 4 = (x — 2)(x> + 2x + 2): den andra faktorn saknar reella nollstallen, s& x = 2 ar enda
reella roten.

10

-10

2 Harledning: faktorsatsen ur divisionsalgoritmen

Dela p(x) med x — c. Resten har lagre grad &n 1, s& den &ar en konstant r:
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i) = (x— ) q(x) + .

Sattx = c:p(c) = 0+ g(c) + r = r. Resten vid division med x — ¢ ar alltsa p(c) (restsatsen).
Darmed ar (x — ¢) en faktor, det vill saga r = 0, precis nar p(c) = 0.

Rationella rotter. Om ekvationen a,x" + -+ + a;x + ag = 0 har heltalskoefficienter, ay & 0, och en
rationell rot x = p/q (férkortad), sd &r p en delare till ap och g en delare till a,. Ar a, = 1 maste varje
rationell rot vara en heltalsdelare till ag. Det ger en andlig lista att prova.

‘= Exempel — Gissa en rot och dela ut den

Vi faktoriserar p(x) = x> — 2x — 4 sa langt som mojligt.

¢ Lésning
Majliga rationella rétter. as = 1, sa de enda kandidaterna ar delarna till —4: £1, +2, +4.
Préva. p(2) = 8 -4 — 4 = 0, sa enligt faktorsatsen ar (x — 2) en faktor.

o x> -2x-4 5
Dela. Polynomdivision ger 7 =Xx°+2x+ 2 medrest0.
—

Kan kvoten faktoriseras? x*> + 2x + 2 = (x + 1)> + 1 > 1, s den saknar reella nollstallen.

X =2x—4=(x-2)(x*+2x+2)

ar alltsa den fullstandiga reella faktoriseringen.

Stimmer med det handskrivna lb6sningsforslaget.

5. Algebrans fundamentalsats

Varje polynom av grad n > 1 med komplexa koefficienter har precis n rétter (rdknade med
multiplicitet) i C.

Tillsammans med faktorsatsen betyder det att varje polynom av grad n kan skrivas som en produkt av
n forstagradsfaktorer 6ver C. Ett reellt polynom av grad n har darfér hdgst n reella rétter, och 6ver R
kan det alltid delas upp i faktorer av grad 1 och 2 (se Komplexa tal).
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6. 0Olikheter och teckenschema

For att l6sa en olikhet flyttar vi alla termer till ena sidan, skriver dem pa gemensamt brakstreck och

faktoriserar sa langt som majligt. Varje faktor byter tecken bara i sitt nollstalle, sa ett teckenschema

over de intressanta punkterna ger tecknet pa hela uttrycket.

:= Exempel — Rationell olikhet med teckenschema

R - : 3x-4  4x+2 |
Vi bestammer for vilka x olikheten > galler.
x—2 x+1

/ Losning

Allt p& en sida. Multiplicera inte med namnarna, vars tecken vi inte kanner:

3x-4 4x+2 (Bx-4Hx+1)-(@x+2)(x-2) _  —x(x—5) .
x-2 x+1 (x-2)(x + 1) T x-Dx+1) T

Teckenschema 6ver —1, 0, 2, 5:

x<-1 -1 (-1,0) 0 0,2)
—x + + + 0 -
X—5 - - - - -
xX—2 - - - - -
x+1 - 0 + + +
kvot = ej def. T 0 -

-1<x<0 eller 2<x<5

Nollstéllena 0 och 5 tas med (=), namnarens nollstallen —1 och 2 aldrig.

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.
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/\ Vanliga fel

¢ Glomd nollterm i divisionen. Skriv ut saknade potenser med koefficient 0 (x3 +0x% —
2x —4), annars hamnar termerna i fel kolumn.

e Tecknet i faktorn. Roten ¢ = —3 ger faktorn (x + 3), inte (x — 3).

¢ Sluta for tidigt. Kontrollera om kvoten gar att faktorisera vidare; en andragradsfaktor med
D < 0 ar daremot fardig éver R.

e Multiplicera en olikhet med en namnare av okant tecken. Samla allt pa ena sidan och
gor teckenschema.

7. Losta ovningar

‘= Testuppgift 2.1 d — Polynomdivision

8x* +4x2 +2x -3
4x? - 2x+ 6

Vi utfér polynomdivisionen

/ Lésning
Skriv ut nolltermen: taljaren ar 8x* + 0x> + 4x% + 2x — 3.

Steg 1. 8x*/4x?> = 2x°. Subtrahera 2x%(4x? — 2x + 6) = 8x* — 4x3 + 12x?: kvar 4x3 —
8x% +2x — 3.

Steg 2. 4x3/4x? = x. Subtrahera x(4x?> — 2x + 6) = 4x> — 2x? + 6x: kvar —6x* — 4x — 3.

3 3
Steg 3. —6x%/4x° = 5 Subtrahera —§(4x2 — 2x + 6) = —6x% + 3x — 9: kvar =7x + 6.

8x4+4x2+2x—3_22+ —3+ 6 — 7x
a-2x+6 X2 -x+3)
Facit: 2x* +x = 3 + —2(222__7;3).
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‘= Testuppgift 2.4 b och 2.5 — Heltalsrotter och reell faktorisering

Vi anger méjliga heltalsrétter till z* + 273 = 27% + 27 — 3 = 0, bestammer alla reella rétter och
delar upp polynomet i reella faktorer.

2 Lésning
Kandidater. Hogstagradskoefficienten ar 1, sa heltalsrétterna delar —3: +1, £3.

Prova.p(1) =1+2-2+2-3=00chp(-3) =81 -54-18 -6 -3 =0, medan
p(—=1) = =8 och p(3) = 120.

Delaut. (z — 1)(z + 3) = z% + 2z — 3, och divisionen ger

4+ 273 - 222422 -3 = (22 + 22 - 3)(z2 + 1).

Faktorn z° + 1 > 1 saknar reella rétter. Alltsd &r de reella rétterna z1 =1, 22 = -3|och

244272 -222+422-3=(z-1)(z+3)(z* +1)

Facit: z; = 1, zy = =3, 6vriga rétter dr ej reella; z* + 223 — 22> + 2z -3 = (z — 1)(z +
3)(z> + 1).

:= Ovningsuppgift 2.9 — Tre rationella rotter

a) Vi loser ekvationen 2x3 — 7x2 + 7x — 2 = 0 (den har tre olika rationella rétter). b) Vi
faktoriserar 2x3 — 7x% + 7x — 2.

/ Lésning

Kandidater. En rationell rot p/g harp | 2ochq | 2: +1,+2, +

N | =

Prova. p(1) =2 -7+ 7 — 2 = 0. Division med x — 1 ger 2x*> — 5x + 2, och

2

5
2X° —-5x+2=0 < x —§x+1=0 — x=

N =

a)x1=1, x=2, x3=
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b) Hogstagradskoefficienten 2 maste sta kvar framfor:

1
2x3—7x2+7x—2=2(x—1)(x—2)(x—z)

Facit:a)x1 =1, xp = 2, X3 = % b)2(x = 1)(x = 2)(x - %)

‘= Testuppgift 2.7 d — Olikhet med tva nimnare

. . x—2 x+1
Vi l8ser olikheten < —.
x—3 X
J Lésning
Allt pd en sida.
x=2 x+1 x(x-2)-(x+1)(x-3) _x*-2x-x*+2x+3 _ 3 .6
-3 X x(x — 3) x(x — 3) x(x—-3)

Tecken. Taljaren 3 &r positiv och aldrig noll, sa uttrycket ar < 0 precis nar x(x — 3) < 0.

Faktorerna har olika tecken bara mellan nollstallena:

Facit: 0 < x < 3.

Lasning

e P.6 Polynomials and Rational Functions

Se aven

e Komplexa tal

e Integration av rationella funktioner
e Logik och bevisforing

e Mangdlara

e Grafer
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Resurser

e Khan Academy: Factoring polynomialst
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Grafer

#matematik #funktioner

Kurs: MO065M Forkunskaper: Funktioner

Idén

En graf gor en ekvation till geometri. Punkterna som uppfyller x° — 4x +y2 + 6y — 3 = 0 éaringet
annat an en cirkel, och det ser vi sa fort ekvationen star pa ratt form. Omvant kan vi l6sa
ekvationer och olikheter genom att lasa av en figur: skarningspunkter ar lésningar till

ekvationssystem, och | x — a| &r ett avstdnd p4 tallinjen.

1. Grafen till en funktion eller ekvation
Grafen till en funktion f &r mangden
{(x,f(x)) : x € D} © R

Mer allmant &r grafen till en ekvation (eller olikhet) i x och y mangden av alla punkter (X, y) som

uppfyller den.

Att byta x mot x — 2 flyttar grafen tva steg at hoger; att lagga till 1 flyttar den ett steg uppat.
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\2 x-2)2+1

1 (x-2)2

X

Forskjutningar. Grafen tilly = f(x — a) + b ar grafen till y = f(x) flyttad a steg at héger och b steg
uppat. Till exempel ary = (x — 2)? + 1 parabeln y = x*> med vertex flyttad till (2, 1).

2. Vertikala linjetestet

En kurva i planet ar grafen till en funktion om och endast om varje vertikal linje skar kurvan i hogst
en punkt.

3. Rata linjen och avstandsformeln

Genom tva punkter P = (X1, y1) och Q = (xp,¥») med x; E X, gar en rét linje med
lutningen (riktningskoefficienten)

dar v ar vinkeln mellan linjen och positiva x-axeln. Ar Xx; = x5 ar linjen vertikal, X = x;.

 Enpunktsformeln: linjen med lutning k genom (x1,y1) ary —y1 = k(x — x1), ellery = kx + m
med m = y; — kxy.

e Parallella linjer har samma lutning, k1 = ko.

e Vinkelrata linjer har kiky = —1.

Avstandet mellan P och Q féljer av Pythagoras sats i den ratvinkliga triangeln med kateterna Ax och
Ay:
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d=|PQ| = /(X — x1)* + (y2 —y1)*.
Till exempel &r avstandet mellan (2, 3) och (6, 0) lika med 4/42 + (-=3)? = 5.

4. Cirkeln och kagelsnitten

En cirkel ar mangden av alla punkter i planet som har samma avstand R till en medelpunkt M =
(X0, Yo):

(x = x0)* + (y —y0)* = R?

¢ Harledning: cirkelns ekvation

En punkt P = (x, y) ligger pa cirkeln precis nar | MP | = R. Avstandsformeln ger

VE=x0)2+ -y =R = (x—x0)° +(y ~y0)* =R,

dar kvadreringen ar en ekvivalens eftersom bada leden &r icke-negativa.

Kagelsnitten har féljande standardformer (med centrum eller vertex i origo):

Kuxva Ekvation Geometrisk definition
Parabel x* = 4ay lika langt till fokus (0, a) som till styrlinjeny = —a
X2y
Ellips — + 0 =1 summan av avstanden till tva fokus ar 2a
a
X2 y2
Hyperbel = - W =1 differensen av avstanden till tva fokus ar +2a
a

b
Ellipsen har halvaxlarna a och b, och hyperbeln har asymptoternay = +—x. En férskjuten kurva
a

far x — xp och y — yp i stéllet for x och y. Méter vi en andragradsekvation i x och y utan xy-term
kvadratkompletterar vi i X och y var for sig (se Polynom och faktorisering) och laser av vilken kurva
det ar.

Efter kvadratkomplettering syns cirkelns medelpunkt och radie direkt: x> — 4x + y? + 6y — 3 = 0 ar
(x—2)>+(y+3)* =16.
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‘= Exempel — Vilken cirkel?

2

Ekvationen x? — 4x + y? + 6y — 3 = ( beskriver en cirkel. Vi bestimmer medelpunkt och radie.

¢ Lésning

Kvadratkomplettera i x och y var for sig, och lagg till samma tal i bada leden:

X —4x+4)+ (> +6y+9)-3=4+9 & (x-2)>+(y+3)*=16=4°
Y
medelpunkt (2,-3), R=4

Stimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

Vanliga grafer

e Ratlinje:y =kx+m
e Parabel:y = ax’> +bx +c

pellesmoln.org/kurser/MOO65M - 2026-10-19 28 /213



MOO065M - Grafer

e Hyperbel:y = 1/x
e Cirkel (ej funktion): x2 +y2 =r?

e Ellips, parabel, hyperbel — se kagelsnitt

Illustrationer

CONIC SECTIONS

[ T

A conic. section is the curve
| results whena plane
nfersects a double cone.

o the side of Cut theongh both cones, and you'l
i et e A

GENERAL  Ax?+ Bay+ Cy + Dx +Ey +F =0

Kdgelsnitt: cirkel, ellips, parabel, hyperbel

5. Absolutbelopp

Geometriskt ar | x| avstandet fran x till O p& tallinjen, och |x — a| avstadndet mellan x och a. Darfor ar
tillexempel [x = 5| <3 & 2 < x < 8:alla tal som ligger ndrmare 5 &n 3 enheter.

Olikheten |x — 1| > 2|x — 2| géller dar den forsta grafen ligger ovanfér den andra, alltsd fér 5/3 <
x<3.
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Ekvationer och olikheter med absolutbelopp l6ses genom att dela upp tallinjen i intervall dar varje
belopp har ett bestamt tecken. Varje fall ger en losning som bara galler inom sitt intervall.

Eftersom y/a > 0 &r

ochinte x; forx < 0ar vx- = —x.
:= Exempel — Olikhet med tva belopp

Vi léser olikheten |x — 1| > 2|x —2].

2 Lésning

Beloppen byter uttryck i x = 1 och x = 2, sa vi far tre fall.

x>2:x—1>2(x—2) < x<3.Losningar:2 <x < 3.
S5 . . 5
1<x<2:x-1>22-x) < 3x>5 < x>§.Losn|ngar:§<x<2.

x<1l:1-x>2(2-x) < x> 3,vilket inte ligger i intervallet. Inga [6sningar.

Sammanstall.
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5
—<x<3
3

Stimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

I\ Vanliga fel

o Fel hall vid forskjutning. y = f(x — 2) ar grafen flyttad tva steg at hdger, inte vanster.

¢ Obalanserad kvadratkomplettering. Talen som laggs till i vansterledet (4 och 9 ovan)
maste laggas till aven i hogerledet.

o Radien ar inte hégerledet. (x — 2)* + (y + 3)> = 16 har R = 4, inte 16.

¢ Behalla en losning utanfor sitt fall. I beloppsfallet x < 1 ger rakningen x > 3, som
ska forkastas.

VX2 = x. Ratt ar |x|.

6. Losta O6vningar
‘= Testuppgift 2.9 b — Ellipsens halvaxlar

Vi bestammer halvaxlar och medelpunkt for ellipsen 4x? + 4x + 16y? — 32y + 1 = 0.

2 Lésning

Bryt ut koefficienterna framfoér kvadrattermerna och kvadratkomplettera:

2
A +Xx)+16(2-2y)+1=0 < 4(x+%) -1+16(y-1)-16+1=0.

2
1
Standardform. 4 (x + E) + 16(y — 1) = 16, och division med 16 ger

2
(c*+3) -
22 12 '

1
a=2, b=1, centrum (_E’ 1)

Facit: Halvaxlara = 2, b = 1, Centrum (—%; 1).
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:= Ovningsuppgift 2.15 — Linje skér cirkel

Vi bestammer i vilka punkter linjen y = x + 1 skar cirkeln 2x% + 6x + 2y2 -10y +4 =0.

/ Losning

Sattiny = x + 1icirkelns ekvation:
2% +6x+2(x+1)P2 -10(x +1)+4=4x>-4=0 < x = +1.

Motsvarande y fran linjen: x = 1 gery = 2, x = =1 gery = 0.

(1,2) och (-1, 0)

Kontroll. (-1,0):2-6+0-0+4=0.(1,2):2+6+8-20+4=0.

Facit: (1; 2) och (—1; 0).

‘= Testuppgift 2.12 — Belopp mot linje

Vi bestammer for vilka reella x som |x — 2| < x + 3.
/ Lésning
X>2:x—-2<x+3 & -2< 3 santforallaxifallet. Losningar: x > 2.
| 1
X<2:2-x<x+3 < xZ—E.Losnmgar:—E <x<2

Sammanstall.

Facit: X > —%.
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= Testuppgift 2.13 — Summa av tva belopp

Vi l6ser ekvationen | x| + [x+ 1| = 3.

/ Losning

Beloppen byter uttryckix = —1 och x = 0:

[-2x-1, x<-1
|xy+u+1|:i1, ~1<x<0
2x+1, x>0

x<-1:-2x—-1=3 < x=-2,som liggeriintervallet.
—1 < x <0:1 = 3 arfalskt; inga losningar.

x>0:2x+1=3 < x=1,som liggeriintervallet.

X1:_2, X2:1

Facit: x; = =2, x, = 1.

Lasning

e P.3 Graphs of Quadratic Equations
e P.4 Functions and Their Graphs

Se aven

e Funktioner

e Polynom och faktorisering
e Grafritning och asymptoter
e Mangdlara

e Funktioner och invers

pellesmoln.org/kurser/MOO65M - 2026-10-19 33/213


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Funktioner
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Polynom-och-faktorisering
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Grafritning-och-asymptoter
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/M%C3%A4ngdl%C3%A4ra
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Funktioner-och-invers

MOO065M - Funktioner

Funktioner

#envariabelanalys #funktioner

Kurs: MO065M Foérkunskaper: Inga

1. Grundidé

Idén. En funktion ar analysens grundobjekt: ett samband dar varje tillatet indata bestammer exakt ett
utdata — strackan som funktion av tiden, arean som funktion av radien. Allt vi senare gor i kursen ar

verktyg for att undersdka sddana samband.
Definition
En funktion f : A — Btilldelar varje x € A exakt ett varde f(x) € B.

Det viktiga ar att varje tillatet x har ett och endast ett funktionsvarde.

f:A- B, xbf(x

2. Centrala begrepp

Begrepp Betydelse

Definitionsmangd Dy Alla tillatna x
vardemangd Vy Alla varden funktionen faktiskt antar, V; = {f(x) : x € Dy}
Malmangd Den mangd funktionen sags avbilda till

Funktionsvarde f(a)  Vardetnarx = a
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2 Note

Vardemangden behdver inte vara samma sak som méalmangden. Ar de lika, Vi = B, séagerviatt f
ar surjektiv.

Exempel: Fér f(x) = x> med f : R —» R ar malmangden R, men vardemangden ar [0, o).

Funktionen f(x) = x> med f : R — R ar daremot surjektiv.

&) Underférstadd definitionsmangd

Star definitionsmangden inte uttryckligen utskriven antar vi att den ar den stérsta mangd dar
uttrycket &r definierat. Tva funktioner f och g &r lika om Dy = Dy och f(x) = g(x) for allax €
Dy.

2

s x-1. . ) :
Darfor ar f(x) = x + 1 och g(x) = 1 inte lika: de har samma varden 6verallt utomix = 1,
o—

dar g inte ar definierad.

:= Bestam definitionsmangden

1
x—2

maste namnaren vara skild fran noll.

For f(x) =

Df=R \ {2}
‘= Bestam definitionsmangd och vardemangd

For f(x) = V4 —x2 kravs 4 — x> > 0, alltsd —2 < x < 2.
Dy =[-2,2], Vi = [0, 2]
= Exempel — Definitions- och vardemangd for g(x) =

1-+vx-2

Vi bestammer definitionsmangd och vardemangd for

(X)Z;
5 1-vx-2
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J Lésning

Definitionsmangd. For x < 2 ar talet under rottecknet negativt. For x = 3 &r namnaren 1 —
V1= 0. Alltsa

Dy =1[2,3) U (3, )

Vardemangd. Vi foljer ndmnaren 1 — 4/x — 2:

e x =2gerg(2) = 1. Nar x vaxer frdan 2 mot 3 minskar namnaren fran 1 mot O men &r
positiv, sa g(x) vaxer fran 1 mot +oo,

e Forx > 3 &rnamnaren negativ. Narx — 3" gdr namnaren mot 0 och g(x) — —oo; nar
X — oo gar namnaren mot — och g(x) — 0 underifran.

Vy = (-,0) U [1,%)

Stiimmer med det handskrivna [6sningsforslaget (foreléisning 6).

3. Grafen till en funktion
Grafen bestdr av alla punkter (X, f(x)) darx € Dy.

graf(f) = {(x,f(x)) : x € Dy}

Grafen tillg(x) = 1/(1 — +/x — 2): definitionsmangden bérjar i x = 2 och har ett halix = 3, dar grafen
har en lodrat asymptot.
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& Tip

Vertikala linjetestet: en kurva ar grafen till en funktion om varje vertikal linje skar kurvan i hogst
en punkt.

Cirkeln x* + y* = 4 klarar inte testet: att [6sa ut y ger y = ++/4 — x2, allts& tva varden for varje
x € (-2,2).

4. Sammansattning av funktioner

Om f och g ar funktioner definieras sammansattningen som

(f ° 9)x) = f(g(x))

Har appliceras g forst och sedan f — en sammansatt funktion evalueras alltid inifran och ut.
Definitionsmangden blir

Doy = {x € Dy : g(x) € Dr}.
‘= Exempel p& sammansattning

Lat f(x) = x> och g(x) = sin x.

(f e 9)(x) =sin®x, (g ° (%) = sin(x*)
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Alltsa &r sammansattning i allmanhet inte kommutativ.

‘= Exempel — Fyra sammansattningar och deras definitionsmangder

X

2
Lat f(x) = ;ochg(x)= T Vibildarf o f,f ©g,g © fochg ° g och

_X.

anger definitionsmangderna.

¢ Lésning

Harar Dr = R \ {0} och Dy, =R \ {1}. F6r varje sammansattning utesluter vi dels de x
dar den inre funktionen inte ar definierad, dels de x dar den inre funktionen hamnar utanfor
den yttre funktionens definitionsmangd.

2 2
a)(f e Nx) = f(;) =R X med|Dy.r = R \ {0} | Trots att uttrycket X &r definierat

overallt arver vi x B O frAn den inre funktionen.

B (7 ° 900 = (") = 2 e

funktionen och x = 0 eftersom g(0) = 0 & Dy.

d Dfog =R \ {0, 1} [ x = 1 utesluts av den inre

2x 2
1-2/x x-2'

2
(g °NX=9(7)= med|Dy.r = R \ {0,2} |

xX(1-x) = X

= ,med|Dgog =R \ {3,1} |
T—wd-n 1= ™9 Do =R\ (51}

d) (g ° 9)() =

Stémmer med det handskrivna [6sningsférslaget (féreldisning 6).

5. Varfor funktioner ar centrala i analys

I envariabelanalys studerar vi hur funktioner beter sig:

nara en punkt - Gransvarden

utan hopp = Kontinuitet

hur snabbt de férandras — Derivata

hur deras areor och ackumulation beskrivs = Integraler
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/\ Vanliga fel

X2

o Att férenkla bort en definitionslucka. = x + 1 galler bara for x ¥ 1. Samma sak i

sammansattningar: (f © f)(X) = x ovan &r inte definierad i x = 0.

o Att glomma villkoret g(x) € Dy i Dy.4. Det racker inte att titta pa det
forenklade slututtrycket.

e Felordningif o g.g verkarforst; (f © g)(x) och (g ° f)(x) ar oftast olika.

X
D kraver att kvoten ar > 0 och att namnaren ar ¥ 0 — inte att taljare
X

och ndmnare var for sig ar positiva. Teckentabell ger (=2, 3].

e Rot av en kvot.

6. Losta O6vningar
:= Ovningsuppgift 3.1 — Definierar ekvationen en funktion av x?

Vi avgor vilka av foljande uttryck som definierar y som en funktion av x:

ayxty=1b)x*+y=1cx+y’=1d)x*+y’=1e)x* +y?=0H)x* - y*=0g)x* +y =0
Nxt =y =0)x*+4x+y=5)x+dy+y* =5 Vx+y=00x+y=0mx+y* =
1, y>0.

2 Lésning

Metod. Vi l6ser ut y. Far vi ett entydigt y for varje tillatet x ar det en funktion; far vi
tva varden (ett ) for nagot x ar det inte en funktion — det ar det vertikala linjetestet i

algebraisk form.

Lést for y Funktion?
a y=1-x ja
b y=1-x ja
c y= i\/m nej
d y= +4/1-x2 nej
e enda punktendarx =0, y =0 ja, med D = {0}
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Lost for y Funktion?
f y ==*x nej
g y = —x* ja
h y =x* ja
[ y=5-4x—-x ja

i (y+2)P?=9-xalltsdy=-2+4/9-x nej

k Yy =X ja
L VY = ~xkraverx < 0,och ddy = x* ja
m y =+/1—Xx (villkoret y > 0 véljer en gren) ja

Funktion: a, b, e, g, h, i, k, I, m. Ej funktion: c, d, f, j.

Facit: a) Funktion b) Funktion c) Ej funktion [y = +v(1-x)] d) Ej funktion [y = +v(1-x?)] e)
Funktion [y = 0, x = 0] f) Ej funktion [y = #x] g) Funktion h) Funktion i) Funktion j) Ej funktion [y
= -2 + v(9-x)] k) Funktion l) Funktion [y = x3 x < 0] m) Funktion [y = v(1-x)].

:= Ovningsuppgift 3.2 — Definitionsmangder

Vi bestammer definitionsmangden for foljande funktioner av x:

3-Xx 3-Xx
a)y=2—xb)y=4x2c)y=x2—2x—3d)y=\/x2—2x—3e)y=mf)y= —

g
X+y?=16,y>0mn%L =1.
X

/ Losning

a—c) Polynom ar definierade for alla reella x: Df =R|

d) Vi kraver x> — 2x — 3 = (x + 1)(x — 3) > 0. Parabeln ar negativ bara mellan nollstillena:

Dy = {x:x<-1ellerx > 3}

e) Namnaren far inte vara noll: | Dy = {x:xE-2}|
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ﬂWW@ai;;zoomx&—z
x<-2
3-x +
x+2 -
kvot -

Teckentabell:

-2<x<3 x=3 x>3
+ 0 -

+ + +

+ 0 -

Df={x:-2<x<3}

g)y = /16 — x2 (villkoret y > 0 valjer den 6vre halvcirkeln), som kraver 16 — x2>0:

Df={x:—4£x£4}.

h) y = X, men bara dar ekvationen y/x = 1 ar meningsfull:

x2 -1

x—1

som ovan.

Ds = {x: x & 0} | Samma falla

Facit:a) Dy =Rb)Df =Rc)Df =Rd) Dy ={x: (x<-1) V(x>3)}e)Df = {x: x E
—2})Df={x:-2<x<3}gDf={x:-4<x<4}h)Dr={x:xE 0}

Lasning

e P.4 Functions and Their Graphs
e P.5 Combining Functions

Se aven

e Funktioner och invers
e (Gransvarden

e Kontinuitet

e Derivata

e Integraler

Resurser

e Khan Academy: What is a function?=

e Wikipedia: Function (mathematics)z
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Funktionex och invers

#matematik  #funktioner #envariabelanalys #invers

Kurs: MO065M Forkunskaper: Funktioner

1. Nar finns en invers?

Idén. En invers funktion gér om det funktionen gjorde: vet vi utdata y = f(x) vill vi kunna rakna tillbaka
till indata x. Det &r sa In l6ser ekvationer med e* och arcsin l6ser ekvationer med sin x.

Definition

En funktion f har en invers om man entydigt kan ga tillbaka fran funktionsvardet

till ursprungsvardet.

For att detta ska fungera méaste funktionen vara injektiv (ett-till-ett), det vill siga varje y € Vi ar

bilden av exakt ett x € Dy:

f(x1) = f(x2) = x1=x

Det betyder att olika x aldrig far ge samma funktionsvarde.

& Tip

Horisontella linjetestet: en funktion ar injektiv om varje horisontell linje skar grafen i hogst

en punkt.

Definitionen kan ocksa skrivas x; F x, = f(x1) E f(xy). For att visa injektivitet &r formen i
rutan ovan (kontrapositionen) oftast enklare: vi antar f(x;) = f(x») och raknar fram x; = X,.
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2. Definition av invers funktion

Om f &r injektiv kan dess invers f_1 : Vi — Dy definieras pa vardemangden:

y=f"() = x=f()

De viktigaste sambanden, kancelleringslagarna, ar

) =x xEDf| och |[('GN=y,yEV

Definitions- och vardemangd byter plats:
Df*l = Vf, Vf*l = Df

Inversen ar sjalv injektiv, och dess invers ar f igen: (f" )™ =f.
/\ Warning

1
Symbolen f~! betyder inte f

3. Hur man hittar inversen
Praktisk metod:

1.Satty = f(x)
2.Lésutxitermeravy
3. Byt namn fran y till x

‘= Exempel

Latf(x) = 2x + 3.

<
I
w

y=2x+3 & x=

N ‘

Alltsa
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:= Begransa definitionsmangden forst
Funktionen f(x) = x* &r inte injektiv p& hela R: till exempel ar f(-1) = 1 = f(1) men —1 & 1.

Men pa intervallet [0, ) blir den injektiv och da ar inversen

10 = vx.

Ekvationen x = y2 gery = *./x; vi férkastar den negativa l6sningen eftersom inversens varden
ska liggai Dy = [0, o).

4. Geometrisk tolkning
Grafen till ! fas genom spegling av grafen till f i linjen
Y =X
Punkten (a, b) pa grafen till f motsvarar punkten (b, a) pa grafen till f .

Punkten (a, b) pa grafen till f blir (b, a) pa grafen till f 1 — spegling i linjen y = x.
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1,5

0,5

/ Hirledning

(a, b) ligger pa grafentillf & b =f(a) & a=f '(b) < (b, a) ligger pa grafen till { .

atb at+b

Punkterna (a, b) och (b, a) &r varandras spegelbilder i y = x: mittpunkten (55>, <5-) ligger pa
linjen, och strackan mellan dem har riktning (b — a, a — b), som ar vinkelrat mot linjens riktning
(1, 1).

5. Monotona funktioner

Lat f vara definierad pa ett intervall I och x1, x, € I. Funktionen &r

om x; <Xx, medfér

strangt vaxande f(x1) < f(x2)

strangt avtagande  f(x;) > f(xy)
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om X1 < x> medfor

vixande f(x1) < f(x2)

avtagande f(x1) = f(x2)
En funktion som &r (strangt) vaxande eller (strangt) avtagande pa hela Dy kallas (strangt) monoton.

¢) Sats

En strangt monoton funktion ar injektiv och har darfor en invers.

2 Harledning

Antag att f ar strangt vaxande och att x; B X». D3 &r ett av talen minst, sag X1 < xz, och da ar
f(x1) < f(x2), alltsa f(x1) B f(x»). Det ar precis injektivitet. Fallet strangt avtagande gar likadant.

2 Note

Villkoret galler pa hela definitionsmangden. tan x &r strangt vaxande pa (—7, 5) men inte pa

Duan: % <mmentant =0 <1 =tan %. Darfér begransar vi till (—g, %) innan vi inverterar och
far arctan.

6. Viktiga exempel

Funktion Invers
eX Inx
a* log, x
3 3
X X

x?pa[0,00)  /x

Inversa funktioner dyker ocksa upp for trigonometriska funktioner nar man forst begransar
definitionsméangden, t.ex. sinx < arcsinx.
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/\ Vanliga fel

x—3 1
, Inte .
2 2x+3

ar inversen inte

f~1(x) tolkas som L Forf(x) = 2x+ 3arf}(x) =
f(x)

e Inversen anges utan definitionsméangd. Dy = V; —for f(x) =

definierad i x = 1, eftersom f aldrig antar vardet 1.

e Attinvertera en icke-injektiv funktion. x> pa R har ingen invers; vi maste forst begransa
till t.ex. [0, o) och sedan vélja ratt tecken pa roten.

o Att tro att “vixande pa varje intervall” riacker. tan x ar vaxande pa varje delintervall av
Dian men inte injektiv pa hela Diap.

7. Losta O6vningar
:= Forelasning 6, exempel — Inversen till x>

Vi visar att f(x) = x> ar injektiv och beréknar inversen f 1.

J Lésning

Injektivitet. Antag f(x1) = f(x2), alltsa x; = x3. Faktorisering ger

3_.3 2 2\ _
X7~ X, = (X1 —x2) (x] + x1x +x3) = 0.
Den andra faktorn kvadratkompletteras:
X2 2 3
X%wmww}%m+3)+2€2Q

med likhet bara om x; = x, = 0.1 bada fallen ar x; = X, s& f ar injektiv.

Inversen. Dy = V; = R.Visokery = f 1(x) <= x=f(y) =y’ < y=x"

=vx f':R-R

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.
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‘= Forelasning 6, exempel — x> + x dr stringt vixande

Vivisarattf : R — R, f(x) = x> + x, &r strangt vixande p& hela R och darmed har en invers.

/ Losning

Lat x1 < Xp, alltsd x» —x1 > 0. Da ar
f(x2) = f(x1) = (6 = x3) + (x2 = X1) = (X2 = x1) (X3 + X1x2 + x5 + 1)

X1 2 3 2
= —x)((xt+ =) +-x+1)>0.
oAy 2’ "3

o

>0 N ~~
>1

Alltsa f(x1) < f(x2):|f ar strangt vaxande |, och enligt satsen i avsnitt 5 har den en invers.

Inversen gar inte att skriva med elementéra uttryck utan en tredjegradsformel, men satsen
garanterar att den finns.

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

:= Ovning — Inversen till en rationell funktion

X+
Vivisar att f(x) = ar injektiv, bestammer Dy och Vf och beraknar !

med definitionsmangd.

2 Lésning
Definitionsmangd. Dy = R \ {2}.

. x+1
LosutXx.y = .

= y(x—-2)=x+1 < x(y—1)=2y+ 1.Fory B 1 gerdet
ett entydigt
_2y+1

X -1

medan y = 1 leder till0 = 3, som saknar l6sning. Varje y B 1 har alltsa exakt ett urbild: f ar
injektivoch Vy = R \ {1}.
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Byt namn.

2x+1
x—-1°

flx) = D+ =R\ {1}, Vp1 =R\ {2}

-1+1
Kontroll. f(0) = —% och f‘l(—%) = ——=— = 0. Definitions- och vardemangd har bytt plats,
2
som de ska.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

Lasning

e 3.1 Inverse Functions

Se aven

e Funktioner

e Derivata

e Taylors formel

e Arcusfunktioner

e Exponentialfunktioner och logaritmer

e Inversa funktioners derivata
Resurser

e Khan Academy: Inverse functionsm
e Wikipedia: Inverse functionm
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Exponentialfunktioner och logaritmer

#matematik #analys #envariabelanalys #funktioner

Kurs: MO065M Forkunskaper: Funktioner
Grundtanken

Exponentialfunktionen beskriver tillvaxt dar 6kningen ar proportionell mot det som redan finns.
Logaritmen ar dess invers: den svarar pa fragan vilken exponent ger det hdr talet? och ar darfor
verktyget for att [0sa ut en obekant ur en exponent.

1. Exponentialfunktionen
fx)=a*, a>0,a&1

Har ar basen a fix och exponenten x € R,sa Dy = R.Féra > 0,b > 0ochx,y € R
galler potenslagarna

a =1, a” =d'@, a*=—, a”V = —, (@) =a?, (ab)* = a*b".

e a > 1:a"arstrangt vixande.
e (0 <a < 1:d"arstrangt avtagande.
e a=1:1% =1 ar konstant (darfér undantas a = 1).

I de tva forsta fallen &r V; = (0, %): en exponentialfunktion &r alltid positiv.

Alla exponentialfunktioner a* gar genom (0, 1). Talet e &r den bas dar lutningen déar ar exakt 1.
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X

Talet e. Ju storre bas a > 1, desto brantare &r tangenten tilly = a* i punkten (0, 1). Det finns precis ett
varde pa a som gor lutningen dar lika med 1; det kallas e. Den naturliga exponentialfunktionen ar e*,
dare = 2,718.

2. Logaritmen

Eftersom a* ar strangt monoton for a > 0, a & 1, ar den injektiv och har en invers. Logaritmen ar invers
till exponentialfunktionen:

y=da" < x=log,y

Den naturliga logaritmen &r In x = log,, x, och tiologaritmen skrivs 1g x = log, , x.

In x ar inversen till €%, sa graferna ar speglingar av varandraiy = x.
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y=1Inx
0,1)

(1,0

Eftersom definitions- och vardemangd byter plats vid invertering ar
Diog, = (0,%),  Vieg, =R,
och kancelleringslagarna blir
log,(a*) = x forallax €R, a8 = x for x > 0.

SpecielltarIn1 = 0ochlne = 1.
:= Exempel — Tre ekvationer (férelasning 7)

Vi loser ekvationerna

a) 5% =6b) vInx =1ny/xc)e® +3e* -4 = 0.

2 Lbésning

a) Vi logaritmerar: In 5% =1n6 < 3xIn5 =1In6, alltsd
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In6
X = ~ 0,371.
3In5
b) Vi kraver x > 0 och Inx > 0. Hogerledet &r In x"/? = % In x. Med t = In x blir ekvationen
Vit = % och kvadrering ger t = % < t(t—4)=0.Alltsdt = Oellert = 4, och bada

uppfyller t > 0 och v/t = 3

x = 1 eller x = ¢*

c¢) Med t = € > 0 blir ekvationen t* + 3t — 4 = (t — 1)(t + 4) = 0. Roten t = —4 forkastas
eftersome® > 0,sat = 1 och

x=0

Stéimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

3. Rakneregler

Forx >0,y >0ocha>0,a & 1 galler

log,(xy) = log,x +log,y,  log,~ =log,x~log,y,  log,(x") = plog,x
Y

1
och specielltlog, 1 = 0 ochlog, — = —log,, x. For den naturliga logaritmen ar det samma regler:
X

In(xy) =Inx+1Iny, In(x’)=plnx, ln§=lnx—lny
y

¢ Harledning
Varje logaritmlag ar en potenslag last baklanges.

Produkt. Satt u = log xochv =log,y, alltsd x = a* ochy = a”. Daarxy = a“a" = a"*", och
darmed log,(xy) = u +v =log, x + log, y.

Lx o at v s X
Kvot. Med sammau,var— = — =a""V,sdlog, - =u—v.
y @ y

Potens. Med u = log, x ar x* = (a*)’ = a*?, salog, x* = up = plog, x.

Ett.a® =1 < log,1=0.
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‘= Exempel — Forenkla (forelasning 7)

Viforenklar2In5+ 31n3 — In 75.

/ Losning
52 . 35
2In5+3In3-In75=1In5°+1n3>-1In(3:5%) =1n O In3?={2In3
Stidmmer med det handskrivna l6sningsférslaget.
4. Basbyte
log, x = log, X speciellt log, x = Inx
Ba log, a P X = g

¢ Hirledning

Sattu = log,, x, alltsd x = a". Logaritmera i bas b: log, x = log, a" = ulog, a. Division med
log, x

log, a’

log, a (som ar & 0 eftersoma & 1) geru =

log;x  log;x
log; 9 2

Basbytet ar det som later oss sla ihop logaritmer i olika baser, till exempel log9 X =

’

och det ger identiteten log, b - log, a = 1.
N Vanliga fel

e In(x+y) B Inx + Iny. Logaritmen gor om produkter till summor, inte summor till
nagot enklare.

e Falska rotter. Logaritmlagarna galler bara for positiva argument. Skriver vi log,(x + 1) +
log,(x — 1) = log,(x* — 1) vidgar vi definitionsmangden, och roten x = =3 av den nya
ekvationen maste forkastas. Ange darfor villkoret (har x > 1) innan du réknar och préva
rotterna mot det.

o In(x*) = 2Inx for alla x. Det galler bara fér x > 0. For x B 0 &r In(x?) = 21In | x|.

¢ (Inx)? och In(x?) blandas ihop. Det férsta ar en kvadrat av en logaritm, det andra ar 2 In x
(forx > 0).
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5. Losta ovningar
‘= Forelasning 8, exempel — En logaritmekvation med falsk rot

Vi l6ser ekvationen log,(x + 1) + log,(x — 1) = 3.

¢ Lésning

Villkor. Bada logaritmerna ar definierade baraomx+1 > 0ochx—1 > 0, alltsd x €
(1, ).

Sla ihop. log,(x + 1) +log,(x — 1) = log, (x* —1) = 3gerx* =1 =23 = §,allts&d x> = 9
ochx = £3.

Préva mot villkoret. -3 & (1, ©), s3

Kontroll. log, 4 +log,2 =2+1 = 3.

Stéimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

‘= Forelasning 8, exempel — En kvot av tiologaritmer

lg 2x

Vi loser ekvationen — =
lg(4x — 15)

 Losning

Villkor. 2x > 0 och4x — 15> 0 gerx > %. Dessutom far namnaren inte vara noll: 1g(4x —
15)=0 e 4x-15=1 < x=4.Altsdx € (£,0),x & 4.

Los. 1g 2x = 21g(4x — 15) = lg(4x — 15)?, och eftersom lg ar injektiv ar
2x = (4x — 15)* = 16x* — 120x + 225 < 16x* — 122x + 225 = 0.

Med 612 — 152 - 42 = 612 — 602 = 121 blir
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61 ++121 6111 9 25
X = = E {_) _} .
16 16 2" 8
Prova mot villkoret. 2—85 < 3'70 = 14—5 forkastas, medan g = % > % duger:
9
X = —
2
1 21
Kontroll. g_9 = —g3 =2
g3 1g3

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

‘= Forelasning 8, exempel — Exponentialekvation med substitution

Vi loser ekvationen2 - 9¥ =56+ 3 - 4% = 0.

2 Lésning
Dela med 4* > 0.
23y -58) +3=0
4 4 '

2 . o
= (%) sattervit = (%)X >0,sdattt? = (%)X:

AlO

och

Al
Nlw

Substitution. Eftersom
2 3 _
2t =5t+3=2t-3)(t-1)=0 < t= 5 ellert = 1.

Bada ar positiva. (%)x =S gerx=1och (%)x =1gerx=0:

|x=0ellerx= 1|

Kontroll. x =0:2-5+3=0.x=1:18-30+12 = 0.

Stimmer med det handskrivna l6sningsférslaget.

Lasning

e 3.2 Exponential and Logarithmic Functions
e 3.3 The Natural Logarithm and Exponential Functions

pellesmoln.org/kurser/MOO65M - 2026-10-19

56 /213



MOO065M - Exponentialfunktioner och logaritmer

Se aven

e Elementara funktioners derivator
e (Gransvarden

e Funktioner och invers

e Hyperboliska funktioner

Resurser

e 3BluelBrown: e (Euler’'s number) intuitiontz
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MO065M - Hyperboliska funktioner

Hyperboliska funktionerx

#matematik #analys #envariabelanalys #trigonometri

Kurs: MO065M Forkunskaper: Exponentialfunktioner och logaritmer

Grundtanken

De hyperboliska funktionerna ar enkla kombinationer av e* och e som beter sig ndstan som sin
och cos: de har en egen “Pythagoras”, deriverar in i varandra och har inverser som uttrycks med
In. Skillnaden &ar tecknen — och att de ar kopplade till en hyperbel i stallet for en cirkel.

1. Definitioner

. ef—eX eX+eX sinhx e*¥—e-
sinhx = ———, coshx = , tanhx = = —
2 2 coshx eX+e™X

Namnen ar sinus hyperbolicus och cosinus hyperbolicus. Alla tre ar definierade for alla x € R. Direkt ur

definitionerna far vi

coshx > 1 &rjamn, sinh x &r udda, och tanh x har de vagrata asymptoternay = +1.
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sinh x

tanh x

e cosh0 = 1ochsinh0 =0,

e cosh(—x) = cosh x: cosh &r en jamn funktion,
e sinh(—x) = —sinh x: sinh &r en udda funktion,
e coshx > 1forallax, eftersome*+e™ > 2.

:= Exempel — Férenkla cosh(In x) (forelasning 8)

Vi férenklar cosh(In x) for x > 0.

¢ Lésning

Med e!"* = x och e” "X = x71 plir

In x + —Inx + y1 2 4 1
cosh(lnx) = & 2e =X 2X = Xz
X

Stimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

2. Identitet

cosh’x —sinh?x =1
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(Jamfdr med cos? + sin® = 1. Kurvan (cosht, sinh t) parametriserar en hyperbel.)

Identiteten cosh? t — sinh? t = 1 séger att punkten (cosh t, sinh t) ligger p& hyperbeln x> — y> = 1 —
darav namnet.

(cosh t, sinh t)

¢ Hirledning

X + X X — o™X Z X 4D 4o 2X X _ D) 4 o

_ = — —4—1
7 ) (5 ) = 4 4 4

cosh? x — sinh? x = (

Punkten (X, Y) = (cosh ¢, sinh t) uppfyller alltsd X> — Y2 = 1, och eftersom X = cosht > 1
ligger den pa den hogra grenen av hyperbeln.

3. Derivator

(sinhx) = coshx, (coshx) = sinhx
¢/ Harledning
Med (eX) = —e™:
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d ef+e* e —e” ok d ef—e* e +e* b
- = = sinh x, — = = Ccosh x.
dx 2 2 dx 2 2

Till skillnad fran (cos x) = — sin x blir det inget minustecken.

Eftersom (sinhx) = coshx > 0 ar sinh strangt vaxande pa hela R och har darfor en invers.

4. Inversa hyperboliska funktioner

1, 1+
arsinhx = In(x + Vx> +1), x ER artanh x = Eln 7 X

, " 1<x<1

—X

Harledningen av arsinh stér bland de l6sta 6vningarna nedan.

2 Harledning av artanh

tanh antar varden i (=1, 1). Vi léser x = tanh y for y:

&—eV e¥-1 1+x
X = — = = x(@¥+1)=e¥ -1 = eY(1-x)=1+x & &Y = ,
e+ey e¥+1 1-x
1+x 1. 1+x
32y =1 hy==1 :
s82y =In —ochy = 7 In -—
/\ Vanliga fel

e Feltecken i identiteten. Det ar cosh” x — sinh”® x = 1, med minus — inte plus som for cos
och sin.

e Minustecken i derivatan. (coshx) = +sinhx, inte — sinh x.

e Att glomma att cosh x > 1. Ekvationen cosh x = % saknar reella l6sningar, och cosh x =
¢ > 1 har tvd 16sningar x = £ In(c + v/¢? — 1) eftersom cosh &r jamn.

o Att behdlla bada rotterna efter substitutionen t = e*. Andragradsekvationen i t kan ge en

negativ rot, men e* > 0, sa den ska férkastas.
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5. Losta ovningar

‘= Férelasning 8, exempel — Inversen till sinh

Vi bestimmer inversen till sinh x.

¢ Lésning

+e X

Inversen finns. (sinh x) = coshx = > (, s& sinh &r strangt vaxande och darmed

injektiv. Vi kallar inversen arsinh.

e}’—e_.y
.Med t =¢e” > 0 blir det

Los ut. y = arsinhx < x =sinhy =

t—1/t ’
x=—— = 2xt=1 -1 & £ -2xt-1=0,
med rétterna t = x + 4/x% + 1. Eftersom v/x2 + 1 > | x| &r minusroten negativ och

forkastas (t > 0). Alltsd e’ = x + v/x2 + 1 och

arsinhx =In(x +y/x2+1), xE€R

Stimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

:= Ovning — Lés coshx = 2

Vi l6ser ekvationen cosh x = 2 exakt.

J Lésning

t+ 1/t

Med t = e¥ > 0 blir =2, alltsd > —4t+1 =0och t = 2 + v/3. Bdda rotterna ar

positiva (2 — /3 & 0,27), och eftersom (2 — v/3)(2 + v/3) = 1 arIn(2 — v/3) = —In(2 +
V3):

x =+In(2 + V3) |~ +1,317

Rimlighetskoll. cosh ar jamn och 2 > 1, sa vi vantar oss tva l6sningar symmetriskt kring 0.
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Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Ovning — Lés 2 cosh x + sinhx = 2

Vi l6ser ekvationen 2 cosh x + sinh x = 2.

¢ Lésning

1 ) t
Skrivmed e*. Medt = e¥ > 0ar2coshx =t + I ochsinhx = — —

1
—,S
2 2t

Qo

1
BEt+2_t:2 — 32 -4t+1=0 < 3t-1)t-1)=0.

Badarotternat = 1 ocht = % ar positiva:

x=0ellerx=-In3

Kontroll. x = 0:2 - 1+ 0 = 2.x = —In 3: cosh(~1n3) = 252 = 5 och sinh(-In3) =

2
133 _ _4 510 _ 4 _
- = T3sa3 T3=2

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

Lasning

e 3.6 Hyperbolic Functions

Se aven

e Trigonometri

e Exponentialfunktioner och logaritmer
e Elementara funktioners derivator

e Funktioner och invers

Resurser

e Wikipedia: Hyperbolic functionstz
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Trigonometri

#matematik  #trigonometri

Kurs: MO065M

Sinus och cosinus ar koordinaterna for en punkt som ror sig runt enhetscirkeln. Nastan allt i
trigonometrin — identiteter, exakta varden, additionsformler och triangelsatser — féljer av den bilden
tillsammans med Pythagoras sats.

1. Enhetscirkeln

P& enhetscirkeln X2 + y? = 1 mits vinkeln t i radianer: en vinkel pa t radianer spanner upp en
cirkelbage med langden t. Ett helt varv ar darfor 27, cirkelns omkrets.

Vinkeln 8 méts fran positiva x-axeln; punktens koordinater ar (cos 0, sin ).
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1 (cos 8, sin B)
sinB
0,5 :
: \ﬁ) 1
> 0
cos B
-0,5
-1

Punkten P pa cirkeln som hor till vinkeln t har koordinaterna
P = (cost, sint)

Cosinus ar alltsa x-koordinaten (abskissan) och sinus y-koordinaten (ordinatan). Eftersom P ligger pa

enhetscirkeln foljer direkt

sin® 0 + cos’ 0 =1

ochatt—1 <cost<1,-1<sint<1.

Tangens ar langden av tangentstrackan QT vid Q = (1, 0) upp till linjen genom origo och P..
Likformiga trianglar ger

tant sint
tant= — = ——, costE& O
1 cost

2. Periodicitet och symmetri

sin(@ + 2m) =sinB, cos(—0) =cosB, sin(—0) = —sin6
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Ett helt varv for tillbaka punkten till samma stalle, sd sinus och cosinus ar 27-periodiska; aven cos(f +
2m) = cos 0. Speglar vi P i x-axeln byter y-koordinaten tecken men inte x-koordinaten: cosinus &r en
jamn och sinus en udda funktion.

Speglar viistallet P ilinjen y = x byter koordinaterna plats, och vinkeln blir 75’ -t
. T . T
cost = sm(E -1, sint = cos(z —1)

Tangens har kortare period, tan(t + 1) = tant, eftersom bade sinus och cosinus byter tecken nar vi gar
ett halvt varv.

3. Exakta varden

t 0 /6 /4 /3 /2
cos t 1 V32 V272 12 0
sin t 0 1/2 V272 V372 1

Vardena i 6vriga kvadranter fas med symmetrierna i avsnitt 2: bestam referensvinkeln i forsta
kvadranten och satt tecknet efter vilken kvadrant punkten ligger i.

2 Harledning av tabellen

/4. Punkten ligger pa linjen y = x, sd x = y och x> + y? = 1 ger 2x*> = 1, alltsé cos 7 =sing =

\%2 = 3? (positiva i forsta kvadranten). Darmed értan% =1.

/3. Triangeln med horn i origo, (1, 0) och (cos %, sin %) har tvé sidor 1 och mellanliggande vinkel
3, sd den &r liksidig. Hojden delar basen mitt itu: cos § = % och héjden &r 4/ 12 — (%)2 = ? =

s T
SID3.

ink = T _ Ty = -1 T —gipnZ =
/6. Komplementformlerna ger sin g = cos(3 — ) = €0s 3 = 5 och cos ¢ = sin 3

4. Additionsformler

sin(a + §) = sinacos 3 + cos asin 3
cos(a + f8) = cosacosff —sinasin 3
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Byter vi S mot —f3 och anvander att cosinus &r jamn och sinus udda far vi subtraktionsformlerna
sin(a — ) = sinacos § — cos asin f3, cos(a — ) = cosacos S + sinasin 3
For tangens ger division av sinus- med cosinusformeln

tan(a + ) tana + tan 3
an(a =
1-tanatanf

¢ Harledning — avstandet mellan tva punkter p& enhetscirkeln

Lat P = (cos s, sins) och Q = (cos t, sin t). Vinkeln mellan dem ar s — t. Vrider vi hela figuren sa
att Q hamnari R = (1,0) hamnar P i M = (cos(s — t), sin(s — t)), och avstandet ar detsamma:
|PQ| = |MR].

|PQ|? = (coss — cos t)* + (sins — sin t)* = 2 — 2(cos s cos t + sin s sin t)
|MR|? = (cos(s — t) — 1)> + sin?(s — t) = 2 — 2 cos(s — t)

(B&da géngerna har vi anvént sin® + cos? = 1.) Likhet ger cos(s — ) = cos s cos t + sin s sin .

e Byttmot —t: cos(s +t) = cosscost — sinssint.
e Komplementformeln ger sinusformeln:

, m T . T : . .
sin(s +t) = cos((z -s)—t)= cos(z —s)cost+ sm(z —s)sint = sinscost + cos ssint

) _sinscost+ cosssint
® Tangens: dela taljare och namnare i - — med COS S COS .
COSSCOSt—sinssint

5. Dubbla och halva vinkeln
sin20 = 2sinfcosO, cos26 = cos’ O — sin’ O
Med sin’ 6 + cos? 6 = 1 kan cosinusformeln skrivas pa ytterligare tva sitt:
cos20 =2cos’f—1=1-2sin’0

Loser vi ut kvadraterna far vi formlerna for halva vinkeln, som anvands flitigt vid integration
och gransvarden:

1+ cos 20 1 - cos 20
cos sin2 f = cos

cos’ 6 = ,
2 2
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/ Harledning

Satta = 3 = 0 i additionsformlerna: sin 20 = sin 6 cos 8 + cos 0 sin 6 = 2 sin 6 cos 6 och
cos 26 = cos? O — sin® 6. Ersitt sedan sin® O med 1 — cos? 0, respektive cos? 0 med 1 — sin? 6.

AL

:= Forelasning 9, exempel 1 — exakt vérde av cos 15

Vi beraknar cos 15 exakt, pd tva satt.

¢ Lésning

L

Alt 1, subtraktionsformeln. Eftersom 3

T T Y O | S
COS — = CO0S — C0S — + sin — sin
3 < 3

Alt 2, halva vinkeln.

cos” — = = =

dar vi tar den positiva roten eftersom % ligger i forsta kvadranten.

T
CoS — =
12

v2(1++V3)

Rimlighetskoll. Bada uttrycken ar~ 0,9659. De ar samma tal: kvadrera det forsta,

2(4+2v/3) _ 2+4/3
16 4

Stémmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

6. Triangeltrigonometri

I en ratvinklig triangel med hypotenusa ¢ och vinkeln A mitt emot kateten a ar

SinA = —, COSA =

b

O lQ
o g

vilket ar enhetscirkelns definition uppskalad med faktorn c.

I en allmién triangel med sidorna a, b, ¢ mitt emot vinklarna A, B, C (vinkelsumman ar 1) galler
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¢) Areasatsen, sinussatsen och cosinussatsen

bcsin A sinA sinB sinC
= , = = , a’ = b*> + ¢® — 2bccos A
2 a b @

Areasatsen och sinussatsen galler for alla tre vinkelparen, cosinussatsen med
bokstaverna permuterade.

¢/ Hirledning

Dra héjden h frdn C ned mot sidan ¢, som delas i ¢1 (vid A) och ¢> (vid B). Daarh = bsinA =
asinB och c; = bcosA.

ch cbsinA casinB

Areasatsen. T = — =

, och pa samma satt med C.

Sinussatsen. Dela varje uttryck bcszmA = @smB - “bsénc med azﬁ.

Cosinussatsen. Pythagoras i triangeln vid B:

a’ =h*+ c% = (bsinA)? + (c — bcos A)? = b?(sin® A + cos> A) + ¢® — 2bc cos A
¢) Cosinussatsen generaliserar Pythagoras

ForA = % ar cos A = 0 och formeln blir a2 = b2 + 2. Termen —2bc cos A ar korrektionen nar
vinkeln inte ar rat.

/\ Vanliga fel

e Grader i stallet for radianer. I analysen ar vinklar alltid i radianer; sin 30 ar inte % Stall
raknaren i RAD.

e Linearisera. sin(a + f3) & sina + sin 8 och sin 20 & 2 sin 6 — anvand additionsformlerna.

¢ Fel tecken utanfor forsta kvadranten. cos %’T = —%, inte % Rita punkten pa enhetscirkeln.

e Tappa den andra losningen i sinussatsen. sin B = k med 0 < k < 1 ger tva vinklar, B och
1T — B; bada kan ge en triangel (se exemplet nedan). sin® x betyder dessutom (sin x)z, inte

sin(x?).
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7. Losta ovningar
‘= Forelasning 9, exempel 3 — triangelsolvering med tva lésningar
Ientriangeldra=1,b = +v/2och A = % (30°). Vi bestammer sidan c.
¢ Lésning

Sinussatsen.

b 2 1 2
sinB=-sinA=—"*"-=—
a 1 2 2
ger tvd méjliga vinklar, By = % ochBy =1 — % = %7”. Bada ar tilldtna, eftersom A + B < i
bada fallen.
Tredje vinkeln. C; = — % — I = Z—”ochC2 =m-1- SLTN = I

Exakta sinusvarden. Additionsformlerna ger

7T m \/E i mT 7 \/E
in — =sin(z + =)= —(V3+1), sin — =sin(z - -)=—(3-1
sin 35 =sin(z + )= 7 (V3+1) in 5 = sin(z = )= V3~ 1)
sinC .
Sinussatsen igen. c = a — =2sinC, sa
sinA
2 +1 2 -1
cl=%zl,932 eller cZ:%zo,sw

Rimlighetskoll. Cosinussatsen a®> = b? + ¢? — 2bc cos A ar uppfylld for bada vardena.

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

‘= Forelasning 9, exempel 4 — arean av en triangel

En triangel har sidornaa = 7, b = 15 och ¢ = 20. Vi beraknar dess area.

¢ Lésning

Triangeln ar inte ratvinklig (72 + 152 E 202), sa vi behdver en vinkel.
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Cosinussatsen for vinkeln A:

576 24
2-15-20cosA=15*+20*-72=625-49 =576 = fl= e = —
o €S2~ %00~ 25
Trigonometriska ettan. sin’ A = 1 — % = w = %, ochsinA = 2—75 eftersom
0<A<m.
Areasatsen.

bcsinA  15-20- £
T: 2 = 2 25:

Rimlighetskoll. Herons formel, T = \/p(p —a)(p —b)(p —c)med p = 21, ger
Vv21-14-6-1=42.

Stéimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

:= Forelasning 10, exempel 2 — en identitet for tan ’2—(

Vivisar att

1-cosx sin x X
, = = tan -
sin x 1+ cosx 2

for alla x dar uttrycken ar definierade.

/ Lbésning

Forsta likheten. Korsmultiplicera: likheten &r ekvivalent med (1 — cos x)(1 + cos x) =

2 2 2

sin” x, alltsd 1 — cos® x = sin” x, vilket ar trigonometriska ettan.

Andra likheten. Sétt a = 7, sd att x = 2a. Dubbla vinkeln ger sinx = 2sina cosaoch 1 +
cosx =1+ (2cos? a — 1) = 2 cos? a. Darmed

sin x 2sinacosa sina . X
1+ cosx 2 cos? a CoSs o 2

Stimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.
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‘= Forelasning 10, exempel 9 — sinv och cos v ur tan v

Vi bestammer sinv och cosvomtanv = 2.

/ Losning
Dela trigonometriska ettan med cos’ v.
g 1 1 2 4
’ COS“ Vv . 9 tan© v
COS"V = — = 5 = -, Sin“v = ———— = —
sin“v+cos?v tan“v+1 5 tanv+1 5

Tecken. tan v > 0 betyder att sin v och cos v har samma tecken (forsta eller
tredje kvadranten):

1 ) 2
COSV = —, sinv = — eller COSV = —

V5’ V5

Stidmmer med det handskrivna l6sningsférslaget.

, siny = —

Sl
S

Lasning

e P.7 The Trigonometric Functions

Se aven

e Trigonometriska ekvationer
e Arcusfunktioner

e Hyperboliska funktioner

e Polar form for komplexa tal

e Elementara funktioners derivator

Resurser

e 3BluelBrown: Why is piin the sine function
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MOO065M - Trigonometriska ekvationer

Trigonometriska ekvationer

#matematik  #trigonometri

Kurs: MO0O65M Férkunskaper: Trigonometri

Pa grund av periodiciteten har trigonometriska ekvationer i regel oandligt manga losningar.
&) Idén

Varje trigonometrisk ekvation reduceras till ett av tre grundfall. I grundfallet ger enhetscirkeln de
l6sningar som ligger inom ett varv — fér sinus och cosinus oftast tvd punkter, symmetriska kring
en axel — och periodiciteten lagger till 2rtn. Nastan alla fel handlar om att tappa den andra
punkten eller glomma perioden.

1. Grundfall

sinx=a & x=arcsina+2nn V x=m—arcsina+2nmn, n&Z

COSX =a < x = tarccosa+ 2mn

tanx =a < Xx = arctana + nn

For sinus och cosinus krdvs —1 < a < 1; annars saknar ekvationen losning. Tangens antar alla reella
varden och har period 11, sa dar racker en familj. Uttrycken arcsin a, arccos a och arctan a ar
arcusfunktionerna, alltsa den vinkel i huvudintervallet som har ratt funktionsvarde.

sin @ = 1/2 har tva lésningar per varv: linjen y = 1/2 skér enhetscirkeln vid 71/6 och 57/6.
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B=m/6

y=1/2

-0,5

Ofta ar hogerledet sjalvt en trigonometrisk funktion. Da anvander vi samma symmetrier direkt:
sinx=siny e x=y+2m V x=mn—-y+2nn

COSX = COSy & Xx =1y +2mn, tanx =tany < x=y+mn
2 Harledning fran enhetscirkeln

sinx = siny betyder att punkterna for x och y har samma y-koordinat. Den vagrata linjen genom
punkten for y skar enhetscirkeln i tva punkter, som ar spegelbilder i y-axeln: vinklarnay och m — y
. Alla vinklar som hamnar i ndgon av punkterna fas genom att lagga till hela varv, 2mn.

COS X = Cosy betyder samma x-koordinat. Den lodrata linjen skar cirkeln i punkterna for y och —y

, spegelbilder i x-axeln.

sinvcosm+cosvsint _ —sinv

For tangens: tan(v + ) = = tanv, och tan ar strangt

COSVCOSTT —Sinvsinm  —Ccosv
véxande pa (—3, 5), sa inom en period finns bara en l6sning.

e sint = 32@gert=%+2nnellert=n—%+2nn= ?jT"+27m.
e cost=1gert=+Z+2mn.
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_m

3 vilket ar samma mangd somv = 2, n € Z.

e tanv =tandvgerv = 4v +nn, alltsd v =

2. Teknik

e Faktorisera (t.ex. sinxcosx = 0 = sinx = O eller cos x = 0).
e Anvand identiteter for att samla till en trig-funktion.
e Dubbla/halva vinkelns formler.

e Byt sinus mot cosinus med sin o = cos(5 — @) nar ekvationen blandar dem med olika argument.

e Arargumentet kx + c: 18s forst for hela argumentet, sedan fér x. Perioden 27n blir d& 2%

‘= Exempel — sin 2x = sin x

Vi l6ser ekvationen sin 2x = sin x.

¢ Lésning

Faktorisera. Dubbla vinkeln ger
sin2x = sinx <= 2sinxcosx —sinx =0 < sinx(2cosx—1)=0

Vi dividerar alltsa inte med sin x — det skulle tappa l6sningarna dar sin x = 0.
Forsta faktorn.sinx = 0 < x =nn.

Andra faktorn. cos x = % & X =13 +2mn.

T
x=mn V x=i§+2nn, ne€’z

Andra vagen. Grundfallet sin 2x = sin x ger 2x = x + 27n, alltsd x = 2mn, eller 2x = T —

x+2m, alltsd x = 3 + 2%” Den andra familjen innehaller £, m, 5?” per varv, och

tillsammans med 27n blir det samma mangd som ovan.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.
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3. Hjalpvinkelsatsen

En ekvation a cos x + b sin x = ¢ blandar sinus och cosinus med samma argument. Idén &r att skriva

vansterledet som en enda sinusvag med amplitud A och fasvinkel @:

acosx + bsinx = Asin(x + @), A=+/a’>+b*> Acosp=b, Asing=a

Darefter ar ekvationen ett grundfall, sin(x + ¢) = %, och den har lsning precis nar |c| < A.
2 Harledning

Additionsformeln ger A sin(x + ¢) = Asinx cos ¢ + A cos x sin @. Likheten med a cos x + b sin x
for alla x &r ekvivalent med

(Acos@ — b)sinx + (Asing —a)cosx =0 for alla x

vilket uppfylls om A cos ¢ = b och Asin ¢ = a. Kvadrera och addera: a® + b? = A%(sin” ¢ +
cos? @) = A2 Vinkeln ¢ bestams av punkten (cos ¢, sin @) = (%, %) pé enhetscirkeln — rita den,

sd att kvadranten blir ratt.

/\ Vanliga fel

¢ Tappa den andra familjen. sin x = a har l6sningarna arcsin a och m — arcsin a (plus 2mn);

Cos x = a har + arccos a.

¢ Dividera med en faktor som kan vara noll. sin x cos x = sin x delat med sin x tappar x =
7tn. Faktorisera i stallet.

¢ Fel period. Tangens har period 1, inte 271. Och i sin 3x = a blir perioden for x lika med %":

dela 2tn med 3 ocksa.
e Fasvinkeli fel kvadrant. tan ¢ = % racker inte for att bestamma @ i hjalpvinkelsatsen —
tecknen pa cos ¢ och sin ¢ avgor.

4. Losta ovningar

‘= Féreldsning 10, exempel 4 — cos 2x = cos? x + 3 sinx

Vi l6ser ekvationen cos 2x = cos? x + 3 sin x.
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Trigonometriska ekvationer

J Lésning

9 2 . .
2 x — sin” x blir ekvationen

Samla till en funktion. Med cos 2x = cos
cos® x —sin’ x = cos’x + 3sinx < sin’x+3sinx =0 < sinx(sinx+3)=0

Faktorerna. sin x = —3 saknar l6sning, eftersom | sinx| < 1. Kvar arsinx = 0:

X = 7n, ne€’z

Stidmmer med det handskrivna l6sningsférslaget.

:= Forelasning 10, exempel 5 — sinus och cosinus med olika argument

Vi

6ser ekvationen

T m
ot T = _n
sin(2x 3) cos(x 4)

2 Lésning

Skriv om sinus som cosinus. Med sin @ = cos(5 — a) blir ekvationen

T T T T T T
cos(z —2x—=)=cos(x— =) & —-2x—-—-=1(x——)+2nn
2 3 4 2 3 4
-—nr_n T _ = 5_7T — 2 = 5_7T 271_m = — A
Plustecknet. 3x = 5 — 3+ 7 —2nn = 35 —2nn,sdx = 55 + 5= (m n genomloper

ocksa 7).

i L — == & I R Ly (g = =
Minustecknet. 7 —2x — 53 = —x+ 7 +2nngerx =5 — 3 — 7 = 2nn = —15 + 2mm.

X=—+—V x=—£+2nm, me7Z
12

Rimlighetskoll. Pa [0, 27T] ger det fyra l6sningar, # 0,436; 2,531; 4,625; 6,021, och
differensen mellan leden byter tecken precis dar.

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.
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:= Foreldsning 10, exempel 6 —tan (3x — §) = /3

Vi loser ekvationen tan (3x — 3) = V3.

/ Losning
3/2
Grundfallet. tan 5 = % = /3, och tangens har period 7T, sa
3 n_n + — 3 gl +
X— — = —+7n X = — +7n
3 3 3
Los ut x — perioden delas ocksa med 3:
2m  1n
X=—+ = ne’z
9 3

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

= Forelasning 10, exempel 8 — hjalpvinkel: cos 2x —sin2x = 1

Vi l6ser ekvationen cos 2x — sin 2x = 1.

Z Lésning

Hjalpvinkel. Har ara = 1, b = —1 och argumentet 2x. Daar A = /12 + (-1)2 = v/2 och

3
V2cosp=-1, V2sinp=1 = (p=Zn

(andra kvadranten: cosinus negativ, sinus positiv). Ekvationen blir

G-

3 3
\/Esin(Zx + Tn) =1 < sin(2x + Zn) =

Forsta familjen. 2x + S = ’41 +2nmn & 2x = —% +2mn & x= ‘% + 7.

4

Andra familjen. 2x + ?jT” =m—7+2mn = ?jT" +2nn <= Xx = nn.

T
x=—Z+nn V x=rmn, ne’z

Rimlighetskoll. x = 0:cos 0 —sin0 = 1.x = —%: cos(=3) —sin(-=3) =0+ 1 =1,
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Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

Lasning

e P.7 The Trigonometric Functions

Se aven

e Trigonometri
¢ Arcusfunktioner
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Axrcusfunktioner

#matematik #analys #envariabelanalys #trigonometri

Kurs: MO065M Forkunskaper: Trigonometri, Funktioner och invers

1. Idé

Arcusfunktionerna ar inverserna till de trigonometriska funktionerna, definierade pa intervall dar
originalet ar strangt monotont.

De svarar pa fragan vilken vinkel har det hér sinus-, cosinus- eller tangensvdrdet? Eftersom sinus antar
varje varde oandligt manga ganger har fragan inget entydigt svar forran vi valjer ut ett intervall dar
funktionen ar injektiv (1-1). Arcusfunktionen ger alltid vinkeln i just det intervallet, huvudintervallet —
de andra losningarna hittar vi med periodiciteten, se Trigonometriska ekvationer.

T T
27}
e Cosinus: cosx = sin(3 — x), och 5 — x ligger i [=7, 5] precis nar x € [0, ]. Dar &r cosinus

e Sinus: (sinx) = cosx > 0pa (=5, 3), sdsinus ar strangt vaxande pa [~

strangt avtagande.
e Tangens: (tanx) = 1+ tan®x > 1, s& tangens Ar strangt vixande p& (=3, %)

2. Definitioner

T T
arcsin : [-1,1] = [-—=, =
in:[-1,1] - [ 5 2]

Sinus begransad till [-71/2, /2] och dess invers arcsin, speglade iy = x.
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arccos : [-1,1] - [0, ]

. R - ( T n)
arctan : R - (—=, =
22
Som fér varje invers byter X och y roll:
. . T T
y =arcsinx <= x =siny, —5 <y< >
y =arccosx <= x=cosy, O0<y<m
T T
y = arctanx <= Xx =tany, 5 <y< 5

Kancelleringslagarna galler bara nar argumentet ligger i ratt mangd:

o
arcsin(sinx) = x, x € [—5, 5] , sin(arcsinx) = x, x € [-1, 1]
mom
arccos(cosx) = x, x € [0, ], arctan(tanx) = x, x € (_E’ 5) , tan(arctanx) = x, x € R

Nagra varden, avlasta i tabellen fér exakta varden i Trigonometri:

e arctan 1 = ni/4, arcsin(1/2) = n/6.
V3 _n

e arcsin 5= = 3, arccos(—%) = 2?71 (andra kvadranten, tilldten fér arccos), arctan(—1) = —7.
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:= Forelasning 11, exempel 6 och 7 — nar kancelleringen inte galler
Vi beréknar arctan (tan %") och arccos ( sin(-0,2)).
/ Losning

a) 27” ligger inte i (-7, 5), s svaret &r inte %” Berakna det inre forst:

2
arctan (tan ?n ) = arctan(—+/3) = —g

Det ar samma sak som att flytta vinkeln en period 7t in i huvudintervallet: %’T - ==

wIil

b) Med sambandet arccos t = 5 — arcsin t (avsnitt 3), och eftersom —0,2 € [—’%, 2k

arccos ( sin(-0,2)) = g — arcsin ( sin(-0,2)) = g -(-0,2) = g +0,2|~ 1,771

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

3. Samband och férenklingar

Summan av arcsin och arccos. Om y = arccosx arx = cosy = sin(3 —y)med 5 —y € [-7, 7],

2 1 — T _ 4,
alltsa arcsinx = 5 — y:

. T
arcsin x + arccos x = > xe[-1,1]

Trigonometrisk funktion av en arcusfunktion. Satt 0 lika med arcusuttrycket, rita en ratvinklig triangel
och bestam tecknet ur huvudintervallet:

1
V1+x2

sin(arccos x) = cos(arcsinx) = v/ 1 — x2, cos(arctan x) =

¢ Harledning med triangeln

sin(arccos x). Satt 8 = arccos x, sd att cos 0 = x och 0 < 0 < 7. En ratvinklig triangel med

hypotenusa 1 och narliggande katet x har motstdende katet /1 — x2, sd sin0 = £1/1 — x2. P4
[0, 1] &r sin O > 0, allts& plustecknet. Samma resonemang ger cos(arcsin x) = v/1 — x2,
eftersom cos 8 > 0 pa[-7, 5].
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cos(arctan x). Satt 0 = arctan x, sd att tan @ = 7 och =7 < 0 < 7. Kateternaarxoch 1,
1

V1i+x2

hypotenusan 4/1 + x2, och cos 6 > 0 pd intervallet. Alltsé cos 6

Till exempel &r cos(arcsin 0,7) = 4/1 — 0,49 = /0,51, medan sin(arcsin 0,7) = 0,7 direkt
ur kancelleringslagen.

arctan x ar definierad for alla x och har de vagrata asymptoternay = +m/2.

4. Derivator

(arccosx) = — (arctan x)' =

1
V1-x2 1-x2

arcsin x) =
( ) 7.2

Derivatorna av arcsin och arccos galler for —1 < x < 1; i andpunkterna har graferna lodrata tangenter.

dx
1+x2

Att arctan har en rationell derivata gor den central i integrationen: [ = arctanx + C.

¢/ Harledning

arcsin.y = arcsinx <= x =siny med —5 <y < 7. Implicit derivering med avseende p& x ger

, , 1 :
1=cosy-y, alltsdy = ——. Paintervalletarcosy > 0,sd cosy = 1/1 —sin’y = /1 - x2.
oSy

Detta &r specialfallet f = sin av regeln f6r Inversa funktioners derivata.
arctan.y = arctanx < x = tany. Deriveringen ger 1 = (1 +tan’y)y = (1+x%)y.

arccos. Ur arccos x = § — arcsin x féljer (arccos x) = —(arcsinx) .
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/\ Vanliga fel

e Kancellera utanfor huvudintervallet. arcsin(sin x) = x bara fér x € [—g, %]; till exempel
ararcsin(sin 2) = Z.
_ 271

e Fel vardemangd for arccos. arccos ger vinklari [0, 7], inte [—g, 2] arccos(—z) = =L inte
T

o
¢ Tolka arcsin x som 1/ sin x. Beteckningen sin ' x pa raknaren betyder invers, inte reciprok.
e Tappa tecknet i triangelmetoden. sin(arccos x) ar alltid > O; resonera med

huvudintervallet i stallet for att skriva +.

5. Losta 6vningar

‘= Forelasning 11, exempel 10 — arctan x + arctan ;1(

Vivisar att arctan x + arctan forx > 0.

><|H
NI«:l

¢ Lésning

Derivera. Lat f(x) = arctan x + arctan % Med kedjeregeln ar

1 1 1
1+x2 1+1 (_ B 0

()=

T 1+x2 2+l
Konstant. En funktion med derivatan noll pa ett intervall &r konstant dér, s& f(x) = C for
x > 0. Vardet i x = 1 ger konstanten:

C=f(1)=arctan1+arctan1 = = + = = | =
= f(1) = arctan 1 + arctan =2v17103

Anmarkning. x = 0 ligger inte i definitionsméangden, sa for x < 0 galler en annan konstant.

Eftersom arctan ar udda blir den —%.

Stidmmer med det handskrivna l6sningsférslaget.
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o (=T o . 1 q 2
= — — dL &
‘= Forelasning 11, exempel 11 — arcsin G arcsin G

1
Vi beraknar exakt arcsin — + arcsin —.

V3 V6

J Lésning

Namnge vinklarna. Satt u = arcsin % och v = arcsin %. Argumenten ar positiva, sa 0 <

&z

u,v <3

och cosinus ar positiv:

1 2 4
cosu=4/1-==4/-, CoOSV=4/1-==
3 3 6

Additionsformeln.

V2 o1 2 V22

cos(u+v)=cosucosv —sinusinv = - — = -~ _ =0

3 V3 V6 3 32

Vilj ratt vinkel. cos(u +v) = 0 geru +v = ig +2mn, men0 <u+v <m,sa

arcsin ! + arcsin 2 -
V3 V6 |2

Stimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

:= Féreldsning 11, exempel 12 — 2 arctan § + arctan 1

1 1
Vi férenklar 2 arctan 5 + arctan ;

¢ Lésning

Namnge vinklarna. u = arctan% och v = arctan % med0 <u,v < 3.

Tangens fér dubbla vinkeln. Additionsformeln for tangens med u = v:

an 2y = 2tanu _ 2/3 3
M T’y 1-19 4

En gang till.
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an(2u+v) tan2u+tanv _ 2+1  21+4
1—-tan2utany 1- 23

N

8

Valj ratt vinkel. tan(2u + v) = 1 ger2u+v = 7 +7n. Grovtar0 < 2u +v < 32—" och de

enda kandidaterna dar ar % och %". Men tan 2u = % > 0med0 < 2u < m betyder 2u < Z,

ochv < % eftersom % < 1;alltsd2u +v < 37” och

1 1 T
2 arctan — + arctan — = | —
3 7 4

Stidmmer med det handskrivna l6sningsférslaget.

Lasning

e 3.5 The Inverse Trigonometric Functions

Se aven

e Trigonometri

e Inversa funktioners derivata
e Trigonometriska ekvationer
e Funktioner och invers

e Elementara funktioners derivator

Resurser

e Wikipedia: Inverse trigonometric functionsm
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Gransvarden

#matematik #analys #envariabelanalys #gransvarde

Kurs: MO065M Forkunskaper: Funktioner

Idén. Ett gransvarde beskriver vad en funktion ndrmar sig nar x narmar sig en punkt, oberoende av vad

som hander i sjalva punkten. Det ar verktyget for uttryck som inte gar att rakna ut genom insattning,

som g, och grunden for bade Kontinuitet och Derivata: derivatan ar ett gransvarde av typen g.

1. Grunddefinition

Vi skriver

limf(x)=L

X—da

om f(x) kan géras godtyckligt nara L genom att valja X tillrackligt ndra a, men med x & a.

2 Note

Gransvardet beror pa hur funktionen beter sig néra punkten, inte nédvandigtvis pa vardet f(a).

‘= Havbar situation

For

X2 -4
x—2

fx) =
giller forx & 2 attf(x) = x+ 2,sa

limf(x) =4

x—2

aven om uttrycket inte ar definierat i x = 2.
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¢ Formell definition

Formuleringen “godtyckligt ndra” gors exakt med € och &:

limf(x) =L < forvarjee>0finns§ >0saatt0< |x—a| <é= |f(x)-L| <e.
X—da

Hur litet avstand € till L vi an kraver, s finns ett avstdnd & kring a inom vilket kravet uppfylls.
Villkoret 0 < |x — a| &r det som gbr att f(a) inte spelar ndgon roll.

2. Rakneregler

Om limy- ¢ f(x) = L och limy- 4 g(x) = M galler bland annat:
lim(f+g)=L+ M, lim(fg) = LM
X—da X—a

och

lim@ = £ om M E 0.
x=ag(x) M

For kontinuerliga funktioner kan man ofta anvanda direkt insattning.

Kursen kallar det instoppningssatsen: ar f kontinuerlig i a far vi satta in x = a direkt, till exempel

) x+3 6 2

lim, 3 TG = § = 5 Forst nar insattningen ger en obestamd form behdvs omskrivning. Det finns
X

sju sadana:

Bl (21, [w-xl, [0-x) [0, [°] (=]

&) Instangningsregeln

Om f(x) < g(x) < h(x) nara a och limy_ 4 f(x) = limy— 4 h(x) = L, s ar aven limy— 4 g(x) = L.
Den anvands i §4 ochiexempleti §5.

3. Ensidiga gransvarden

De ensidiga gransvardena skrivs

lim f(x), lim f(x).
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Ett tvasidigt gransvarde existerar precis nar bada ensidiga existerar och ar lika:

limf() =L = lim () = lim f() =L

‘= Nar gransvardet inte finns

For f(x) = M fas
X

lin01 fC)=-1, lir(lgl+ f=1

sa det tvasidiga gransvardet existerar inte.

4. Standardgransvarden

Foljande ar sarskilt viktiga:

. sinx
Iim—=1
x-0 X

For 0 < x < m/2 galler sinx < x < tan x (stracka, bage, tangentstracka). Division med sin x och
instangning ger sinx/x — 1.

pellesmoln.org/kurser/MOO65M - 2026-10-19 89/213



MOO065M - Gransvarden

1,2

0,8
0,6
tan x

0,4

0,2

/ Harledning
sin x

—— — 1.14t0 < x < 3 och lagg vinkeln x i enhetscirkeln med O = (0,0),A = (1,0), P =

(Cosx sinx)ochT = (1 tan x). Triangeln OAP ligger i cirkelsektorn OAP, som ligger i triangeln
OAT:

sinx x tanx
R e & —,
2 2 2
e 2 . .
Multiplikation med —— > 0 och invertering ger
sin x
sin x
cosx < — < 1.
X
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sin x
Eftersom cosx — 1 gerinstangningsregeln —— — 1dax — 0. Funktionen &rjamn, s&
X
samma grans galler fran vanster.
In(1 + x
Ind %) =In((1 +x)"™).Medx = 1/nar (1 +x)"* =

X n
1+ %) — e, och eftersom In &r kontinuerlig gar uttrycket mot Ine = 1.

— 1. Logaritmlagarna ger

In(1 + x)
X

-1

X

- l1.Sattt=¢e*—1,altsdax =In(1 + t),dart - 0dax — O:

ef -1 _ t _ 1
x  In(1+6 In(l+0)

1
1
¢) Foljdgransvardet for cosinus

L2
1-cosx  sinx 1 1 1 - cosx

Forlang med 1 + cos x: - 5 Sarskilt galler — -0

X2 p% 1+ cosx

:= Typiskt anvandningsmonster

. sin 3x . sin3x
lim = lim .

x-0 X x-0 3x

5. Vanliga tekniker
&) Vanliga verktyg

o faktorisera och férkorta

e multiplicera med konjugat

e dela med hogsta potens vid x —

e anvand standardgransvarden

e anvand Taylors formel eller U'H6pitals regel nar kursen kommit dit

:= Insténgningsregeln

Eftersom —1 < sin(1/x) < 1 galler

—|x| < xsin(1/x) < |x]|.
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Bada yttertermerna gar mot 0, alltsa

lir%x sin(1/x) = 0.

/N Vanliga fel

. [8] = 1 eller 0. En obestamd form sager ingenting om vardet; den sager bara att vi maste

skriva om uttrycket.
X3

o Stryka faktorer utan att faktorisera. I gar det bara att forkorta nar vi sett att

x3—4x2+8
X — 2 ar en faktor i bdde taljare och namnare.

 Glomma ensidiga gransvarden vid absolutbelopp. |x — 2| byter uttryck i x = 2, s& vi

maste rakna fran héger och vanster var for sig.

sin 3x - . - . sin 3x
— 1. Standardgransvardet kraver samma uttryck i sinus och ndmnare:

-1
X . 3x
, Sin3x

,sa

—

X

6. Oegentliga gransvarden och asymptoter
Om
lim f(x) = +oo
x—a
har grafen ofta en vertikal asymptot x = a.
Om

lim f(x) =L

X — Foo
har grafen en horisontell asymptot y = L.

Raknetekniken for dessa fall finns i Oegentliga gransvarden.

7. Lésta ovningar
:= Forelasning 13, exempel 5 — konjugat

Vi beraknar
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x=14/x+3-2
¢ Lésning

Typ. Insattning ger [%]. Roten i namnaren tas bort genom férlangning med konjugatet

VXx+3+2.

Forlang. Konjugatregeln ger (vx+3 - 2)(v/x+3+2)=(x+3)-4=x—1:

x- D+ D/x+3+2) (x+ D)(Vx+3+2),

x B 1.
x—1

Satt in. Uttrycket ar kontinuerligti x = 1:

lim(x + 1)(vx+3+2) = 2(V4+2) =[g]

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

:= Forelasning 13, exempel 8 — polynomdivision

Vi beraknar

x>-8

2 A2 +8
¢ Lésning
Typ. Bade téljare och namnare ar 0 i x = 2, sa x — 2 ar en faktor i bada (faktorsatsen).
Faktorisera. Polynomdivision med x — 2 ger
3_9 - (yv_ 2 3_ 4,2 — (y— 2 _ 9, _
X’ —8=(x-2)(x"+2x+4), X’ —4x"+8=(x—-2)(x" —2x—4).

Forkorta och satt in.

X +2x+4  4+4+4

i =4 2-2-4 =

Stimmer med det handskrivna l6sningsférslaget.
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:= Forelasning 13, exempel 12 — absolutbelopp

Vi undersoker

|x - 2]
x—2 X2—4 '

¢ Lésning
Typ. Inséttning ger [%], och |x — 2| byter uttryck i x = 2:
|x=2] ={

Fran hoger.

I xX—2 i 1 1
xgg x—-2)(x+2) «x-22xt+t2 4

Fran vanster.

. -(x—-2) | 1
lim ———— = lim - __
Xx—2" (X—Z)(X+2) x-2"X+2 4

Slutsats. De ensidiga gransvardena ar olika, sd| gransvardet existerar inte |.

Stidmmer med det handskrivna l6sningsférslaget.

:= Forelasning 14, exempel 3 a-c — standardgransvarden

Vi beraknar

2) lim tan 4x b) lim 1 - cos x’ o lim tan 7x + x cos 5x + x2

x-0 7x x-0 X2 x—0 sin 10x + 5x

J Lbésning

, sin 4x
a) Skrivtan4x =
cos 4x

och gor sinusargumentet och namnaren lika:

tandx _sindx 4
7X 4x 7 cos 4x

4 4
> 1= ==
7 7

2

2 x = sin® x:

b) Férlang med 1 + cos x och anvand 1 — cos
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) 2
1-cosx sin x 1
= ( ) -

X2 p% 1+ cos x

c) Dela taljare och namnare med x:

sin 7x 1 . Byt
: : Ccos bx + x
7x___cos7x L /F1+0
10 - smleJr5 10 +5
10x

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

Lasning

e 1.2 Limits of Functions
e 1.3 Limits at Infinity

Se aven

e Kontinuitet

e Derivata

e Taylors formel

e QOegentliga gransvarden

e Gransvardesberakning med Taylor
Resurser

e 3BluelBrown: Limitsez
e Wikipedia: Limit of a functionrz
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Oegentliga gransvarden

#matematik #analys #envariabelanalys #gransvarde

Kurs: MO065M Forkunskaper: Gransvarden

“Oegentligt” anvands dels nar argumentet X — +oo, dels nar vardet f(x) — +oo.
Idén. Oegentliga gransvarden beskriver en funktions beteende [dngt ut och ndra en singularitet. De ger
grafens horisontella och vertikala asymptoter, och de rangordnar hur snabbt olika funktioner vaxer,

10
X
vilket avgdr vem som vinner i ett uttryck som —-
e

1. Mot oandligheten

lim f(x) = L

X— 00
betyder att f(X) kan géras godtyckligt nara L genom att valja x tillrackligt stort.
P& motsvarande satt definieras lim, _, s f(x). Grundgransvardet &r

lim — =0, n>0,

och nastan all rakning mot odndligheten gar ut pa att skriva om uttrycket sa att bara sadana
termer aterstar.

¢) Strategi: bryt ut det dominerande

Bryt ut den term som dominerar i ndmnaren (fér polynom: hégsta potensen) ur bade téljare och
namnare. DA gar alla 6vriga termer mot 0.
X +3 L XGrE) 040
lim = li S =
xot00 X3+ 2 xo4w x3(1+x—3) 1+0

For rationella funktioner avgor graderna svaret: taljarens grad lagre ger 0, samma grad ger kvoten av
ledande koefficienter, och hogre grad ger too,
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‘= Exempel — absolutbelopp mot —
Vi beraknar
2x—5

X——00 |3X+2|.

2 Lésning

Ta bort beloppet. For x < —% ar3x+2<0,s3 |3x+2| = —(3x + 2). Det galler for alla

tillrackligt negativa x.

Bryt ut x.

2x -5 o2=2

1m ———— = l1n 3
x-—m —(3x+2) x--o -3 2

2
3

Mot +oo blir svaret i stallet +%; grafen har tva olika horisontella asymptoter.

Stdimmer med det handskrivna [6sningsforslaget. (Forelasning 14, exempel 8.)

2. Vardet blir oandligt
lim f(x) = o
X—a
betyder att f(X) kan géras godtyckligt stort nira a. Motsvarar ofta en vertikal asymptot.

Strangt taget existerar gransvardet inte, eftersom oo inte ar ett tal, men skrivsattet talar om hur det inte

existerar. Ofta maste vi skilja pa sidorna:

1 1
lim — = oo, lim — = +oo, lim — = —oo,
x—0 x2 x—-0" X x-0" X

1
For — ar de ensidiga resultaten olika, sa dar kan vi bara séga att gransvardet inte existerar.
X
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&) Teckenstudium vid [%]

Gar taljaren mot ett tal ¢ & 0 och namnaren mot 0 blir kvoten obegransad. Tecknet bestams av

taljarens tecken och av vilket tecken namnaren har pd den sida vi narmar oss fran. Exempel:
X

——— — —oodax — —2, eftersom taljaren ar nara —2 och namnaren ar positiv pa bada sidor.
(2 +x)?
X

3. Standardgransvarden

imX =0, 1im ™ =0p>0)
m — =0, m— =
X — 00 eX X — 00 Xp (p
Tumregel: e* vaxer snabbare an varje potens, som vaxer snabbare &n In x.
I logaritmisk skala syns tillvaxtordningen: In x <K x} K e¥narx - .
eX
10°
10*
103 x3

102

y (log-skala)

10

1071

Kursens lista 6ver standardgransvarden for utantillkunskap innehaller fyra sadana jamforelser. For a >

0 galler

=0, lim — =0, lim |x|%" =0, lim x*Inx =0
a X— —00 x—0*

och dessutom, for varje reellt t,

t X
lim (1+-) =€,
X

X — 00

som innehaller (1 + )—1()X — ei Gransvarden som specialfallet t = 1.
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¢/ Hirledning

k
X
Den férsta. Forx > 0 are* > F for varje heltal k > 0; det ar en term i Maclaurinserien, se

Taylors formel. Valj k > a. D& ar

0 < x4 _ k! x4 k!
eX - Xk Xk_a

och instangningsregeln ger resultatet.

De tre andra féljer genom variabelbyte.

cInx s 1 as .
e x=¢,—=—=—+-— - 0das — oo,

Xa eaS;a eas
S
o x=-s:|x|%"=— - 0dds - .
1 . Tns .
e x=—x'Inx=—— - 0das — oo.
S s

4. Obestamda former mot oandligheten

Formerna [E] och [oo — oo] har inget givet varde; resultatet beror pa hur fort termerna véxer.
&) Tre verktyg

o [g]: bryt ut det dominerande (§1), eller jamfér tillvaxt med standardgransvardena (§3).
e [00 — o] med rétter: forlang med konjugatet, s& att skillnaden blir en kvot.
o Rétter och negativa x: v'x2 = | x|, som & —x narx < 0.

L'Hopitals regel ger ett alternativ for [g] och [2] n&r derivatan &r inférd; se Gransvardesberakning
med Taylor fér det kraftfullare verktyget for [%].

I\ Vanliga fel

e 0—00=00ch2 = 1.Bada&robestimda. v/x? + 2x — v/x2 = 2x = 2,inte0.

e /X2 = xforallax. Férx — —ooar4/x2 = —x, och tecknet pa svaret byts.

e Bryta ut fel term. Att dela med x i stallet for den hogsta potensen i namnaren lamnar kvar
termer som vaxer, och rdkningen gar inte att avsluta.

e Skriva limy_ )1( = o0, De ensidiga gransvardena har olika tecken; da existerar gransvardet
inte ens i oegentlig mening.
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5. Lésta ovningar

:= Forelasning 14, exempel 7 — rot i namnaren

Vi beraknar
) 2x—1
lim ——.
X3 4/3x2 + x + 1
2 Losning

Bryt ut x. Under roten bryter vi ut x%, och v/x2 = | x|:

-1
2x-1 _ x(2-3)
- .
x — +oo, Harar |x| = x:
2-1 2
lim 2 =|—
X — 00 3+l+i2 \/g
X X
X
x — —oo, Har&r |x| = —x, och kvoten Il =-1:
-2-1 2
llm #: _
X— —00 3+l+l2 \/g
X X

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

‘= Forelasning 14, exempel 9 — konjugat vid [0 — o]

Vi beraknar

lim (\/x2 +2x — V/x2 = 250
X— 00

¢ Lésning

Forlang med konjugatet. Skillnaden av kvadraterna tar bort rétterna i taljaren:
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2 ~ a2
VX2 +2x = /X2 - 2x = (29" -2 i :
VX2 +2x+/x2 - 2x VX2 +2x+ VX2 - 2x

Bryt ut x. Fér x > 0 ar vVx2 = x:

4 4
I -~ -2
"l*n"]°\/1+)2_(+\/1—§ L1

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

:= Asymptotbladet, 6vning 3 — sned asymptot

Vi bestammer asymptoten tilly = VX2 +xdadx — +oo, En linjey = kx + m ar asymptot
precis nar

k = lim [ och m = }15)10 (f(x) — kx)

X — 00 X

bada existerar.

/ Losning

Lutningen. For x > 0:

2+ 1
k=1lim X "% - lim4/1+==1.
X— 00 X X— 00 X

Forskjutningen. Nu uppstar [0 — 0o], och vi férlanger med konjugatet:

X 1 1
m=lim(Wx*+x-x)=lm —— = lim — = —,
2 )= e oo f1elyq 2

X

Svar.

1
Y 2

Facit:y = x + 1/2.

:= Ovning — exponential mot potens

Vi berdknar
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eX + X].O

m—
x—0 2eX +Inx
N\ . .
¢ Losning

Dominerande term. Enligt §3 vaxer e* snabbast, sa vi bryter ut * ur taljare och namnare:

10
exl0 1t
2ex+1Inx Inx’
2+
eX
.. .. Xlo lnx X .. o
Standardgransvarden. — — 0,och0 < — < — — 0férx > 1. Alltsd
ex ex ex

. eS+x0 1+0 |1
m — = | —
iom2ex+Inx 2+0 |2

Rimlighetskoll. Numeriskt i x = 200 blir kvoten 0,5000 pa fyra decimaler. Vid x = 20 &r den
daremot ungefar 1,06 - 10%, eftersom x'% dominerar anda tills x &r omkring 36.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

Lasning

e 1.3 Limits at Infinity and Infinite Limits

Se aven

e Gransvarden

e Grafritning och asymptoter

e Kontinuitet

e Gransvardesberakning med Taylor
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Kontinuitet

#envariabelanalys #kontinuitet

Kurs: MO065M Forkunskaper: Funktioner, Gransvarden

Idén. En kontinuerlig funktion gor inga hopp: sma &ndringar i x ger sma andringar i f(x), och grafen kan
ritas utan att lyfta pennan. Det &r kontinuiteten som gor direkt insattning i gransvarden tillaten, och den
bar de stora existenssatserna: en kontinuerlig funktion som byter tecken har ett nollstalle, och pa ett
slutet intervall har den ett stérsta och ett minsta varde.

1. Definition
Definition

Funktionen f ar kontinuerlig i punkten a om

1im ((x) = {(a)

Detta kraver tre saker:

1. f(a) ar definierad
2. limy -4 f(x) existerar
3. gransvardet ar lika med funktionsvardet

Ar ndgot av villkoren brutet siger vi att f ar diskontinuerlig i a.

Ensidig kontinuitet. f ar hdgerkontinuerligi a om limy- ¢+ f(x) = f(a) och vdnsterkontinuerlig om
lim, . - f(x) = f(a).Ieninre punkt ar f kontinuerlig precis nar den ar bade héger- och
vansterkontinuerlig. I en andpunkt av definitionsmangden racker den ena sidan: f ar kontinuerlig i
vanstra andpunkten a om den ar hégerkontinuerlig dar, och i hégra andpunkten b om den ar
vansterkontinuerlig dar.
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P& ett intervall. f ar kontinuerlig pa intervallet I om den &r kontinuerlig i varje punkt av I. En

1
kontinuerlig funktion ar kontinuerlig i varje punkt av sin definitionsmangd. Darfér ar — en kontinuerlig
X

funktion, trots grafens avbrott: x = 0 hor inte till definitionsmangden.

2. Typer av diskontinuitet

:= Havbar diskontinuitet

Funktionen

X -1

x—1

fx) =

har gransvardet 2 da x — 1, men uttrycket ar inte definierat i x = 1. Det &r en

havbar diskontinuitet.

Tre sorters diskontinuitet: ett hal som kan fyllas, ett sprang, och en funktion som oscillerar

utan gransvarde.

havbar: (x2 - 1)/(x - 1)

‘= Sprangdiskontinuitet

sprang: |x|/x oscillerande: sin(1/x)
1
1 o
0,5
0 0
-0,5
-l———0

-1

-2 -1 0 1 2 -0,5 0 0,5

Om vanster- och hogergransvardet finns men ar olika, har funktionen ett sprang. Exempel: f(x) =

|x]

~— forx & 0 och f(0) = 1 har lim, ¢ f(x) = =1 och lim, _. ¢+ f(x) = 1. Den &r
X

hogerkontinuerlig men inte kontinuerlig i 0, och inget val av f(0) kan ta bort spranget.

‘= Vasentlig diskontinuitet

Funktionen sin(1/x) nara x = 0 oscillerar s& mycket att ndgot gransvarde inte finns.
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3. Rakneregler

Om f och g ar kontinuerliga i a, sa ar aven f6ljande funktioner kontinuerliga i a:

e ft+g

e f-g

* fg
iomg(a)ﬁto
g

e sammansattningeng © f
Det innebar att elementara funktioner i allmanhet ar kontinuerliga pa sina definitionsmangder.

Polynom, rationella funktioner, rationella potenser XN = v/ XM, de trigonometriska funktionerna och
| x| &r alla kontinuerliga dar de &r definierade.

Satsen om sammansattning ger en regel som anvands hela tiden: en kontinuerlig yttre funktion far
flyttas forbi limes-tecknet. Om limy . g(x) = L och f &r kontinuerlig i L, s& ar

lim f(g(x)) = f(1im g(x)) = (L)

Det ar den regeln som ger In ((1 + X)) — Ine i harledningen av standardgransvardena
i Gransvarden.

4. Viktiga satser

4.1 Direkt insattning

Om en funktion &r kontinuerlig i en punkt far man berékna gransvardet genom direkt insattning.

:= Example

lim sin(x/2) = sin(nr/2) = 1
X—T
4.2 Mellanliggande vardets sats

¢&) Important

Om f ar kontinuerlig pa [a, b], s& antar den varje varde mellan f(a) och f(b).
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Sarskilt viktigt: om f(a) och f(b) har olika tecken finns minst ett nollstalle i (a, b).

Intervallhalvering: p(0) < 0 < p(1), sd en rot finns i [0, 1]. Varje halvering behaller den halva dar
teckenbytet sker.

0,5

rot = 0,682

p(0)=-1

[0;1]
-1,5 [0,5;1]
——— [0’5; 0,75]

e [0,625; 0,75]

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

¢ 1dé bakom satsen: halveringsmetoden

_ atb

Antag f(a) < 0 < f(b). Berakna f i mittpunkten m = %2. Ar f(m) = 0 &r vi klara; annars byter f
tecken pa en av halvorna [a, m] eller [m, b], och vi behaller den. Upprepat ger det en féljd av

inneslutna intervall med langderna — 0, dar f alltid &r negativ i vanster andpunkt och

n
positiv i hdger. Andpunkterna narmar sig ett gemensamt tal ¢ (detta kréver de reella talens

fullstandighet, som kursen tar for given). Kontinuiteten ger da f(c) < 0 fran vansterandpunkterna
och f(c) > 0 fran hogerandpunkterna, alltsa f(c) = 0.

Metoden ar ocksa ett praktiskt satt att ringa in ett nollstalle, se exemplet nedan.

‘= Exempel — ett nollstille till x> + x — 1

Vi visar att ekvationen x> + x — 1 = 0 har en lsning i intervallet (0, 1) och ringar in den till ett
intervall av langd %.
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J Lésning
Férutsittningar. p(x) = x> + x — 1 &r ett polynom och alltsa kontinuerligt pa [0, 1].

Teckenbyte. p(0) = —1 < 0 och p(1) = 1 > 0. Enligt satsen finns ett ¢ € (0, 1) med
p(c)=0

Halvera tre ganger.
67

1.3, 3.1, B -0

Tecknet byts mellan % och =, sa

5 3
¢ € (5. 7) = (0.625; 0,75)

Eftersom p'(x) = 3x2 + 1 > 0 ar p strangt vaxande, s l6sningen ar dessutom den enda.
Rimlighetskoll. Numerisk losning ger ¢ # 0,6823, som ligger i intervallet.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

4.3 Extremvardessatsen
¢) Important

Om f ar kontinuerlig pa ett slutet intervall [a, b], s antar den bade ett stérsta och ett minsta
varde dar.

Den satsen ligger bakom metoden for globala extremvarden i Extremvarden.

1
Satsen garanterar bara att extremvardena finns; den sager inte var. Bada villkoren behovs: — pa det
X

oppna (0, 1] saknar stérsta varde, och f(x) = x for x < 1, f(1) = 0 saknar stérsta varde pa [0, 1]
eftersom den ar diskontinuerligi 1.
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/\ Vanliga fel

1
 Anvinda satserna utan att kontrollera villkoren. — har f(—1) < 0 < f(1) men
X

inget nollstalle pa [—1, 1]; den &r inte kontinuerlig dar, eftersom 0 inte ens hor
till definitionsmangden.

e Extremvardessatsen pa oppet intervall. Pa (a, b) eller [a, o) kan st6rsta eller minsta
varde saknas.

e Tro att en formel for x B a riacker. Kontinuitet i a kraver att f(a) ar definierat och lika med
gransvardet; en havbar diskontinuitet tas bara bort om vi definierar f(a) som gransvardet.

 Blanda ihop “kontinuerlig funktion” och “kontinuerlig pd R”. — ar en kontinuerlig
X

funktion men gar inte att utvidga kontinuerligt till x = 0.

5. Kontinuitet och analysens fortsattning
Kontinuitet fungerar som bryggan mellan Gransvarden och Derivata:

e forst studerar man om gransvardet finns
e sedan om det sammanfaller med funktionsvardet

e darefter kan man undersoka forandring med derivata

Integraler kraver ocksa ofta kontinuitet for att fundamentalsatsen ska gélla i sin vanligaste form.

6. Losta o6vningar
‘= Forelasning 15, exempel 4 — kontinuerlig utvidgning

Funktionen

t2—5t+6
t =
0= 2=1%

ar inte definierad i t = 3. Vi undersoker hur f kan definieras dar sa att den blir kontinuerligit = 3,
och om samma sak garit = —2.

 Losning

Faktorisera.

pellesmoln.org/kurser/MOO65M - 2026-10-19 108 /213


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Gr%C3%A4nsv%C3%A4rden
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Derivata
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Integraler

MO065M - Kontinuitet

(t-2)(t-3)

f©) = =3 Df =R\ {-2, 3}.

Gransvardetit = 3.
t-2 1
li t) =lim — = =
tl—»HS.If() tgr?}t+2 5
Utvidgningen. Satt
N f;—; (B -2, (B3,
f©) = il

= t=3.
5

DA arlim,_ 3 fN(t) = fN(3), sa|f(3) = % ger kontinuitet. Diskontinuiteten i t = 3 ar havbar.

It = —2. Taljaren gar mot —4 E 0 och namnaren mot 0, sa f(t) — oo fran de tva sidorna.

Nagot andligt gransvarde finns inte, och| f kan inte goras kontinuerlig i t = -2 |

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

‘= Forelasning 15, exempel 5 — extremvirden pa slutet intervall

Summan av tva icke-negativa tal ar 8. Vi bestammer den minsta och den stérsta méjliga summan
av talens kvadrater.

J Losning
Modell. Talen ar x och 8 — xmed 0 < x < 8. Vi soker min och max av

f(x) = x> + (8 — x)°, x € [0, 8].

Existens. f ar ett polynom och allts& kontinuerlig pa det slutna och begransade intervallet
[0, 8]. Extremvéardessatsen garanterar att bade minsta och storsta varde antas.

Kvadratkomplettera.

f(x) = 2x*> — 16x + 64 = 2(x — 4)* + 32.

Minimum f3s da (x — 4)? = 0:|f(4) = 32|

Maximum f&s d& X ligger s& langt fran 4 som méjligt, i andpunkterna: [f(0) = f(8) = 64 |.
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Stimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

:= Ovning — vilj konstanten

Vi bestammer konstanten a sa att

ax’*+1, x<1,
3x—a, x=>1

fe) =1

blir kontinuerlig pa hela R.

2 Lésning

Dar det racker med raknereglerna. For x < 1 och x > 1 &r f ett polynom och alltsa
kontinuerlig. Bara skarven x = 1 aterstar.

Ensidiga gransvarden.

lim f(x)=a+1, hf{l f()=3-a=f).

x—-1"

f ar alltsa hogerkontinuerlig i 1 for varje a.
Villkor. Kontinuitet kraver att de ar lika:a + 1 = 3 — q, alltsa .

Rimlighetskoll. Med a = 1 4r f(0,999) = 0,999% + 1 ~ 1,998 och f(1) = 2, och skillnaden

krympernarx — 1 .

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

Lasning

e 1.4 Continuity

Se aven

e Gransvarden
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e Derivata

e Extremvarden

e Integraler

e QOegentliga gransvarden

Resurser

e Khan Academy: Continuity
e Wikipedia: Continuous functione
e Wikipedia: Intermediate value theoremrz
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Dexrivata

#envariabelanalys #derivata

Kurs: MO065M Forkunskaper: Gransvarden, Kontinuitet

Derivatan svarar pa fragan hur snabbt dndras funktionen just hdr? Vi kan inte dela en foréandring med
ett tidsintervall av langd noll, s vi gor det nast basta: vi mater medellutningen Gver ett litet intervall

och later intervallet krympa. Gransvardet, om det finns, ar tangentens lutning.

1. Definition
Definition

Derivatan av f i punkten a definieras av

f @ - i [0~ 1@

Derivatan mater funktionens momentana forandringshastighet.
¢) Idén — fran sekant till tangent

Linjen genom P = (a, f(a)) och en rérlig punkt Q = (a + h, f(a + h)) pa kurvan ar en sekant.

Dess lutning ar differenskvoten

fla+h)—f(a) _fla+h)-f(a)
(@+h)—a h ‘

Nar Q glider mot P vrider sig sekanten kring P . Vi definierar tangenten som den linje genom P

vars lutning ar gransvardet av sekanternas lutningar.

Den alternativa formen
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g X)) = f(a)
f@ = tim SO0

ar ofta praktisk.

Existerar gransvardet sager vi att f ar deriverbar i a. Later vi punkten variera far vi en ny funktion f
och vi skriver

. d d , d
Y === —f(0=Df(x).  f(x0)=

X=Xq

:= Exempel — derivatan av \/)_< ur definitionen

Vi bestammer f (x) for f(x) = /X, x > 0, direkt ur definitionen.

J Lésning

Forlang med konjugatet sa att rottecknen forsvinner ur taljaren:

\/x+h—\/§:(\/x+h—\/§)(\/x+h+\/>_<): x+h)-x 1
h h(v/X + h + /%) h(VX+h+yX) Vx+h+x

L&th — 0. Roten &r kontinuerlig, s& v/x + h — y/xoch

, 1 1
_ s 1
X)=|z—F=|==zx "
Det stammer med potensregeln (x") = nx""! férn = %

Stémmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

2. Geometrisk och fysisk tolkning

e geometriskt: tangentens lutning i punkten (a, f(a))
e fysiskt: momentan hastighet om f beskriver lage som funktion av tid

Sekanterna genom (1, 1) och (1 + h, (1 + h)?) vrids mot tangenteny = 2x — 1 narh - 0.
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sekanter

Tangentens ekvation ar

y = f@)+f (a)(x - a)

Normalen ar linjen genom samma punkt som star vinkelratt mot tangenten. Tva linjer med lutningarna
ki och ky ar vinkelrata nar kik, = —1, s& om f'(a) B 0 ar normalen

1

y=f@- o

(x —a).

‘= Exempel

Om f(x) = x* ocha = 3,s3 ar f (x) = 2x och f (3) = 6. Tangenten blir
y=9+6(x-3)=6x—-09.

Normalen har lutningen —%, alltsay =9 — %(x - 3).

 Vertikal tangent och spets

Gransvardet kan bli oandligt. Fér f(x) = x> ar

fO+h)-fO _h"” _ 1

- == — +oo fran bada hall,
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sa grafen &r slat men har y-axeln som (vertikal) tangent i origo; f ar inte deriverbar dar. For f(x) =
x*3 blir differenskvoten 1/h'/3, som gar mot +oo fran hoger och —oo fran vanster. Kurvan har en
spets i origo och saknar tangent dar.

/\ Vanliga fel

e Satta h = 0O for tidigt. Differenskvoten ar alltid % i h = 0; forst maste h forkortas bort
(utveckla, forlang med konjugat, gor liknamnigt).

e Blanda ihop f (x) och f (a). Tangentens lutning &r ett tal, f (a). Skriver viy = f(a) +
f (x)(x — a) blir “tangenten” ingen rit linje.

e Punkten ligger inte pd kurvan. Tangent genom en punkt utanfor kurvan kraver att
tangeringspunkten (a, f(a)) inférs som obekant (se Forelasning 17, exempel 7 nedan).

o Normalens lutning. Den ar —1/f (a), inte 1/f (a) och inte —f (a).

3. Standardregler

Regel Foxrmel
Konstantregel (c) =0
Potensregel (x") = nx"1
Summaregel f+g) =f +g
Produktregel  (fg) =fg+fg
fy_fo-fg

Kvotregel (=) 5
g g

Kedjeregel (f e 9)x) =f(gx)g (x)
Reglerna harleds och 6vas i Deriveringsregler.
& Tip

Kedjeregeln kan sammanfattas som: yttre derivata ganger inre derivata.
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:= Kedjeregel

d 2 2 2
—e¥ = e+ 2x = 2xe”
dx

¢ Harledning: potensregeln forn = 1,2,3, ...

Faktoriseringen a" — b" = (a — b)(@™ ' + a"2b + -+ + ab™? + b" ), med n termer i den andra
parentesen, germeda = x+ h,b=xocha—-b=nh

x+h)" = x" _ _ _ _
£———i:;————:(x+h)”1+(x+h)”2x+---+(x+h)x”2+x”1.
Narh — 0 gar varje term mot X" %, och det &r n termer:
d n n—1
—X =nx .
dx

4. Deriverbarhet och kontinuitet

¢) Important

Om f &r deriverbar i a, sa ar f ocksa kontinuerligi a.

2 Harledning
Eftersom differenskvoten har gransvardet f (a) galler
+h) - :
lim (f(a + h) - f(a)) = lim LW =1@ ey, 0=0,
h—-0 h—-0 h
alltsd f(a + h) — f(a)narh — 0. Det ar precis definitionen av att f ar kontinuerlig i a.

Omvandningen galler daremot inte alltid.

:= Klassiskt motexempel

Funktionen f(x) = | x| &r kontinuerlig i 0, men inte deriverbar dar eftersom vanster- och
hégerderivatan ar olika. Differenskvoten i 0 &r | h|/h, som &r 1 f6r h > 0 och —1 fér h < 0. For
x B 0arf (x) = sgn(x).
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Tumregel: derivatan finns dar kurvans lutning andras “mjukt”. I ett hérn, en spets eller en vertikal

tangent saknas den.

5. Vanliga derivator

Funktion

e*

In x

sin x

COS X

tan x

Harledningarna finns i Elementara funktioners derivator. Hogre derivator anvands sedan i Taylors

Derivata

"N
>

X< | =

COS X

—sinx
1
cos? x

formel och analys av Extremvarden.

6. Varfor derivatan ar central

Med derivatan kan man:

e avgbra om en funktion vaxer eller avtar

e hitta lokala och globala extremvarden

e approximera funktioner med tangenter och Taylors formel

e koppla ihop férandring och area via Integraler

7. Losta Oovningar

‘= Forelasning 17, exempel 1 — tangent ur definitionen

Vi bestammer en ekvation for tangenten till kurvan y = 2x* — 5 i punkten (2, 3), med hjalp av

derivatans definition.
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J Lésning

Lutningen. Med f(x) = 2x> — 5 ar

_ 2y _ & _ 2
kzlimf(2+h) f(2):hm2(4+4h+h) 5 3:11m8h+2h
h-0 h h-0 h h-0

=i =+ =
lim(8 + 2h) = €

Enpunktsformeln.y — 3 = 8(x — 2), dvs

y=8x—-13

Stimmer med det handskrivna l6sningsférslaget.

:= Forelasning 17, exempel 7 — tangent genom en punkt utanfér kurvan

Vi bestammer de tangenter till kurvany = x% + 3 som gar genom punkten (1, 0).

f Losning

Punkten ligger inte pa kurvan (12 + 3 & 0). Vi kallar tangeringspunkten (a, a® + 3) och
soker a.
Tangenteni (a,a’ + 3).y = 2x ger lutningen 2a, s&
y = (a* +3) = 2a(x - a).
Villkoret. Tangenten ska ga genom (1, 0):
0-(a*+3)=2a(l-a) & a*-2a-3=0 < (a+1)a-3)=0.

Tvatangenter.a = —1gery —4 =-2(x+ 1)ocha =3 gery — 12 = 6(x — 3):

y=-2x+2 och y=6x—-6

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

‘= Forelasning 17, exempel 8 — tangent till en rationell funktion

Vi bestammer tangenten till kurvany = f(x) = i x = 2.Vihar annu ingen kvotregel, sa
X

+2

lutningen tas fram ur definitionen.
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¢ Lésning

N

Punkten. f(2) = — = 1.

N

Lutningen. Vi gor liknamnigt i taljaren:

22+h)
o g et g, GG,
h-0 h h—-0 h(4 + h)

Tangenten.y — 1 = %(x —2),dvs

Rimlighetskoll. Kvotregeln ger f (x) =

4
(x +2)

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

Lasning

e 2.1 Tangent Lines
e 2.2 The Derivative

Se aven

e Kontinuitet

e Extremvarden

e Taylors formel

e Integraler

e Deriveringsregler

e Elementara funktioners derivator

Resurser

e 3BluelBrown: The derivativerz
e Khan Academy: Derivative as a conceptr
e Wikipedia: Derivative
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Deriveringsregler

#matematik #analys #envariabelanalys #derivata

Kurs: M0O065M Forkunskaper: Derivata

Att derivera ur definitionen fungerar, men blir snabbt ohanterligt. Deriveringsreglerna sager hur
derivatan av en summa, en produkt, en kvot och en sammansatt funktion byggs upp av delarnas
derivator. Med dem och en kort tabell 6ver elementara derivator kan vi derivera i stort sett varje
formeluttryck utan att rakna ett enda gransvarde.

1. Linjaritet
Om f och g &r deriverbara galler:
(f+9) =f +g
(cf) =cf

Derivering ar alltsa en linjar operation: vi kan derivera term fér term och bryta ut konstanter. Bada
foljer direkt av gransvardeslagarna for summor och konstanta faktorer.

2. Produktregeln

(fg) =fg+fg | (produktregeln)

&) Idén

Tank pa f + g som arean av en rektangel med sidorna f och g. Véaxer sidorna med Af och Ag
tillkommer tva remsor, Af * g och f * Ag, plus en liten hornruta Af Ag som ar forsumbar i

gransen. De tva remsorna ar de tva termerna i regeln.
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¢/ Hirledning

Vi lagger till och drar ifran f(x)g(x + h) i taljaren:

fx+mg(x+h) ~ fx)g9(x) _ fx+h) ~ &)
h h

gx+h)-g(x)
p .

glx +h) +f(x)

Narh — 0 gar den forsta kvoten mot f (x) och den andra mot g (x). Eftersom g ar deriverbar ar
den ocksa kontinuerlig, s& g(x + h) — g(x). Kvar blir f (x)g(x) + f(X)g (x).

Regeln upprepas for fler faktorer; varje term deriverar en faktor i taget:

(fgh) =fgh+fgh+fgh.

3. Kvotregeln

Ly =19 —2f 9| (kvotregeln)
9 g
. . 1 g I
Specialfallet f = 1 ar reciprocitetsregeln (—) = —=, som galler dar g & 0.
g g
2 Harledning
Reciprocitetsregeln. Vi gor liknamnigt:
1 1
gx+h) g _ 1 Y -gx) g™
h gx)g(x +h) h g(x)°
- f 1 )
Kvotregeln. Skriv — = f * — och anvéand produktregeln:
g
o , S
(i) :f -_+f-(—g_2):M.
g 9 g g

‘= Exempel — kvotregeln

2+ 2t
2-1

Videriverar z(t) =
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J Lésning

0= e+2)E-1) - (B +20)-2t _28+20-2t-2-20 -4 | 2 +t+1)
- (2 - 1) (2 - 1) (2 - 1)

Stimmer med det handskrivna l6sningsférslaget.

4. Kedjeregeln

(f°g)®)=f(gx) gx| (kedjeregeln)

Medy = f(u) och u = g(x) blir regeln i Leibniz notation

dy dy du

dx du dx’
Den yttre funktionen deriveras med den inre orérd, och resultatet multipliceras med den inre
funktionens derivata. Med tre led blir det (f(g(h(x)))) = f (g(h(x))) - g (h(x)) * h'(x).

‘= Example

q sin(x?) = cos(x?) * 2x.
dx

2 Harledning (skiss)

Sattu = g(x) och k = g(x + h) — g(x). Eftersom g ar deriverbar ar den kontinuerlig, sak — 0
narh — 0.0m k & 0 kan vi férlanga:
flgx+ ) —f(gx) _ flu+k)—f(w) gx+h)-gXx)

K =D T — g .

Skissen haltar om k = 0 fér oandligt manga h nara O (till exempel om g ar konstant nara x). Ett
fullstandigt bevis som undviker det finns i Adams.
:= Exempel — tre led

1
2+43x+4

Videriverary =
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Z Lésning

S

Dela upp.y =

Multiplicera.

,u=2++/v,v =3x+4, med derivatorna

G o

du

1 du 1 dv _

1
2./V 3=

u?’ dv 2V dx

3.

3
2/3x+ 42 +/3x+ 4y

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

5. Kopplade hastigheter

Nar tva eller fler tidsberoende storheter hanger ihop genom en ekvation kan vi derivera ekvationen

med avseende pa tiden t. Da far vi en ekvation som relaterar storheternas andringshastigheter, och

den kan losas for den okanda hastigheten.

&) Arbetsgang

1. Rita en figur och infor storheterna som funktioner av t.

2. Skriv sambandet mellan dem (area, volym, Pythagoras, trigonometri).
3. Derivera sambandet med avseende pa t — med produkt- och kedjeregeln.

4. Forst nu satter vi in vardena vid den aktuella tidpunkten och l6ser ut den sokta derivatan.

‘= Exempel — rektangel med konstant area

Vid en viss tidpunkt &r en rektangel 16 m lang och 12 m bred. Bredden ¢kar med 3 m/s. Vi

bestammer hur snabbt langden andras om arean ar oférandrad.

J Losning

Samband. A(t) = b(t) £(t).
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Derivera. Produktregeln gerA' = b€ + b¥'.

Sattin.A =0,b =3,b=12,£ = 16:

0=3-16+12¢ < ¢ =|-4m/s

Langden minskar med 4 m/s.

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

/\ Vanliga fel

e Glémma inre derivatan. (2x + 3)®) = 6(2x + 3)° - 2, inte 6(2x + 3)°.
e (fg) =f g .Produktens derivata ar inte produkten av derivatorna; motsvarande gller

for kvoten.

e Tecken och ordning i kvotregeln. Taljaren ar f'g - fg', med minus och i den ordningen.

Byts termerna byter svaret tecken.

e Sattain varden for tidigt vid kopplade hastigheter. Deriverar vi efter att ha satt in r = 5 blir

dr/dt felaktigt noll.

6. Losta O6vningar
‘= Forelasning 18, exempel 5 — forenkla fore kvotregeln

Vi beraknar y' om

2 Losning

Forenkla dubbelbraket genom att forlanga med 3x + 1:

O Bx+1x 0 3 +x
Y T x@x+1)+1 62 +2x+1

Kvotregeln.
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. (6x+1)(6x* +2x + 1) — (3x% + x)(12x + 2)
V (6x% +2x + 1)? '

Forenkla taljaren. (36x> + 18x% + 8x + 1) — (36x> + 18x? + 2x) = 6x + 1, s&

3 bx+1
Y T 62+ 2x+ 1)

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

:= Forelasning 18, exempel 19 — vaxande cylinder

Volymen av en rat cirkular cylinder ar 60 cm? och vixer med 2 cm>/min vid en tidpunkt d&
radien ar 5 cm och 6kar med 1 cm/min. Vi bestammer hur fort hdjden dndras vid denna tidpunkt.

2 Lésning
Samband. V = irh med V, r och h som funktioner av t.

Derivera med produkt- och kedjeregeln:

dv dr dh
— =2nr —h S
a Ta "
— \% 60 12
Héjden vid tidpunkten.h = — = — = — cm
mr? 5t 5
dv dr
Sattin— =2,r=5 — = 1:
N dt
12 h h h 22
2=2mn+5"1— +25nd— =24+25nd— = d— =|——— cm/min | * —0,28 cm/n
51 dt dt dt 257

Ho6jden minskar: radien vaxer sa snabbt att volymokningen inte racker till.

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

‘= Forelasning 18, exempel 20 — stege mot en vagg

Oversta delen av en 5 m lang stege vilar mot en vertikal vagg. Basen dras bort fran viggen med %
m/s. Vi bestdmmer hur fort stegens topp aker nedat langs vaggen nar den ar 3 m éver marken.
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J Lésning

Samband. Med basens avstand x(t) till vaggen och toppens héjd y(t) ger Pythagoras x* +
2 _
y- = 25.

Derivera med avseende pa t:

dx dy
2x— +2y— =0

“a Y

dx 1

Sﬁttin.y=3gerx=\/25—924,ocha=§:
1 dy dy 4
A 4+92.2 2L = L = o
27437235 =0= =75

Toppen aker nedat med 3 m/s |.

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

Lasning

e 2.3 Differentiation Rules

Se aven

e Derivata
e Elementara funktioners derivator
e Kedjeregeln

e Implicit derivering

Resurser

e 3BluelBrown: Chain rule and product rulerz
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Elementara funktionexs derivator

#matematik #analys #envariabelanalys #derivata

Kurs: M0O065M Forkunskaper: Derivata

Med deriveringsreglerna kan vi derivera sammansatta uttryck, men bara om vi redan kanner
derivatorna av byggstenarna: potenser, exponential- och logaritmfunktioner, trigonometriska
funktioner och deras inverser. Tabellen nedan ar den listan. Varje rad kommer ur ett
standardgransvarde, och harledningarna visar vilket.

1. Tabell
Funktion Derivata
N nx!
eX ex
a* a‘lna
Inx 1/x
log, x 1/(xIna)
sin x COS X
COS X —sinx
tan x 1/ cos® x

arcsin x 1/4/1 — x2
arccos x -1/vV/1 - x2

arctan x 1/(1+x%)
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Potensregeln X" = nx"1 galler for alla reella exponenter nar x > 0 (se avsnitt 2). De trigonometriska
formlerna forutsatter att vinklar mats i radianer.

2. Exponential- och logaritmfunktioner

Talet e ar den bas som gor att tangenten tilly = a*ix = 0 har lutningen 1. Ur det foljer hela raden av
derivator for exponential- och logaritmfunktioner.

2 Hirledning: (¢¥) = X och (@*) = a*Ina

For f(x) = a* ar

x+h X h

’ - _1
f(x)=lim—a = ¢*lim &
h—-0 h 0

= a'f (0).

Derivatan &r alltsa proportionell mot funktionen sjalv. Fér a = e ar f (0) = 1 per definition, s&

(€¥) = e*. Fér andra baser skriver viom @* = X% och far med kedjeregeln
d X d xIna |
—a' = —e"""=Ina-e""=a"lna.
dx dx
h _ h _
Som biprodukt far vi standardgransvardena }llim = 1och }lim A =Ina.
-0 -0

2 Harledning: (Inx) = 1/x

In(1 + k)

Forst standardgransvardet Il(in(l) = 1:satth = In(1 + k), alltsd k = e = 1,ochh - 0

nark — 0.DAaar

In(1+k) _ h

k eh—l_)l'

For x > 0 ger logaritmlagarna och substitutionen k = h/x

h
1 —
In(x + h) — Inx n(1+x)

h h k X

_In(l+k) 11

>

Inx ,
Eftersom log, x = — foljer (log, x) . Samma resultat fas ur inversens derivata,
Ina xIna

eftersom In ar inversen till e*.
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/ Harledning: (x*) = ax®! for reellaa ochx > 0

alnx

Skrivx? = "%, Kedjeregeln ger

ixa — E ealnx — a
dx X

3. Trigonometriska funktioner

Derivatorna av sinus och cosinus bygger pa tva standardgransvarden (vinkeln i radianer):

a
- X = dax
X

a—-1

0.

. sinh . 1-cosh
lim — =1, lim —— =
h-0 h h-0 h

/ Harledning: (sinx) = cosx och (cosx) = —sinx

Additionsformeln sin(x + h) = sinx cos h + cos x sin h ger

sin(x + h) — sinx sinh . 1-cosh
=CosX* — —sinx+ ———

h h h

P& samma satt ger cos(x + h) = cosx cos h — sinxsin h

/' Harledning: (tan x)

Kvotregeln ger

— cosx-1—-sinx-0 =cosx.

cos(x + h) — cos x ) sinh 1-cosh ,
= —sinx* —— - cosx* ——— —> —sinx.
h h
d sinx _ cosx:cosx—sinx- (-sinx) _ cos®x +sin®x
dx cos x Cos? x cos? x

Med trigonometriska ettan blir taljaren 1; delar vi i stallet upp braket far vi 1 + tan? x. Bada

formerna ar anvandbara:

d . 1
—tanx =
dx cos? x
P4 samma satt ger reciprocitetsregeln
d . 1 d 1 sin x
— cotx = — —_—— = ,
dx sin® x” dx cosx  cos?x
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4. Hyperboliska funktioner

For de hyperboliska funktionerna féljer allt direkt ur (€*¥) = +e**:

i sinh x = cosh x, i cosh x = sinh x, i tanhx = 1 - tanh?® x.
dx dx dx

_ S def-e* eete*
Till exempel ar — =

d > = i Lagg marke till att cosh saknar det minustecken som cos har.
X

5. Logaritmisk derivering

fx)

f( ) f(x) & 0.

—1 [f)] =

=

For f > 0 ar det kedjeregeln; for f < 0 arIn |f| = In(—f) och derivatan —_f samma sak. Specialfallet

f(x) = xger(In |x|) = 1/xforallax & 0.

Formeln gor det moijligt att derivera variabel bas upphojt till variabel exponent, dar varken potens-
eller exponentialregeln galler. Forf > 0 gery = f9 attIny = g Inf, och derivering av bada sidor ger

Yogmfrgl = y=( lnf+gf)f
y f f

:= Exempel — derivatan av 5%*1

Vi deriverar y = 5*1,

/ Losning
— p@xt1)In5.

Skrivommede.Iny = (2x+1)In5,say

Kedjeregeln.

y =e&DIS. 55 =|21p5 - 51

Stimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.
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6. Arcusfunktioner

Derivatorna av arcsin, arccos och arctan i tabellen harleds med regeln for inversa funktioners
derivata; se aven Arcusfunktioner. De ar algebraiska, trots att funktionerna sjalva ar transcendenta,
och darfor dyker de upp som primitiva funktioner till rationella uttryck och rotuttryck.

[\ Vanliga fel

o (a¥) = xa*. Potensregeln giller nar exponenten ar konstant. Med variabel exponent &r
det (@*) = a*Ina.

o (x) =x-x""eller x*In x. Bada ar fel; varken bas eller exponent ar konstant. Skriv x* =
eX"X (eller derivera logaritmiskt).

o Grader i stillet for radianer. (sin x) = cos x bygger pa sin h/h — 1, som bara gller
i radianer.

' X 1
e Tappainre derivatan i logaritmen. (In(x> + 1)) = T 1 inte — 1
X X

7. Lésta ovningar
‘= Forelasning 19, exempel 2 — kritisk punkt for x*

Vi bestammer alla kritiska punkter till f(x) = x*, x > 0.

2 Lésning
Skrivom.Iny = xInx, sy = eX!"X,

Derivera med kedje- och produktregeln:
! X In x 1 _
f(x)=e (1-lnx+x-;)—xx(1+lnx).

LﬁSf'(X)ZO.XX>0,S§.f’(X):0 — 1+lhx=0  lnx=-1:

Q|

Funktionsvardet dar ar f(1/e) = (1/e)"¢ = e”V¢ ~ 0,692. Eftersom f < 0 fér x < 1/e och
f > 0forx > 1/e ar det ett minimum.
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Stimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

‘= Forelasning 19, exempel 5 — tangenter genom origo

Vi bestammer de tangenter till kurvornay = e* respektive y = In x som gar genom origo. Ingen
av kurvorna gar sjalv genom origo.

J Lbésning

y = €. Tangenteni(a, e?) ary — e® = e?(x — a). Den gar genom origo om

0-e"=e(0-a) &= e"=ae’ <= a=1,
sd tangentenary —e = e(x — 1), dvs .
y = Inx. Tangenteni (b, Inb) &y —Inb = +(x — b). Den gar genom origo om

0—lnb=%(0—b) — Inb=1 < b=e,

sa tangenten ar

<
Il
oI X

Rimlighetskoll. Kurvorna &r varandras spegelbilder iy = x, och det ar tangenterna ocksa:

y = ex speglad blirx = ey, alltsd y = x/e.

Stimmer med det handskrivna lb6sningsforslaget.

:= Forelasning 19, exempel 6 — trigonometrisk kvot

— COS X )
i beraknar — (———).
dx “1 +sinx

/ Lbésning

Kvotregeln.

—sinx (1 +sinx) —cosx ' cosx _ —sinx — (sin” x + cos? X)

(1 + sinx)? (1 + sinx)?

pellesmoln.org/kurser/MOO65M - 2026-10-19 132/213



MOO065M - Elementara funktioners derivator

Trigonometriska ettan gor taljaren till —(1 + sin x), och en faktor férkortas bort:

B 1
1 +sinx

Stimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

Lasning

e 2.5 Derivatives of Trigonometric Functions
e 3.3 The Natural Logarithm and Exponential Functions

Se aven

e Deriveringsregler

e Arcusfunktioner

e Hyperboliska funktioner

e Inversa funktioners derivata

e Exponentialfunktioner och logaritmer
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Implicit derivering

#matematik #analys #envariabelanalys #derivata

Kurs: MO065M Férkunskaper: Derivata, Kedjeregeln

Manga kurvor i planet ar inte grafen till en funktion y = f(x). De beskrivs i stéllet av en ekvation i tva
variabler. Implicit derivering ger anda tangentens lutning i varje punkt, utan att vi behéver l6sa ut y.

1. Implicit form

En ekvation F (x,y) = 0, dar F (x, y) ar ett uttryck i x och y, kallas en implicit beskrivning av kurvan.
Cirkeln med radie 5 och centrum i origo ar

X +y?=25 & F(x,y)=x*+y*-25=0.

Ibland gér det att l6sa ut y: har far viy = 4/25 — x? (6vre halvcirkeln) och y = —/25 — x? (undre).
Men for en kurva som x2y3 — x3y? = 12 gér det inte i praktiken. Vi sager att sambandet definierar y
som en (eller flera) implicit definierade funktioner av x.

2. Metoden

Nar y ar en funktion av x men &r given av ett samband F (x, y) = 0, deriverar man bada sidor med x

och léser ut y'.

Cirkeln x> + y? = 25 och tangenten i (3, —4), dary' = —x/y = 3/4.
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y =%x - 25/4

¢) Arbetsgang

1. Betrakta y som y(x).

2. Derivera bada leden med avseende pé x. Varje term som innehaller y ger en faktory'
via kedjeregeln.

3. Samla termerna med y' pa ena sidan och l6s uty'.

4. Satt in punktens koordinater — bade x och y.

Nyckeln ar kedjeregeln med y som inre funktion:

L9 =90)y
X

& Tip

Kom ihag kedjeregeln varje gang y forekommer: (y?) = 2yy, (siny) = cos(y)y .

d ,
Produkter av X och y kraver dessutom produktregeln: d—(x2y3) = 2xy3 + x% - 3y%y.
X
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i= Cirkelx®* +y? =1

Derivera bada sidor:

2x+2yy'=0=>y'=—;<—1

Svaret beror pa bade x och y. Det ar naturligt: i en och samma x-koordinat har cirkeln tva punkter, med
motsatta lutningar. Dary = 0 ar tangenten vertikal och y' odefinierad.

‘= Exempel — tangent och normal till en cirkel
Vi bestammer tangenten och normalen till cirkeln x* + y? = 25 i punkten (3, —4).

/ Lbésning

: . X
Deriveraimplicit. 2x + 2y y =0,sdy = —;.

; 3
I punkten.y = —:1 =

W

Tangenten.y + 4 = %(x —3),dvs

3 B 25
Y= 3
4
Normalen har lutningen —%:y +4 = —%‘(x - 3),dvs|y = _§X I

Rimlighetskoll. Normalen gar genom origo, cirkelns medelpunkt, precis som en radie ska.

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

¢ Harledning: varfér metoden fungerar

Antag att y = y(x) ar deriverbar och uppfyller F (x, y(x)) = 0 for alla x i ett intervall. D4 &r
vansterledet en funktion av x som ar identiskt noll, sa dess derivata ar noll. Varje term deriveras

med de vanliga reglerna; en term g(y(x)) ger enligt kedjeregeln g'(y(x)) y (x). Resultatet ar en
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ekvation som &r linjér iy och darfor alltid kan l6sas, utom dar koefficienten framfor y’ ar noll. Dar
har kurvan vertikal tangent, eller sa beskriver ekvationen inte y som en deriverbar funktion av x
nara punkten.

3. Andra derivatan

y” fas genom att derivera uttrycket ft')ry' en gang till — implicit, eftersom det innehaller y — och sedan
erséttay' med uttrycket vi redan har. Ofta kan kurvans ekvation anvandas for att forenkla resultatet (se
Forelasning 20, exempel 4 nedan).

[\ Vanliga fel

, d ,
e Glommay. a(y?’) = 3y?y, inte 3y?. Samma fér varje term med y, dven inne i en produkt.

e Derivera hégerledet fel. En konstant som 12 ger 0; hogerledet deriveras ocksa.

o Barasittain x. Lutningen y’ = —x/y kréaver punktens y-koordinat; cirkeln har tva punkter
for varje x.

¢ Dela med noll. Dar koefficienten framf('jry' ar noll (till exempely = 0 pa en cirkel) ar

tangenten vertikal, och y' saknas.

4. Losta o6vningar
‘= Forelasning 20, exempel 3 — tangent till en implicit kurva

Vi bestammer tangentens ekvation till kurvan x*y> — x>y? = 12 i punkten (-1, 2).

2 Lésning
Punkten ligger pa kurvan. (—1)2 23— (—1)3 22 =8+4=12.

Derivera implicit med produktregeln och kedjeregeln:
2xy® +x2 - 3y%y - (3x%y? +x3 - 2yy) = 0.
Losuty .

: . 3x%y? - 2xy3
By’ =27y =3¢y* — 27 = y = ————.
3x-y* — 2x°y
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I punkten (—1, 2).

3:1-4-2-(-1)-8 _12+16 7
Y T3 1-4-2-(-1)-2 12+4 4
Tangenten.
7 7 15
—2=-(xt+t1)| &= y=-x+—
y 7t Y= g%+ -
Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.
‘= Foreldsning 20, exempel 4 — andraderivata pa en ellips
" N2 2
Vi bestammer y uttrycktix och y nar X2+ 4y2 = 4. Kurvan ar ellipsen 7 + T =1.

¢ Lésning

Forsta derivatan. 2x + 8y y =0, s&

X

y :‘E-

Derivera en gang till (implicit, 2x + 8yy = 0 med produktregeln pa yy):

: . . 1+4(y)?
2+8(y)2+8yy :0 & y :—&_
4y
Sattiny .
2
X
__1+@ __4y2+x2
Y 4y 16y3

Anvind kurvans ekvation. x° + 4y2 =4, sa

Rimlighetskoll. P& 6vre halvan (y > 0) ary” < 0: ellipsen buktar nedat dar, som den ska.

Stimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.
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‘= Forelasning 20, exempel 5 — kurvor som skar varandra under rat vinkel

Vivisar att ellipsen —

X2 2 XZ 2

132 122 32 4

2 Lésning

Vi ska visa att kurvorna har en skarningspunkt (a, b) och att tangenterna dar ar vinkelrata,

alltsa att produkten av lutningarna ar —1.

Skarningspunkter. Subtrahera ekvationerna:

b Al o, 160
3 132 22 122 S

vilket ger

a? 32132
b2 42 . 122'

Insattning visar att skarningspunkterna ar (i%, i@), men vi behdver bara kvoten.

Lutningarna fas genom implicit derivering av respektive kurva:

22X 2yyh Dol sl2e a2y S
132 122 132 b’ 32 g
Produkten.

- _ 1224 a® 1224 37413
T 13232 2 13?2122

Tangenterna ar vinkelrata i varje skarningspunkt.

Stimmer med det handskrivna l6sningsférslaget.

Lasning

Se

2.9 Implicit Differentiation

aven

Kedjeregeln
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e Inversa funktioners derivata

e Deriveringsregler
e Derivata
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Inversa funktioners derivata

#matematik #analys #envariabelanalys #derivata

Kurs: M0O065M Forkunskaper: Derivata, Funktioner och invers

Grafen till inversen f 1 ar grafen till f speglad i linjen y = x. Speglingen byter plats pa x- och y-led, sa
en tangent med lutningen k blir en tangent med lutningen 1/k. Det &r hela innehallet i formeln nedan:

inversens derivata ar det inverterade vardet av f:s derivata, i den motsvarande punkten.

1. Nar finns inversen?

Om f (x) > 0 pa ett intervall (a, b) ar f strangt vaxande dar; om f (x) < 0 ar den strangt avtagande. I
bada fallen &r f 1-1 pd intervallet och har en invers definierad genom

y=f1() = x=fQ).

Att f ar nolli en isolerad punkt férstor inte monotonin: f(x) = x> ar strangt vaxande trots att f (0) = 0.
Men i en sddan punkt har f en horisontell tangent, och speglingen far dar en vertikal tangent —
inversen ar inte deriverbar i motsvarande punkt.

2. Formeln

Om f ar deriverbar och strangt monoton med y = f(x), s& ar inversen f ! deriverbar dar f (x) & 0 och

I _ 1
f&x o)

FHo =

Speglingen i y = x byter plats pa x och y, sa lutningen e i (1, e) blir lutningen 1/ei (e, 1).
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¢ Hirledning

Satty = f~1(x), alltsd x = f(y) med y = y(x). Implicit derivering med avseende pé x ger
med kedjeregeln

d _d _ PP
a(x)—af()’) 1=f)y,

11
fo )

Har har vi férutsatt att inversen &r deriverbar; att den faktiskt 4r det dar f B 0 féljer av

. d
= — X) =
y=of®
speglingsargumentet i inledningen.

¢) Lar dig metoden, inte formeln

I stallet for att satta in i formeln: skriv x = f(y), derivera implicit och l6s uty'. Da kan det inte bli
fel pa vilken punkt f ska beraknas i.
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‘= Example

For f(x) = X med invers f (y) = Iny ger formeln

1
elny

(Iny) =

< |

:= Exempel — visa att inversen finns och berdkna dess derivata

3
Vivisar att f(x) =

. B, =N
21 ar 1-1 och bestammer () (2).

¢ Lésning

Monotoni. Kvotregeln ger

12X3(x% + 1) —4x3 - 2x _ 4x* +12x°

f(X) = (X2 + 1)2 (X2 + 1)2 :

f (x) > 0 6verallt utom i den isolerade punkten x = 0, dar f (0) = 0. Alltsa ar f strangt
véxande pa hela R och darmed 1-1.

g

Motsvarande punkt. Vi séker y = f~1(2), dvs [6sningen till =2, eller 4y® = 2(y? +

y2+1

1). Viser direkt att y = 1 &r en l6sning, och eftersom f ar 1-1 &r det den enda.

Implicit deriveringavx = f(y) ger 1 = f (y)y, s&

v 1@+ 4 |1
(t )(2)_f'(1)_4-14+12-12_16_

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

3. Arxcusfunktionernas derivator

Samma metod ger derivatorna av arcusfunktionerna.
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¢ Harledning: arcsin, arccos och arctan

arcsin.y = arcsinx <= x =siny med —5 <y < 5. Implicit derivering gerl =cosy-y.Pa
intervallet ar cosy > 0, sa trigonometriska ettan gercosy = /1 — sin’ y = v/1 - x2 och

d . 1
— arcsinx = ——, -1<x<1.
dx 1 - x2

arccos. Eftersom arccos x = g — arcsin x ar

1
— arccosx = ———.
dx 1-x2

arctan.y = arctanx <= x = tany med -5 <y < J.Implicit derivering ger 1 = (1 + tan® y) y’
, alltsa

d 1 1
— arctanx =
dx 1 +tan?y T 1+

Pasammasittgery = Inx < x=¢"att1 =¢’y,alltsa (Inx) = 1/’ = 1/x.

I\ Vanliga fel

o Felpunkt.(f 1) (b) = dar f(a) = b —inte ——. Férst maste vi lésa f(a) = b.

1

f(a) f (b)

e Hoppa dver monotonin. Uppgifter av typen visa att inversen finns kraver ett argument,
typiskt att f > O (eller < 0) utom i isolerade punkter.

o1
e (fYH = (?) .Inversen [ ! arinte 1/f. Beteckningen ! betyder omvind funktion,

inte reciprok.

e Felrottecken fér arcsin. cos(arcsin x) = +v/1 — x? eftersom vinkeln ligger i [-5, 5] dér
cosinus ar icke-negativ.

4. Losta Oovningar

:= Foreldsning 21, exempel 2 — invers till xy/3 + x2

Vi visar att f(x) = xv/3 + x2 ar 1-1 och bestammer (f 1) (=2).
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J Lésning
Monotoni. Produkt- och kedjeregeln ger

f)=+/3+x2+x X —3+2X2>0
2/3+x2  /3+x?

for alla x, sa f ar strangt vaxande p& R och darmed 1-1.

Motsvarande punkt. Vi l8ser y4/3 + y2 = —2. Kvadrering ger y* + 3y? — 4 = 0, och med
t = y? blirdet (t — 1)(t + 4) = 0. t = —4 &r omojligt, s y* = 1. Insattning visar att bara y =
—1 ger —2 (kvadreringen gav en falsk rot).

Implicit deriveringavx = f(y) ger 1 = f (y) y:

v o1 4/3F1 |2
D= 75 = 55 —

Stéimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

‘= Forelasning 21, exempel 4 — explicit invers

Vivisar att f(x) = 1 + 2x> ar 1-1 och bestammer (f 1) (x).

/ Losning

Monotoni. f (x) = 6x> > 0 forx B 0, och f (0) = Oi enisolerad punkt. Allts3 ar f strangt
véxande pa R och 1-1.

1/3

_ 3 3_Xx"1 — 1) = (X
Inversen.x = 1 +2y° < y = = y=f (X)_(T)

Alternativ 1 — direkt. Kedjeregeln:

e 1x=17F 1 1
(f )(X)_§(T) 5 g( 5 )

Alternativ 2 — implicit. 1 = f (y)y = 6y°y ger

pellesmoln.org/kurser/MOO65M - 2026-10-19 145/ 213



MOO065M - Inversa funktioners derivata

N 1 1
(fl)(x):@:—m, xE 1.

-1
5()

Ix =1, som motsvarar y = 0 dar f (0) = 0, har inversen vertikal tangent och

saknar derivata.

Stidmmer med det handskrivna l6sningsférslaget.

:= Forelasning 21, exempel 5 — invers till X/ cos x

Vivisar att f(x) =

(1 (0).

ar 1-1 pa (-3, 5), bestammer definitionsmangden for f ! och beréknar

2 Lésning

Monotoni. Kvotregeln ger

COoS X + xsinx

fo)=

Cos?2 x

P& intervallet &r cos x > 0, och x sin x > 0 eftersom x och sin x har samma tecken. Alltsa ar
f (x) > 0, och f ar strangt vaxande och 1-1.

Vardemangden. lim = +oooch lim

= —oo. f ar kontinuerlig, sa Ve =
x—-m/2- COS X x—-m/2* COS X

R och

Df—l =R

Derivatan. f(0) = 0, sa f1(0) = 0. Implicit derivering av x = f(y) ger

RPN S cos? 0 ~
¢ )(0)_f'(0) cosO+0-sinO_

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

Lasning

e 3.1 Inverse Functions
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Se aven

e Funktioner och invers

e Arcusfunktioner

e Implicit derivering

e Elementara funktioners derivator

pellesmoln.org/kurser/MOO65M - 2026-10-19 147 /213


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Funktioner-och-invers
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Arcusfunktioner
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Implicit-derivering
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Element%C3%A4ra-funktioners-derivator

MOO065M - Extremvéarden

Extremvarden

#matematik #analys #envariabelanalys #derivata #extremvarde #monotoni

Kurs: M0O065M Forkunskaper: Derivata, Kontinuitet

Extremvarden ar de storsta och minsta varden en funktion antar, antingen i hela sin definitionsmangd
(globala) eller bara i narheten av en punkt (lokala). Vi anvander dem for att optimera: storsta volym,

kortaste tid, minsta avstand.
&) Idén

I en jamn topp eller dal &r tangenten vagréat, sa derivatan ar noll dar. Derivatan pekar alltsa ut ett
fatal kandidater, och vi behover bara jamfora funktionsvardena i dem i stallet for att prova alla x.

1. Kritiska punkter och extremvarden

Globalt maximumixg € Dy: f(x) < f(xo) for allax € Dy. Lokalt maximum i xo: det finns h >
0saatt f(x) < f(xo) nér |x = xo| < hochx € Dy. Minimum definieras p& samma satt med

olikheten vand.
Definition

En kritisk punkt ar ett tal ¢ dar ' (c) = O eller dar f (c) inte existerar.

2 Kursens sprakbruk

I férelasningarna delas kandidaterna upp i tre sorter: kritiska punkter (f (c) = 0, dven kallade
stationara), singuldra punkter (f () existerar inte) och andpunkter till definitionsintervallet.
Definitionen ovan slar ihop de tva forsta.
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Lokala extremvarden maste sokas bland kritiska punkter och eventuella &ndpunkter.

Lokalt extremvarde i x, = X ar kritisk punkt, singular punkt eller andpunkt

¢ Hirledning

Antag att f har lokalt maximum i Xy och att X, varken &r andpunkt eller singular punkt. D& &r f
definierad pé& nagot (Xo — h, xo + h), f (x0) existerar och f(x) — f(xo) < O dar.

e FOrx < xp ar namnaren negativ:

(09169 | o, faay = tim (07100 o
X~ Xp X=X, X~ Xp

e FOrx > Xg ar namnaren positiv:

[0 o  fx) = tim (DL _
X — Xo x=xyg X7 X0

Bada olikheterna galler samtidigt, s& f (xo) = 0. Beviset fér minimum ar detsamma med

vanda olikheter.

/\ Warning

Villkoret f (c) = O réacker inte i sig for att ge ett extremvarde. Funktionen f(x) = x> har f (0) = 0

men inget lokalt extremvarde i 0.

2. Derivatans tecken och monotoni
¢) Important

Om [ (x) > 0 pé ett intervall ar f strangt vaxande dar. Om f'(x) < 0 pa ett intervall ar f strangt
avtagande dar.

Detta gor teckentabeller mycket anvandbara. Satsen bevisas med medelvardessatsen.
‘= Forsta derivatatestet

Om f byter tecken fran positivt till negativt vid ¢, har [ ett lokalt maximum.

pellesmoln.org/kurser/MOO65M - 2026-10-19

149/ 213


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Kritiska-punkter
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Medelv%C3%A4rdessatsen

MOO065M - Extremvéarden

Om f byter tecken fran negativt till positivt vid c, har f ett lokalt minimum.
Byter f inte tecken i en punkt dar f (c) = 0 &r punkten en terrasspunkt, som x = 0 fér x°.
:= Exempel — Teckentabell for x>(x — 1)?

Vi hittar och klassificerar alla lokala extremvrden till f(x) = x3(x — 1)*. Finns det
globala extremvarden?

¢ Lésning
Derivata.

f(x)=3x°(x- 1) +2x3(x - 1) = x*(x - D(3(x — 1) + 2x) = x*(x — 1)(5x — 3)

Singulara punkter saknas. Kritiska punkter: x = 0, x = % ochx = 1.

Teckentabell.
X 0 %
x* + 0 1 + +
x—1 = = - _ _
5x -3 — — — 0 +
f ) + 0 + 0 -
f(x) 2 terrass 2 lok. max N
Varden.
3 3322 108 -
f(g) = 5 = 3o (lok. max) |, f(1) = 0 (lok. min)

I x = 0 ar det en terrasspunkt, eftersom f inte byter tecken.

Globalt. Andpunkter saknas och f(x) — 0 ddx — o, f(x) - —ooddx — —oo, Allts& finns
inga globala extremvarden.

Stiimmer med det handskrivna l6sningsforslaget (forelcisning 24).
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3. Andraderivatatest

Oomf(c) =0ochf finnsnarac, giller:

f'(c) > 0 = lokalt minimum

f ”(c) < 0 = lokalt maximum

Om [ (c) = 0 ger testet inget sakert svar.
¢ Harledning

Antag f (¢) = 0ochf'(c) < 0.Daar

i ferh) L ferh —f@©

=f'(c) <
h-0 h h—0 h fe)<0.

For sma h har kvoten alltsa samma tecken som f (), dvs negativ. Da ar f (c + h) < 0 for sma
h > 0ochf(c+h) > 0fsrsméah < 0: derivatan byter tecken fran + till —, och férsta
derivatatestet ger lokalt maximum. Fallet f*(c) > 0 gr p& samma sitt.

‘= Exempel
For f(x) = x? galler f (0) = 0 och f (0) = 2 > 0, alltsa har funktionen lokalt minimum i x = 0.

Bade x* och x> har f (0) = ' (0) = 0, men x* har minimum och x> en terrasspunkt i 0. D& far vi ga
tillbaka till teckentabellen.

4. Globala extremvarden pa slutna intervall

For en kontinuerlig funktion pa [a, b] garanterar extremvardessatsen att strsta och minsta

vardet existerar.

|x? — x — 2| p&[-3, 3]: stérsta véardet i en andpunkt, minsta i tva punkter dar derivatan inte finns, och
ett lokalt max dar f = 0.
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10 storsta varde (-3, 10)

8
6
>
4
lok. max (¥%; 2,25)
2
0 . .
min (-1, 0) min (2, 0)
-3 -2 -1 0 1 2 3
¢) Metod

1. Hitta kritiska punkter i intervallets inre
2. Berékna f i alla kritiska punkter
3. Berakna f(a) och f(b)

4. Jamfor alla varden
Kritiska punkter omfattar har aven de singulara, till exempel dar ett absolutbelopp har en spets.
‘= Exempel — Globala extremvirden for | x> — x — 2| p& [-3, 3]

Vi soker globalt maximum och minimum for f(x) = |x> - x — 2| dax € [-3,3].

2 Losning
Existens. f ar kontinuerlig pa ett slutet och begransat intervall, s& bada finns.

Derivata. f(x) = |(x + 1)(x — 2)| och
f(x)=sgn((x+1Dx-2)(2x-1), xE-1, 2.

Kandidater.

pellesmoln.org/kurser/MOO65M - 2026-10-19 152 /213



MOO065M - Extremvéarden

e Singulara punkter:x = —1ochx =2, med f(-1) = f(2) =
e Kritisk punkt: 2x —1 = 0 gerx = 1, med f(%) = |—§-H = %
e Andpunkter: f(-3) = |9+3-2| =100chf(3) = |9-3-2| = 4.

Jamforelse.

maxf = f(-3) = 10|, minf =f(-1)=f(2)=0

Stiimmer med det handskrivna [6sningsforslaget (forelcisning 23).

2 Oppnaintervall

Pa ett 6ppet intervall (a, b) ar existensen inte garanterad. Lat L = lim, _, ;+ f(x) ochM =
lim, . ,- f(x). Finns ndgot u € (a, b) med f(u) > L och f(u) > M, har f ett globalt maximum i
(a, b). Motsvarande galler for minimum. Samma resonemang fungerar for (0, ) med limy - .

5. Konvexitet och inflexionspunkter
Andraderivatan beskriver hur grafen bojer:

o f'(x) > 0 - grafen ar konvex
o '(x) <0 - grafen ar konkav

En inflexionspunkt uppstar nar konvexiteten byter tecken. Mer om detta i Andraderivata
och konvexitet.

6. Extremvardesproblem

I ett extremvardesproblem (optimeringsproblem) ges situationen i ord, och vi maste sjalva stélla
upp funktionen.

¢) Arbetsgang

1. Infor en variabel och uttryck storheten som ska optimeras som en funktion av den.
2. Bestam tillatet intervall for variabeln ur villkoren (langder > 0 och liknande).

3. Hitta kandidaterna: kritiska punkter, singulara punkter och andpunkter (eller gransvarden i
andarna om intervallet ar 6ppet).
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4. Jamfor funktionsvardena och svara pa den fraga som faktiskt stalldes (en langd, en punkt
eller sjalva maxvardet).

7. Typiska anvandningar
Detta koncept anvands nar man:

e kurvskissar funktioner

o |Oser optimeringsproblem

e avgor storsta och minsta varden

e forbereder approximationer med Taylors formel

/\ Vanliga fel

¢ Glomma andpunkterna. P4 ett slutet intervall ligger globala extremvéarden ofta i en
andpunkt, som f(—3) = 10 i exemplet ovan.

e Gléomma singulara punkter. Dar f inte existerar (spetsari | ... |, \/X) kan ett extremvarde
ligga trots att f (c) = 0 aldrig galler.

e Troatt f(C) = 0 ger extremvirde. x> har terrasspunkt i 0. Kontrollera med teckentabell
eller andraderivata.

e Blanda ihop lokalt och globalt. Ett lokalt maximum behdver inte vara storst; jamfor alltid
med 6vriga kandidater och med beteendet i andarna.

8. Losta O6vningar
‘= Forelasning 23, exempel 2 — Storsta ladan

En lada ska tillverkas av en rektangular pappskiva med matten 7 X 15 dm genom att vi klipper
bort lika stora kvadrater i de fyra hérnen och viker upp flikarna till sidor. Hur stor blir den storsta
mojliga volymen?

2 Losning

Modell. Lat kvadraternas sida vara x dm. Bottnen blir (7 — 2x) % (15 — 2x) och héjden x, s&

.

V(x) = (7 — 2x)(15 — 2x) x = 4x> — 44x* + 105x, 0<x<

N
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Andpunkter. V (0) = V(%) =0.

Kritiska punkter.
. 11 13 35 3
V(x)=12x>—88x+105=0 & x= —+ — ¢ x=— ellerx = —.
3 6 6 2
Barax = % ligger i intervallet, eftersom 3—65 > %

Kontroll. V" (x) = 24x — 88 ger V"(3) = =52 < 0, allts& maximum.

V(é):4-12-§= 72 dm®
2 2

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

:= Forelasning 23, exempel 3 — Snabbaste vagen till palatset

Aladdin sitter pa en kamel i punkten P i 6knen, 6 km vaster om den narmaste punkten A pa en
vag som gar rakt i nord—sydlig riktning. Vid vagens slut, 8 km s6der om A, ligger palatset B.
Kamelen gar 18 km/h 6ver sanden och 30 km/h langs vagen. Mot vilken punkt C pa vagen ska
Aladdin sikta for att komma fram sa snabbt som mgjligt?

¢ Lésning

Modell. L&t x = |AC |. Det 6nar sig inte att sikta norr om A eller séderom B, s30 < x < 8.
Strackan 6ver sand dr 4/ 36 + x2 och langs vagen 8 — x:

V36+x2 8-x

t = + h.
%) 18 30
Andpunkter. t(0) = % 4 1i = i_; och t(8) = %g — %_
Kritisk punkt.
' X 1 9
t(x)= ——-—=0 <> 5x=3y/36+x2 & 16x°=9-36 < x=—.
) 184/36 +x2 30 2

(Kvadreringen ar tillaten eftersom x > 0.) Singulara punkter saknas.

Jamforelse.

9 152 7/2 15 7 24
(5)= =+ 5= 2+ =0,
2 18 30 36 60 45
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som ar mindre an bade % och %. Aladdin ska sikta mot punkten C

9
o km soder om A

och kommer da fram efter % h =32 min.

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

‘= Forelasning 23, exempel 4 — Storsta triangeln under en tangent

Vi soker den stdrsta arean av en triangel i forsta kvadranten som begransas av koordinataxlarna
och en tangent till kurvany = e™.

/ Lésning

Tangenten. L&t tangeringspunkten vara (a, e %) med a > 0. Eftersom y = —e X ar tangenten
y—e4=-ex-a).

Med y = 0 far vi x-skarningen b = a + 1, och med x = 0 far vi y-skarningen h = (a + 1)e™“.

Area.

bh

1
A= = E(a +1)%e9, 0<ac<oo,

Intervallet ar inte begransat, sa vi undersoker andarna: A(0) = % ochA(a) - 0déda — oo.

Kritisk punkt.
! —a 1 2 _—a ]' —a
A(a)=(a+1e —E(a+1)e :E(G+1)(1—a)e =0 = a=1

(a = —1 ligger utanfor intervallet.)

Jamforelse. A(1) = 3 - 4-e ' = 2 % 0,74 > 3 = A(0), eftersom e < 4. Den storsta
arean ar

A=

1N

Stimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.
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Lasning

e 4.4 Extreme Values

Se aven

e Derivata

e Kontinuitet

e Taylors formel

e Medelvardessatsen

¢ Andraderivata och konvexitet
e Grafritning och asymptoter

Resurser

e Khan Academy: Increasing and decreasing intervals

¢ Wikipedia: Maxima and minimatz
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Medelvardessatsen

#matematik #analys #envariabelanalys #derivata

Kurs: M0O065M Forkunskaper: Derivata, Kontinuitet

Medelvardessatsen kopplar ihop en funktions totala férandring ver ett intervall med derivatan i en
enda punkt. Den ar verktyget bakom nastan alla satser om vad derivatans tecken sager om funktionen:
vaxande, avtagande, konstant.

¢) Idén

Kor vi 100 km pa en timme har vi en medelhastighet pa 100 km/h. Da maste hastighetsmaétaren
nagon gang under resan ha visat exakt 100 km/h: vi kan inte ha legat under hela tiden, och inte
over hela tiden. Medelvardessatsen sager samma sak om en deriverbar funktion.

1. Rolles sats

Specialfallet dar funktionen har samma varde i bada andpunkterna kommer forst.
2 Rolles sats

Om g &r kontinuerlig pa [a, b], deriverbar pa (a, b) och g(a) = g(b), sa finns (minst) ett ¢ €
(a,b)medg'(c) = 0.

2 Harledning

Om g ar konstant pa [a, b] 4r g'(c) = 0 fér alla c. Annars finns ndgot x € (a, b) med till exempel
g(x) > g(a). Enligt extremvardessatsen har g ett maximum i ndgon punkt ¢ € [a, b], och
eftersom g(c) > g(x) > g(a) = g(b) kan c inte vara a eller b. Alltsa ligger c i det 6ppna
intervallet, dar g ar deriverbar, och ett inre lokalt extremvarde ger g'(c) = 0 (se Extremvarden).
Fallet g(x) < g(a) gar likadant med ett minimum.
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2. Medelvardessatsen

Sats

Om f ar kontinuerlig pa [a, b] och deriverbar pa (a, b), sa finns ett ¢ € (a, b) med

f(b) ~ f(a) (b) f(@)
—-da

f(c)=

Geometriskt: ndgonstans ar tangenten parallell med kordan mellan (a, f(a)) och (b, f(b)).

For f(x) = 1/x p& [1, 2] har sekanten lutningen —1/2, och tangenten i ¢ = /2 &r parallell med den.

1,4

1,2

0,6

0,4

0,2

2 Harledning

Dra bort kordan fran f s att &ndpunkterna hamnar p& samma hojd:

f() f()

9 =)~ (f(a) + —/———x~a)).

g ar kontinuerlig pa [a, b] och deriverbar pa (a, b), och insattning ger g(a) = 0 och g(b) = f(b) —
f(b) = 0. Rolles sats ger ett ¢ € (a, b) med
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0=90=f©- 12

p‘ Villkoren behovs, och satsen ar ren existens

Ar f diskontinuerlig i en andpunkt eller i en inre punkt, eller saknar f derivata i en inre punkt (en
spets), kan slutsatsen falla. Satsen sager att ¢ finns, men inte hur vi hittar det.

:= Exempel — Punkten dar tangenten ar parallell med kordan

1
Viillustrerar medelvardessatsen for f(x) = — pa [1, 2] genom att bestdmma c.
X

¢ Lésning

Kordans lutning ar

fQ-fQ _12-1_ 1
2-1 1 2

, 1
Med f(c) = = farvic? = 2, ochiintervallet (1, 2) ligger

c=+2

Stdmmer med det handskrivna lbsningsforslaget (féreldisning 24).

3. Foljdsatser

o Om[(x) = 0 péettintervall ar f konstant dar.
o Omf'(x) > 0 paett intervall ar f strangt viaxande dar.

P& samma satt ger f (x) < 0 strangt avtagande, och f (x) > 0 respektive f (x) < 0 ger vaxande (icke-
avtagande) respektive avtagande (icke-véxande). Det réacker att derivatan har ratt tecken i intervallets
inre, om f'eir kontinuerlig fram till andpunkterna.

¢ Harledning

Tag tva godtyckliga punkter X1 < X7 i intervallet. Medelvardessatsen ger ett ¢ € (x1, x2) med
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f(x2) = f(x1) = (2 = x1) f (©).

Eftersom X, — x; > 0 har f(x») — f(x1) samma tecken som f (c). Ar f > 0 6verallt blir f(x,) >
f(x1), ochar f = 0 6verallt blir f(x2) = f(x1), dvs f ar konstant.

p‘ Isolerade nollstéllen gor inget

f(x) = x> ar strangt vaxande pa hela R trots att f (0) = 0. En derivata som &r positiv utom i
enstaka punkter ger fortfarande strangt vaxande.

4. 0Olikheter med derivata

Foljdsatserna ger en standardmetod for att visa en olikhet F (x) > G(X):
¢) Metod

1. Bilda h(x) = F (x) — G(x).

2. Visa att h(xo) = O i intervallets startpunkt.

3.Visa att h'(x) > 0 pa intervallet, s att h &r strangt vaxande.
4.D& ar h(x) > h(xo) = 0, dvs F (x) > G(x).

‘= Exempel —tanx > x

Vivisaratttanx > xfor 0 < x < g

2 Lésning
Lat h(x) = tanx — x for 0 < x < 5. Da ar h(0) = 0 och
: T
h'(x)=1+tan’x—1 = tan’x > 0, 0<x<§.

h ar alltsa strangt vaxande, sa h(x) > h(0) = 0, vilket ger

T
tanx > x, 0<x<§

Stiimmer med det handskrivna l6sningsforslaget (forelcisning 24).
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/\ Vanliga fel

e Glémma villkoren. f(x) = |x| p&a[~1, 1] har f(-1) = f(1) men ingen punkt med f (c) = 0,
eftersom f saknar derivatai 0.

e Tro att ¢ ar mittpunkten. Satsen ger bara att c finns i (a, b). For 1/x pa[1,2] arc = V2,
inte 1,5.

e Vinda implikationen. Strangt vaxande ger inte f > 0 6verallt; x3 har f (0) = 0.

o Glomma startvardet. h > 0 riacker inte fér h > 0; vi maste ocksa veta att h(xo) = 0 (eller
> 0).

5. Lésta ovningar

2

‘= Foreldsning 24, sidan 6 —cost > 1 - 5

. . .. o XZ o .. . .
Vi anvander medelvéirdessatsen pa f(X) = cosx + > pa [0, t] for att visa att cost > 1 — 5 for

t>0.

J Lésning
Medelvirdessatsen. [ ar deriverbar 6verallt med f (x) = x — sin x. Det finns allts& ett ¢ €
(0, t) med

f()—f(0) _cost+t*/2-1
t-0 t

=c-sinc.

Tecken. Fér ¢ > 0 géller sinc < ¢, sd ¢ — sinc > 0. Da ar aven vansterledet positivt, och
multiplikation med t > 0 ger

t t2
Cost+5—1>0¢=> cost>1—5, t>0

Anmarkning. Bada leden ar jamna funktioner, sa olikheten galler aven for t < 0.

Stidmmer med det handskrivna l6sningsférslaget.
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‘= Forelasning 24, sidan 11 — Var ar funktionen vaxande?

Ivilka intervall ar f(x) = x* + 4x> — 8x? + 7 véixande respektive avtagande?

/ Losning
Derivata.
f(x) = 4x>+12x* — 16x = 4x(x* + 3x — 4) = 4x(x + 4)(x - 1)
Teckentabell.
X -4 0
4x - - - 0 +
x+4 - 0 + + +
x—1 - - - - -
f() - 0 N 0 -
f(x) N lok. min 2 lok. max N
Svar. f ar
strangt vaxande pa [—4, 0] och [1, o) |, strangt avtagande pa (-0, —4] och [0, 1]

Andpunkterna f&r tas med eftersom f &r kontinuerlig dér.

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

:= Forelasning 24, sidan 12 — Bernoullis olikhet

Latr > 1. Vivisaratt (1 +x)" > 1+rxomx > Qeller—1 <x <0.

2 Losning

Hjalpfunktion. h(x) = (1 + x)" — 1 — rxférx > —1. Da ar h(0) = 0 och
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W) =r(1+x) 1 -r=r(@+x)1-1).

Tecken. Sattt =1+ x > 0ocha =r — 1 > 0. Potensfunktionen t? ar strangt vaxande for
t>0,sat?>1fort>locht? <1fr0<t<1.Alltsd ar

h'(x) > 0 for x > 0, h(x)<0for —1<x<0.

Slutsats. h ar strangt avtagande pa [—1, 0] och strangt vaxande pa [0, o), sa h har sitt
minsta varde h(0) = 0 och h(x) > 0 for x & O:

1+x) >1+rx, -1<x<O0ellerx>0

Stimmer med det handskrivna l6sningsférslaget.

Lasning

e 2.8 The Mean-Value Theorem

Se aven

e Derivata

e Ekvationsldsning med derivata
e Extremvarden

e Kontinuitet

¢ Andraderivata och konvexitet
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Grafritning och asymptoter

#matematik #analys #envariabelanalys

Kurs: MO065M Férkunskaper: Derivata, Extremvarden, Oegentliga gransvarden

Grafritning samlar allt vi vet om en funktion till en bild: var den ar definierad, var den vaxer och avtar,
hur den bojer och vad som hander langt ut och nara punkter dar den inte ar definierad.

&) Idén

Vi behover inte rakna ut hundra punkter. Nagra fa karakteristiska punkter (nollstallen,
extremvarden, inflexionspunkter) och asymptoterna, de linjer grafen narmar sig, bestammer
formen. Resten ar att dra en mjuk kurva som respekterar teckentabellerna.

1. Metod for kurvskissning

1. Bestdm Dy, noll- och skarningspunkter.

2. Undersdk symmetri (jamn/udda) och periodicitet.

3. Berakna f, gor teckentabell, hitta extrema.

4.Berakna f for konvexitet och inflexionspunkter.

5. Undersok gransvarden mot +0o och singulariteter for asymptoter.
6. Skissa.

Symmetri sparar arbete: ar f udda eller jamn racker det att understka x > 0. Ibland &r det f(x) — L

3 2
som ar udda, tillexempel f(x) =1 - — + = dar grafen ar symmetrisk kring punkten (0, 1).
X X

2. Asymptoter

e Vertikalx = a: lim, _, , f(x) = 0.
e Horisontelly = L: limy— 1 f(X) = L.
e Snedy = kx+ momk = lim,_  f(x)/x ar andlig och m = lim, _, o (f(x) — kx) ar andlig.
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Det racker att gransvardet ar oandligt fran ena sidan for en vertikal asymptot. Horisontella och sneda
asymptoter undersoks var for sig at hoger (x — 0) och at vanster (x — —o0). Géller samma linje at
bada hallen kallas asymptoten dubbelsidig, annars enkelsidig.

x3/(x + 1) har den lodrata asymptoten x = —1 och den sneday = x — 2.

terrasd (0, 0)
|

-
-
-

lgk,rnix (-3, -27/4)

-15

_— e — = = — — — - = =

Linjeny = kx + m med k E 0 &r en sned asymptot at héger nar f(x) — (kx + m) - 0dax — oo,
Konstanterna bestams da av

k = lim @, m = l{m (f(x) — kx)

xX—o00 X

och p& samma sétt &t vanster med X — —oo. Ger formeln k = 0 &r det en horisontell asymptot.
¢ Hirledning

Antag att f(x) — (kx + m) — 0dax — oo. Dividerar vi med x far vi

[&) _p-m
X

X

och eftersom m/x — 0 maste f(x)/x — k. Nar k ar kand sager antagandet direkt att f(x) —
kx — m.Omvant: finns bada gransvardena andligt ar f(x) — (kx + m) = (f(x) —kx) —m — 0.
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‘= Exempel —Xx + %
— X+ _ 1 — . —
f(x) = == = x + + har sned asymptot y = x samt vertikal x = 0.

Rationella funktioner. Lat f(x) = P,,(x)/Q,(x) med polynom av grad m och n utan gemensamma
faktorer. Da galler:

Villkor Asymptot
Qn(a)=0 vertikal x = a
m<n dubbelsidig horisontelly = 0

m=n dubbelsidig horisontell y = L, L = kvoten mellan de hdgsta koefficienterna

p
dubbelsidig sned y = ax + b, dar ax + b ar kvoten i polynomdivisionen — = ax +
m=n+1 n
R
b+ —
n

m>n+1 varken horisontell eller sned

= X3 —4x
— Exempel — Asymptoter till >
x—1

X —4x  x(x—2)(x+2)
XX-1 (x-Dx+1)°

b

Vi bestammer alla asymptoter till f(x) =

¢ Lésning

Vertikala. Namnaren ar nolli x = 1, men inte taljaren:

lim f(x) = —oo, lim f(x) = +oo, lir_ri+ f(x) = =00, lim f(x) = +oo.

x—1" x—1 X—-

Alltsa ar x = 1 och x = —1 vertikala asymptoter.

Horisontella. f(x) XX oodax — oo, 58 de sak
J(xX) = ———— — tooddx — +oo, .
orisontella 110 a sa de saknas
Sneda.
2 3
x°—4 x> —4x —3x
k= lim =1, m = lim ( -x) = lim =0.
X~ +00 X2 — x—00 X2 — X~ 00 X2 —
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Grafen har den dubbelsidiga sneda asymptoten

y =X x==1

X3 — 4x 3x

Polynomdivisionen — X = ger samma resultat direkt.
xs -1 x—-1

Stiimmer med det handskrivna [6sningsforslaget (forelcisning 25).

3. Tillvaxt hos In, potenser och exp
Asymptoter kring e* och In x bygger p& vem som vaxer snabbast. Fér a, b > 0 géller

~ Inx . oxb _ b«
lim — =0, lim x*Inx =0, lim — =0, lim |x|%e* = 0.

X — 00 Xa x—-0* X—o e X — —00

En potens dominerar alltid en logaritm, och en exponentialfunktion dominerar alltid en potens. Samma
gransvarden star i Oegentliga gransvarden.

4. Vanliga fel

I\ Vanliga fel

XZ

e Namnaren noll racker inte. =x+ 1forx & 1 haringet oandligt gransvardeix = 1,

bara ett hal. En vertikal asymptot kraver f(x) — +oo.

2eX & 0dax — —comen — 0 dax — oo, Undersék +0o och —oo

e Bara enariktningen. x
var for sig.

o Glomma m. k = lim f(x)/x ger bara lutningen. Fér x3/(x + 1) ar k = 1 men asymptoten &r
y=x—2/intey =x.

e Ett gransvarde, inte ett varde. En graf far skara sin horisontella eller sneda asymptot; det
ar beteendet l[angt ut som réknas.
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5. Losta ovningar

X

Forelasning 25, sidan 8 — Asymptoter till e
e

Vi bestammer asymptoterna till f(x) = e
e

¢ Lésning

Vertikala. Namnaren ar alltid positiv och f ar kontinuerlig, sa de saknas.

Atvanster. xe¥ > Ooch1+e* —» 1dax - —o,saf(x) — 0: enkelsidig horisontell
asymptot y = 0.

At héger. f(x) = — 00, 58 ingen horisontell. Sned asymptot:

ex+1
X X —
k = lim = lim =1 m = lim —x) = lim =0.
x-o 1 +eX x-cwexX+1 ’ x—»00(1+ex ) x—o 1+ eX
Svar.
y = 0t vanster, y = x‘at hoger

xe* - x(1+e") _
1+e¥ 1+eX

Grafen ligger under y = x for x > 0, eftersom

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

:= Forelasning 25, exempel 1 — Grafen till x’e*

Vi ritar grafen till f(x) = x%e*.

J Losning

Symmetri och skarning. f(—x) = x?e™*, varken jamn eller udda. f(0) = 0 och f(x) >

0 dverallt.
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Asymptoter. lim, _, _,, x’¢* = 0 ger en enkelsidig horisontell asymptot y = 0 at vanster. At
hoger garf — oo och f(x)/x = xe* — o, sd sned asymptot saknas. Vertikala saknas.

Derivata. f (x) = (2x + x?)eX = x(x + 2)e*.

X =2 0
f ) + 0 - 0 +
f(x) Ve lok. max N lok. min Ve

4
f(=2) = 2 (lok. max) |, f(0) = 0 (lok. min, aven globalt)

Andraderivata. f (x) = (x*> + 4x + 2)e¥ = 0 gerx = —2 + /2.

X -2 -+/2 -2 +4/2
f'(x) +* 0 = 0 5
fx) konvex infl. konkav infl. konvex

Inflexionspunkter i x = =2 + v/2

Skiss. Fran y = 0 langt till vanster stiger grafen konvext, blir konkav vid x # —3,41, nar
toppen 4/e* = 0,54 i x = —2, byter till konvex vid x & —0,59, nuddar 0 i origo och véxer
sedan snabbt.

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

— 3
= X
"~ Forelasning 25, exempel 3 — Grafen till ———

3

(x+1)*

Vi ritar grafen till f(x) =

J Lésning
B
Symmetri och skarning. f(—x) = a2 varken jamn eller udda. f(0) = 0.
- X
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X
Asymptoter. f(x) = m — +00ddx — 0o, sd horisontella saknas.Ix = —1 &r

taljaren ® —1 och namnaren > 0 fran bada hall, sa

liI_I%+ f(x) = —oo.

Sned asymptot:

e T X2 . I X -x(x+1? 2x*-x _
_x—lvrilr‘loo (x+ 1)2 ’ m _x—lgloo (x + 1)? x—to (X + 1)2

x = —1 (vertikal), y = x — 2 (dubbelsidig sned)

—2.

Derivata.
fog= ZEEDS2 20
X -3 -1
f(x) + 0 - ej def. +
fx) 2 lok. max N asymptot A

27
f(=3) = T (lok. max) |, terrasspunkt i (0, 0)

6x
(x + 1)*
: konkav pa (—o, —1) och (—1, 0), konvex pa (0, o). Origo ar alltsa bade terrasspunkt
och inflexionspunkt.

Andraderivata. f"(x) = ar negativ for x < 0 (x & —1) och positiv for x > 0

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

Lasning

e 4.6 Sketching the Graph of a Function

Se aven

e Extremvarden

¢ Andraderivata och konvexitet
e QOegentliga gransvarden

e (Gransvarden
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e Derivata

pellesmoln.org/kurser/MOO65M - 2026-10-19 172 /213


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Derivata

MOO065M - Ekvationslésning med derivata

Ekvationslosning med derivata

#matematik #analys #envariabelanalys #derivata

Kurs: MO065M Forkunskaper: Derivata, Extremvarden

De flesta ekvationer, som cos X = x?, gar inte att l6sa exakt. Derivatan hjalper oss anda pa tva satt: den
avgor hur manga l6sningar som finns och var de ligger, och den ger en metod for att rakna fram dem
med godtycklig noggrannhet.

¢) Idén

Kontinuitet ger existens: byter f tecken maste grafen korsa x-axeln. Monotoni ger entydighet: en
strangt vaxande funktion kan bara korsa en gang. Tangenten ger approximation: nara roten liknar
grafen sin tangent, och tangentens nollstalle ar latt att rakna ut.

1. Antal rotter via monotoni

Om [ (x) > 0 pa ett intervall &r f strangt vaxande dar och ekvationen f(x) = ¢ har som mest en
l6sning dar.

Kombinera med satsen om mellanliggande varden for att visa att exakt en rot finns.
2 Satsen om mellanliggande véarden

Om f ar kontinuerlig pa [a, b] och s ligger mellan f(a) och f(b), sa finns ett ¢ € [a, b] med
f(c) = s. Se Kontinuitet.

Halverar vi intervallet och undersoker tecknet i mittpunkten far vi ett halften sa langt intervall som
fortfarande innehaller roten. Det &r intervallhalveringsmetoden.
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:= Exempel — Ett nollstille till x> + x — 1

Vivisar att f(x) = x> + x — 1 har ett nollstalle mellan x = 0 och x = 1.

/ Losning

Existens. f(0) = =1 < 0och f(1) = 1 > 0. f &r kontinuerlig, sa satsen om mellanliggande
varden ger ett xo € [0, 1] med f(xp) = 0.

Intervallhalvering. f(%) = % + % -1= —% < 0, s nollstallet liggeri [1, 1].

Entydighet. f (x) = 3x* + 1 > 0 for alla x, sa f ar strangt vaxande och nollstallet &r det enda
pa hela R. Numeriskt ar xy = 0,682.

Stiimmer med det handskrivna l6sningsforslaget (foreléisning 26); entydigheten har vi lagt till.

2. Antal loésningar med teckentabell

Nar f inte & monoton delar vi upp tallinjen i intervall dar den &r det.
&) Metod

1. Gor en teckentabell for f och dela upp Dy iintervall dar f &r strangt monoton.

2. Berdkna f i de lokala extrempunkterna och gransvardena i andarna.

3. P& varje monotont intervall finns en l6sning till f(X) = ¢ om c ligger strikt mellan véardena i
andarna, annars ingen.

Metoden svarar aven pa fragan hur antalet l6sningar till f(x) = C beror pa konstanten C: det &ndras
precis nar C passerar ett lokalt extremvarde.

3. Newtons metod

For att approximera en rot till f(x) = O iterera:
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_ f(xn)
f (xa)

Xn+1 = Xp

Geometriskt: rita tangenten i x,, och ta dess skarning med x-axeln.

Tva steg med Newtons metod for x> — 3 = 0 fran xo = 2: varje tangent skar x-axeln narmare V3.

V3 =17321

0,5

2,1

2 Harledning

Tangenten tilly = f(x)ix = x, ar

Yy f(xn) = f’(Xn)(X - Xn)-

Nasta approximation x,+1 ar dar tangenten skar x-axeln, dvs punkten (xn+1, 0) ligger
pa tangenten:

0~ f(xa) = f'(Xn)(Xnﬂ —Xp) S Xpr1 = Xy~ M

f(xa)
‘= Exempel — \/5

Forf(x) =x> —2medxo = 1,5:x; = 1,5 - % ~ 1,4167 (approximerar v/2).
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/\ Metoden kan misslyckas

Newtons metod konvergerar oftast mycket snabbt om startvardet ligger nara roten. Ligger
det langt bort, eller &r f (x,) ndra noll, kan tangenten skicka iterationen &t fel hall och féljden
divergera eller hoppa mellan varden. Valj darfor startvardet med hjalp av en teckentabell
eller intervallhalvering.

4. Vanliga fel
I\ Vanliga fel

e Existens utan entydighet. Teckenbyte visar att minst en rot finns. For “exakt en” behovs
ocksa monotoni.

e Glomma kontinuiteten. f(x) = 1/x byter tecken mellan —1 och 1 men har inget nollstalle;
satsen kraver kontinuitet pa hela intervallet.

o Fel tecken i Newtons formel. Det ar x, — f/f , inte x,, + f/f . Kontrollera att x; hamnar
narmare roten.

¢ Radianer. For trigonometriska ekvationer ska raknaren sta i radianer.

5. Lésta ovningar
:= Forelasning 26, sidan 2 — Antal nollstillen till ett tredjegradspolynom
Lat p(x) = x> — 3x> — 9x + 3.
a) Bestam vardemangden for p.
b) Hur manga nollstallen har p?
c) Lokalisera nollstallena till intervall (n,n + 1), n € Z.

d) Hur ménga lésningar har p(x) = C for olika C € R?

pellesmoln.org/kurser/MOO65M - 2026-10-19 176 /213



MOO065M - Ekvationslosning med derivata

J Lésning
) - 3 3_9 .3 . N )
a) p &r kontinuerligoch p(x) = x* (1 = — = — + —) — £00ddx — +oo. Vardeméangden &r
S
V, =R

b)p'(x) =3x> -6x—-9=3(x-3)(x+1).

X -1 3
p(x) + 0 - 0 +
p(x) i lok. max 8 N lok. min =24 A

p vaxer fran —oo till 8 > 0, avtar till =24 < 0 och vaxer mot o0. Det ger ett teckenbyte pa vart
och ett av de tre monotona intervallen:

c) Tabell: p(—=3) = =24, p(-2) = 1, p(0) = 3, p(1) = =8, p(4) = —17, p(5) = 8. Nollstallena
ligger i

(-3,-2), (0,1), (4,5

d) Antalet andras nar C passerar extremvardena 8 och —24:

1 lo6sning C >8ellerC <-24
2 losningar C = 8eller C = -24
3 losningar -24<C <8

Stimmer med det handskrivna l6sningsférslaget.

‘= Forelasning 26, sidan 6 — Rationell approximation av V3

Vi anvander Newtons metod p& x> — 3 = 0 med startvardet Xo = 2 for att hitta en rationell
approximation av \/§
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J Lésning

Iterationsformel. f(x) = x> — 3 och f (x) = 2x ger

2
x,—3 1 3
X =X, — :_X+_
n+1 n 2Xn 2(n n)
Iterationer.
1 7 12 97
==—R2+=-)=-=175, ==—(-+—)=—~1,7321
=5 ( =5 5) =5
97
\/_N_SG

Jamfért med v/3 = 1,73205 ... ar felet redan efter tva steg ungefar 9 - 107°.

Stimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

:= Ovning — Newtons metod for cos x = x°

Ekvationen cos x = x? har en positiv rot. Vi bestimmer den med tre decimaler med Newtons
metod och startvardet xg = 1.

/ Losning

Omskrivning. f(x) = x> — cos x och f (x) = 2x + sin x. Eftersom f(0) = -1 < 0, f(1) = 1 -
cos 1> 0och f(x) > 0forx > 0 finns exakt en positiv rot, och den liggeri (0, 1).

Iterationer (radianer).

X2 — COS Xy,
Xp+1 = Xp — m
n D
0 1
1 0,83822
2 0,82424
3 0,82413
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De tva sista vardena stammer pa tre decimaler:

x~ 0,824

Kontroll: cos(0,824) ~ 0,6792 och 0,824 ~ 0,6790.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

Lasning

e 4.2 Finding Roots of Equations

Se aven

e Derivata

e Medelvardessatsen
e Kontinuitet

e Extremvarden

e Grafritning och asymptoter

Resurser

e 3BluelBrown: Newton’s fractalez
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Andraderivata och konvexitet

#matematik #analys #envariabelanalys #derivata

Kurs: M0O065M Forkunskaper: Derivata

Forstaderivatan sager at vilket hall grafen gar. Andraderivatan sager hur den béjer: uppat som en skal
eller nedat som ett tak. Det behdver vi for att rita grafer, klassificera extremvarden och avgéra om en
approximation med tangenten ger for stort eller for litet varde.

¢) Idén

f” ar hur snabbt lutningen andras. Ar f > 0 blir tangenten brantare och brantare nar vi gar at
héger, och grafen kroker sig uppat. For en rérelse x(t) ar X hastigheten och x” accelerationen.

1. Andraderivatan

Andraderivatan f (x) &r derivatan av f (x) och méter hur derivatan sjilv fériandras.
" d .
X)=—J1X
f0= 2

Pa samma satt far vi tredje, fjarde, ..., n:te derivatan genom att derivera om och om igen:

by d? d"
Y EF0= 25 =D, Y =060 = 22 = D'fo).

:= Exempel — Fjardederivatan av tan x

Vi bestammer y® fér y = tan x.
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J Lésning

Varje derivering ger en faktor (1 + tan’ x) fran kedjeregeln:
y =1+tan’x
y =2tanx(1 +tan’x) = 2tanx + 2 tan’ x
y =(2+6tan’x)(1 +tan’ x) = 2 + 8tan’ x + 6 tan* x

y@ = (16 tan x + 24 tan> x)(1 + tan® x)

Y@ = 16tan x + 40 tan® x + 24 tan® x

Pavagenserviatty = 2y(1 + y?), dvs tan x léser differentialekvationen y” = 2y(1 + y?).

Stiimmer med det handskrivna [6sningsforslaget (forelcisning 27).

Sma forandringar. Andras x fran a tilla + Ax ar Af = f'(a) Ax. Andraderivatan styr felet i den
approximationen, vilket ar utgangspunkten for Taylors formel.

2. Konvex och konkav

f ar konvex pa ett 6ppet intervall I om f ar deriverbar dar och f ar vaxande pa I, och konkav om f
ar avtagande.

o [ '(x) > 0paettintervall = f ar konvex (béjer uppat) dar.
e f'(x) <0 paettintervall = f ar konkav (bojer nedat) dar.

O Tip
Konvex = “haller vatten”, konkav = “spiller vatten”.

En konvex graf ligger 6ver alla sina tangenter, en konkav under:

f >0pal = f(x)>f(a)+f(a)(x—a) forallag,x €I

¢ Hirledning

f” > (0 betyder att f har positiv derivata, sa f ar strangt vaxande (se Medelvardessatsen). Tag
a,x € I med x ¥ a. Medelvardessatsen ger ett ¢ mellan a och x med
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()~ f(a) = f (©)(x — a).

e Omx>aarc>a,saf (c)> f(a), och multiplikation med x — a > 0 ger f(x) — f(a) >

f(@)(x - a).

e Omx <aarc<a,saf(c)<f(a),och multiplikation med x — a < 0 vander olikheten:

f() = f(a) > f (@)(x - a).
I bada fallen ligger grafen Gver tangenten i a. Det konkava fallet gar likadant.

Darfor ger tangentapproximationen ett for litet varde dar f ar konvex och ett for stort dar f ar konkav.

f(x) = 10x> = 3x° har " (x) = 60x(1 — x?): konvex i de skuggade intervallen, konkav i 6vrigt, med
inflexionspunkterix = -1, 0, 1.

3. Inflexionspunkt

En inflexionspunkt ar en punkt dar konvexiteten byter tecken. Dar galler typiskt f(x) =0, men f =0
racker inte i sig.

I en inflexionspunkt gar tangenten genom grafen. Om f”(xo) existerar i en inflexionspunkt xg ar
f'(xo) = 0, men implikationen gar bara at det hallet: f(x) = x* har f (0) = 0 men &r konvex pé hela R
. Kandidaterna ar alltsa punkter dar f” = O eller dar f” saknas, och vi maste kontrollera teckenbytet i
en teckentabell.
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‘= Exempel

For f(x) = x> ar f (x) = 6x som byter tecken vid x = 0, s& grafen har en inflexionspunkt dér.

Andraderivatatestet. Andraderivatans tecken i en stationdr punkt avgér ocksa om det a&r maximum

eller minimum. Testet och dess harledning star i Extremvarden.

4. Krokning och inversens andraderivata

Krékning. Hur skarpt kurvan y = f(x) béjer méts av krokningen K och krékningsradien R:

)

K(x) = R =

A+ FER™

R &r radien i den cirkel som bést ansluter till kurvan i punkten.

|~

K|

Inversens andraderivata. Om ¢ = [ !,y = @(x) och f (y) & O galler

AN
o)’

¢ (x) =

¢ Harledning

y = @(x) betyder x = f(y). Vi deriverar tv& ganger implicit med avseende pa x:

1=fQ)y =y = %
FOOR o)

0=fMEY+fO)y =y =

Forstaderivatan ar samma formel som i Inversa funktioners derivata.

5. Vanliga fel

[\ Vanliga fel

. f = 0 ger inte inflexionspunkt. x* harf”(O) = 0 men ingen inflexionspunkt. Kontrollera

attf byter tecken.
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e Glomma punkter dir f ' saknas. Konvexiteten kan byta tecken dar f inte existerar. A andra

sidan ar en vertikal asymptot ingen inflexionspunkt, eftersom punkten inte ligger i Df.

e Konvex och konkav omkastade. Konvex betyder f" > (0 och att grafen bojer uppat, som X2

Engelskans concave up betyder alltsa konvex, vilket ar latt att blanda ihop.
e Blanda ihop tecknet pa f och f En funktion kan vara avtagande och konvex samtidigt,
some ™,

6. Losta O6vningar
:= Féreldsning 27, sidan 6 — Konvexitet for 10x> — 3x°

Vi bestammer intervallen dar f(x) = 10x3 — 3x° ar konvex respektive konkav, lokaliserar
inflexionspunkterna och bestammer de lokala extremvardena.

¢ Lésning

Derivator.
f (x) = 30x* — 15x* = 15x*(2 - x%), f'(x) = 60x — 60x> = 60x(1 — x)(1 + X)

Extremvarden. Kritiska punkter x = 0 och x = i\/i.

X —\/E 0
f (%) - 0 + 0 +
f(x) N lok. min ! terrass 2

f arudda, och f(v/2) = 10 - 24/2 = 3+ 44/2 = 84/2, sa f(-/2) = —8v/2.

Konvexitet.
X -1 0
f'(x) +* 0 = 0 5
fx) konvex infl. konkav infl. konvex

konvex pa (-, —1) och (0,1) , konkav pa (-1, 0) och (1, o)
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Inflexionspunkteri x = -1, 0, 1

Skiss. Nollstallen i 0 och £4/10/3,f — —00ddx — oochf — codax — —oo.

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

‘= Forelasning 27, sidan 8 — Krokningsradie for e
Vi bestammer krokningsradien for y = e i punkten x = 0.
2 Lésning

f)=f(x)=¢e\sa

e 1
k(%) (1 +e2x)32° 0) = 2372
1

Stéimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

‘= Forelasning 27, sidan 9 — Inversens andraderivata (tentamen 2021-08-18)

L&t f(x) = x> + 3x — 1. Vi bestammer (f 1) (3).

/ Lésning

Inversens virde. y = f1(3) betyder f(y) = 3, dvs y3 + 3y — 1 = 3.y = 1 passar, och
eftersom f'(x) = 3x?> + 3 > 0 ar f injektiv, sa f1(3) = 1.

Formeln. f (x) = 3(x* + 1) och " (x) = 6x ger

Sy fay _ 6
1 3) =— e — | =
R N

Stéimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.
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Lasning

e 4.5 Concavity and Inflections

Se aven

e Extremvarden

e Grafritning och asymptoter
e Medelvardessatsen

e Taylors formel

e Inversa funktioners derivata

Resurser

e 3BluelBrown: Derivatives through geometryrz
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MO065M - Talf6ljder och summor

Talfoljdexr och summox

#matematik #analys #talfoljd

Kurs: MO065M

En talfoljd ar en lista av tal dar varje tal har ett nummer, och en summa lagger ihop ett avsnitt av listan.
Summatecknet X gor langa summor hanterbara, och for tva typer av talféljder, de aritmetiska och de

geometriska, finns slutna formler. De formlerna anvands senare for serier och for Riemannsummor.
¢) Idén

Tank pa talféljden som en funktion som bara &r definierad i heltalen: a, = f(n). D& kan vi fraga
samma saker som for funktioner, till exempel vad som hander narn — oo,

1. Talfsljd

En talféljd &r en funktion N — R, skriven ai, az, as, ... eller kort (an)7 .
Talféljden kan ges pa tva satt:

e Explicit, med en formel for a,: a, = (-1)"2" ger -2, 4, -8, 16, ...
e Rekursivt, dar varje tal raknas ut fran de foregaende: ap+2 = dp+1 + apmeda; = a» = 1 ger
Fibonaccis talfoljd 1, 1, 2, 3, 5, 8, ...

Gransvarde. Talfoljden har gransvardet a om det till varje € > 0 finns ett tal N, sadant att
n>N, = |a,-al| <e

Vi skriver lim,, . » a, = a. Finns gransvardet ar talféljden konvergent, annars divergent. Till exempel
ar ((-1)"/n) konvergent med gransvardet 0, medan (2n + 1) &r divergent.
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2. Summanotation

n
Y, ak=ar+ay+ - +ap
k=1

Allmant ar Zzzm ayx = Ay + Apsp + -+ +a, form < n. Summan harn —m + 1 termer, och
summationsindex k &r en “dummy”: vilken bokstav vi anvander spelar ingen roll.

Rakneregler. Summor kan delas upp och konstanter brytas ut:

n n n n n

Y (ak+bk)= Y ax+ Y by, Y cax=c ) ag.
k=m k=m k=m k=m k=m

Indexbyte. Satter vij = k + 1 flyttas bade termen och granserna:

5 6
y 3-2k=y3.271
k=0 j=1

Bada granserna ska raknas om, och termen ska uttryckas i det nya indexet.

3. Standardsummor

nn+1)2n+1)
6

Zk_ (21)’ Zkzz

k=1 k=1

Den forsta ar ett specialfall av den aritmetiska summan. I en aritmetisk talfoljd ar differensen mellan
tva pa varandra foljande tal konstant, och summan av n termer ar antalet termer ganger medelvardet

av forsta och sista termen:

n (611 + an)

artat-tap= 5

2 Harledning — Gauss trick for Y k

Skriv summan framlanges och baklanges och addera:

Sn=1+2+-+n
Sp=n+(n-1)+--+1
2sp=(m+1)+(n+1)+--+n+1)=nn+1)

Alltsa ar s, = n(n + 1)/2. Samma resonemang fungerar for varje aritmetisk summa, eftersom
forsta plus sista, andra plus nast sista och sa vidare alltid ger samma tal a; + a,.
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Formeln for )’ k? visas lattast med Matematisk induktion.

4. Geometrisk talfoéljd och summa

En talfoljd ar geometrisk om kvoten mellan ett tal och det narmast féregaende ar konstant, ay1/a; =

r.D&arax = ajrkt.

Multiplicerar vi med a; och byter index far vi summan av de n férsta termerna i en geometrisk talféljd:

1-r

n
> alrk_1 = .
1-r

k=1

Lattast att komma ihag i ord: férsta termen gdnger (1 — ra™al termery/ (] — p),

+ 14

N [—=

% % + --- = 1:varje term fyller halften av det som aterstar av enhetskvadraten.
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¢ Harledning — multiplicera med r och subtrahera

2

Satts=1+r+r-+ - +r". Ddar

n+1

rs=r+ri+ e+ pt4pml
Alla termer utom tva tar ut varandra i differensen:

_ ntl
1 _1-r
S_

s—-rs=1-r"
Forr = 1 ar alla termer 1 och summan blir helt enkelt n + 1.

n+1

For |r| <1garr"™! — Onirn — oo, och vi far

1
k _
r —
2 1-r
k=0
. 1,1, 1 _1 1
T|llexempelar§+z+§+---—5'1_1/2=1.

‘= Exempel — Summa med negativ kvot (forelasning 29)

Vi beraknar
10
—k
X (=2) "
k=0
2 Lésning

_ k
Kvoten. (—2) % = (—%) , s& summan ar geometrisk med r = —% och 11 termer (k =

0,...,10).
Formeln.
1
0ok a-¢hHT 142 24210 2049 [683
Z (__) = i = = = = M 0,667
=02 1+1 32 3 3-1024 | 1024

Rimlighetskoll. Den oandliga summan ar 1/(1 + %) = % och vi har tagit med méanga termer.

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

pellesmoln.org/kurser/MOO65M - 2026-10-19 190/ 213



MOO065M - Talféljder och summor

/\ Vanliga fel

e Fel antal termer. ZZ:O har n + 1 termer, inte n. Det ar exponentenir
e Indexbyte bara i granserna. Byter vi k mot j — 1 maste termen ocksa skrivas om, annars

forskjuts hela summan.

e Formeln for r = 1. DA blir ndmnaren noll; summan ar i stéllet antalet termer ganger a; .

antal termer

som blir fel.

e 0indlig summautan |r| < 1. Formeln 1/(1 —r) géller bara fér |r| < 1.Férr = 2 ger den

—1, men summan ar divergent.

5. Lésta ovningar

‘= Testuppgift 2.4 — Vilket nummer har talet?

Talféliden 2, 6, 18, ... ar geometrisk. Vi vill veta vilken ordning talet 486 har i talféljden.

2 Lésning

Kvot.r =6/2 =3,s4a, =2 3" L.

Ekvation.2 - 371 =486 < 3"1=243=3°> < n-1=5.

n==6

Facit: Nummer 6 [2 - 3" ! = 486].

‘= Testuppgift 2.7 — Fyra geometriska summor

Vi beraknar

4 n 4
a) ¥3:2 b)) ¥3:2k ¢ y3-2k
k=1 k=1 k=0

/ Losning

Alla fyra har kvoten r = 2. Vi anvander férsta termen ganger (r®™@ €mer — 1)/(r — 1).
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24 -1
a) Forsta termen 6, fyra termer: 6 1 = .

2
) 2" -1 -
b) Foérsta termen 6, n termer: 6 - 5-1 =16(2" - 1)|.
B 25-1
c) Forsta termen 3, fem termer: 3 71 = .

d) Forsta termen 3, n + 1 termer: | 32" - 1) [=6- 2" - 3.

Rimlighetskoll. c) ar a) plus termen fork = 0: 90 + 3 = 93.

Facit: @) 90 b) 6(2" — 1) ¢) 93 d) 3(2"1 - 1) =6 2" - 3.

‘= Ovningsuppgift 2.6 — Summa med negativ kvot

Talfoljden 3, —2, %, ... ar geometrisk. Vi berdknar summan av a) de fem forsta termerna, b) de n

forsta termerna.

¢ Lésning
Kvot. r = —2/3 och a; = 3. Namnaren blir 1 —r = 5/3.

b) (forst, eftersom a) ar ett specialfall)

1--2)" |9 2"
Sn=3r——g3 T g(l ( 5))

a)Medn =5:
9 32 9 275 55
55:_(1+_):_-_: —
5 243 5 243 27

Facit: a) % b) %(1 - (—%)“)
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:= Ovningsuppgift 2.8 — Bestim en term ur summan

En geometrisk talfoljd har kvoten —%. Summan av de fem forsta termerna ar 3—;. Vi bestammer
det andra talet i talfoljden.

2 Lésning
Summaformeln.
1-(-1) 332 _ 1
BIOTTIT TN e T
" 11
Forstatermen. —a; = — <= a; = 6.
16 8
Andratermen.a; = a;r =6+ (—%) =[-3|

Facit: =3 [a; = 6].

Lasning

e 5.1 Sums and Sigma Notation
e 9.1 Sequences and Convergence

Se aven

e Matematisk induktion

e Bestamd integral och Riemannsummor
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Matematisk induktion

#matematik #logik #bevis

Kurs: MO065M Férkunskaper: Logik och bevisforing

Matematisk induktion &r ett satt att bevisa att en utsaga galler for odndligt mdnga heltal genom att
bara gora tva andliga kontroller. Den anvands framfor allt for summaformler, olikheter och delbarhet,
och for rekursivt definierade talfoljder.

¢) Idén — dominobrickor

Stall upp dominobrickor i en oandlig rad. Om den férsta brickan faller, och varje bricka som faller
faller nasta, sa faller alla. Basfallet ar den forsta brickan, induktionssteget ar att varje bricka
faller nasta.

1. Induktionsprincipen
FOr att bevisa att en utsaga P (n) galler for alla heltal n > ny:

1. Basfall: visa P (ny).
2. Induktionssteg: antag P (k) och visa P (k + 1).

Da galler P (n) for allan > ny.
Antagandet att P (k) ar sann kallas induktionsantagandet. Vi antar det bara for ett godtyckligt k > n;
det &r implikationen P (k) = P (k + 1) som bevisas, inte P (k) sjalvt.

‘=Summanl+2+--+n=n(n+1)2

Basfall (n = 1): 1 = 1 - 2/2. v Induktionssteg: antag likheten fér n = k. D3

k(k +1) (k+1D(k+2)

Lotk (k+1) = ———+ (k+1) = >

pellesmoln.org/kurser/MOO65M - 2026-10-19 194 /213


file:///opt/buildhome/repo/public/tags/matematik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/logik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/bevis
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Logik-och-bevisf%C3%B6ring
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Talf%C3%B6ljder-och-summor

MO065M - Matematisk induktion

2. S3 skriver vi ett induktionsbevis for en summa

1. Formulera P (p + 1) genom att sattan = p + 1 i pastaendet. Da vet vi exakt vilket uttryck vi ska

na fram: till.
2. Dela upp summan i de p férsta termerna och den sista:

ptl p
> a= (Y a) + apsg.
k=1 k=1

3. Anvand induktionsantagandet pa parentesen, och markera var det sker.

4. Forenkla tills vi far hogerledet i P (p + 1). Ofta ar det enklast att visaatt VL(p + 1) — HL(p +

1)=0.

For olikheter fungerar samma schema, men i steg 4 behover vi i regel en extra olikhet som haller for

P = ngy. Det ar dar basfallet ng kommer in.
:= Férelisning 30, exempel 5 — Olikheten 2" > n?

Vivisaratt 2" > n?férn=5,6,7, ...

/ Losning
Basfall (n = 5):2° =32 >25=5% v
Induktionsantagande. Antag att 2P > p2 for nagot p > 5.

Induktionssteg. Vi vill visa 2°*1 > (p + 1)?. Med induktionsantagandet ar
2Pt =2 . 2P > 2p?
s& det racker att visa 2p® > (p + 1)?. Det ar ekvivalent med
2p°>p°+2p+1 &= p°-2p-1>0 < (p-1)°>2,

som ar sant eftersomp — 1 > 4.

Slutsats. Enligt induktionsaxiomet galler| 2" > n® for alla n > 5|, Olikheten &r falsk fér n =

3ochn=4(8<9,16 = 16), sa basfallet kan inte flyttas ner.

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.
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/\ Vanliga fel

e Hoppa over basfallet. Induktionssteget ensamt bevisar ingenting: utsagan 22:1(21( -
1) = n? + 5 klarar induktionssteget men ar falsk for varje n (se Ovningsuppgift
2.10 nedan).

e Anta det som ska visas. Vi far anta P (p), inte P (p + 1). Att utga fran likheten for p + 1 och
harleda nagot sant, till exempel 0 = 0, bevisar ingenting om inte varje steg ar en
ekvivalens. Rakna i stallet pa VL(p + 1) tills det blir HL(p + 1).

¢ Fel basfall for olikheter. Basfallet ska vara det minsta n pastaendet géller fér, och
extraolikheten i steget maste halla for alla p fran just det ny.

e Otydligt var antagandet anvands. Markera steget dar induktionsantagandet satts in; utan
det syns inte att beviset ar ett induktionsbevis.

3. Losta O6vningar

:= Testuppgift 2.8 b — En teleskoperande summa

Vivisar med induktion att, for alla positiva heltal n,

n

1 _1- 1
ka+1)_ n+1
k=1
Z Lésning
Basfall (n = 1): VL ! L hHL =1 ! 1-/
asfa =1): = ——=-0C =1-===.
" 12 2 2 2
i 1
Induktionsantagande. Z —=1- .
k(k 1) pt1
: . 1
Induktionssteg. Viskana 1 — .
p+2
1
pi indant. | _ 1 N 1 - p+t2)-1 _q_ 1
o k(k+1) p+rl1 (p+Dp+2) P+DE+2) p+2

Slutsats. Formeln géller forallan > 1.

Resonemangsuppgift — det finns inget facit att jimfora med.
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‘= Gvningsuppgift 2.9 e — Summamed k - 27

Vi visar med induktion att, for alla heltaln > 1,

Y k-2k=2-(n+2)-2™.
k=1

2 Losning
Basfall ( 1): VL L h HL. 231 1/
asfall (1 = 1): VL = = oc =2-3-=-=~—.
" 2 2 2
p
Induktionsantagande. Y k-2 =2—(p+2)27P.
k=1

Induktionssteg. Viskana 2 — (p + 3) 27®*D_Skriy 27P = 2 - 27¢*D):

p+l .
Y k2K E ) (p+2) 2P+ (p+1)27 PV =2-2CDp+a-p-1)=2-(p+
k=1

Slutsats. Formeln géller forallan > 1.

Resonemangsuppgift — det finns inget facit att jimfora med.

= Ovningsuppgift 2.10 — Varfor basfallet behdvs

n
a) Vi visar att om utsagan Y (2k — 1) = n® + c géller f6r n = p, s& giller den ocksa férn = p + 1.
k=1
Ar utsagan darmed sann férallan > 1?

b) Vi bestammer talet ¢ sa att utsagan galler forallan > 1.

2 Lésning

a) Antag lezzl(Zk —1)=p? +c.Daar
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p*l
YRk-1)=p*+c+QRpP+1)-1)=p*+2p+1+c=(p+1)7+c.
k=1

Induktionssteget haller alltsa for varje c. Men utsagan ar inte bevisad: basfallet saknas, och

Nej | — utan det kan steget “falla” brickor som aldrig borjade falla.

b) Basfalletn = 1 kraver 1 = 1 + ¢, alltsa . Med basfallet och steget i a) galler da
Yo (2k = 1) =n*forallan > 1,

Facit: a) Nej! Utsagan mdste ocksd visas vara sann férn = 1. b) c = 0.

:= Ovningsuppgift 2.12 — En olikhet for ¥ 1/k?

Vivisar med induktion att

| 1
> 2 <2-- for alla heltal n > 2.
k=1 iz

/ Losning
1 5 1 3 5
Basfall(n =2): VL =1+ - = — ochHL =2 — — = —_ Eftersom — < — stammer det. v
4 4 2 2 4 2
7 1
Induktionsantagande. . 2 <2 — —f6rnagotp = 2.
k=1 p
p*1 1
Induktionssteg. Viska visa )’ 2 <2- m Med antagandet ar
k=1
p+l
Lo <2ms
o ke p (+1y

1
sa det racker att hogerledet ar hogst 2 — 1 Differensen ar
p

1 1 1 _—(p+1+p+pp+1) 1
e CTpr”

(2 = <
pt1l p(p + 1) p(p + 1)?

Slutsats. Olikheten géller for allan > 2. Som bonus foljer att ZZOZI 1/k? < 2.

Resonemangsuppgift — det finns inget facit att jimféra med.
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Se aven

e Talfoljder och summor
e Logik och bevisféring

Resurser

e 3BluelBrown: Induction (proof by induction) 2
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Tayloxs formel

#matematik #analys #envariabelanalys #taylor

Kurs: MO065M Forkunskaper: Derivata, Hogre ordningens derivator

Taylors formel ersatter en kranglig funktion med ett polynom som ar nastan lika ndra x = a, och sager
dessutom hur stort felet ar. Polynom &r latta att rdkna med, sa formeln anvands for narmevarden, for

gransvarden och for att undersoéka hur en funktion beter sig nara en punkt.

¢) Idén — fran tangent till polynom

Tangenten P1(x) = f(a) + f (a)(x — a) har samma vérde och samma derivata som f i a. Vill vi ha
en battre approximation tar vi ett polynom av grad n som har samma varde och samma n férsta
derivator som f i a. Ju fler derivator som stammer, desto langre haller polynomet sig nara grafen.

1. Taylorpolynomet

Taylorpolynomet av grad n kring a:

®(a
To(x) = f;% - a)"

k—O

f( ) a)2+' f(n)( )( —a)".Férn = 14&rdet

Utskrivet ar T, (x) = f(a) + f (a)(x — a) + ——=

tangenten, alltsa linjariseringen.

Maclaurinpolynomen till sin x foljer kurvan langre ut ju hogre gradtalet ar.
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T Ts

-1 / \ sin x
! \
! \
_2 I
\
| NE
-2T -T 0 i 21

¢ Hirledning — varfér k! i namnaren?

Gor ansatsen Pp(x) = co + c1(x — a) + ca(x — a)? + +++ + cu(x — @)™ och derivera:

P,',(x) =c; +2c(x —a) + 3ca(x —a)® + -+
P,;'(x) =2cp+3:2c3(x—a)+ -
P,Sk)(x) = k! cx + (termer med x — a)
Ix = aforsvinner alla termer med x — @, sa Prgk)(a) = k! ck. Kravet P,Sk)(a) = f®(a) ger cx =

fO(a)/k!.

f Ordning och grad

Blomqvist och forelasningarna sager ofta “Taylorutveckling av ordning n”: termer till och med

(x — a)" plus en restterm. Polynomets grad kan vara lagre, eftersom koefficienter kan vara noll.
Forsinx kring 0 ar Ty = T3 = x — X°/6.

2. Resttermen

Med restterm (Lagrange):
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()
(n+1)!

f(X) = Tn(X) + Rn(X), Rn(x) = (X _ a)n+1

dar & ligger mellan a och x. Resttermen ser ut som “nésta term” i polynomet, men med derivatan tagen
i en okand punkt & i stéllet for i a. Blomqvist skriver ofta = a + (x —a) med 0 < 0 < 1, och kallar
resttermen Ry+1(X).

Forn = 0 sager formeln f(x) = f(a) + f (§)(x — a), vilket & Medelvardessatsen. Taylors formel ar
alltsa en generalisering av den.

2 Harledning i korthet — via integralformen
Steg 1. Integralkalkylens fundamentalsats ger f(x) = f(a) + fax f (o) dt.

Steg 2. Partialintegrera med primitiven —(x — t) till 1:
[ FOd=1-6-0f @] + -0of ©de=F@x-a+] &x-0f Od
Upprepar vi n ganger far vi
1 X
f) = Tu( + 5/ () (x - 0" dt.

Steg 3. Vikten (x — t)" byter inte tecken mellan a och x, sa integralkalkylens medelvardessats ger
ett & mellan @ och x med

(n+1) 2 (n+1)
00 - gy [0

1 : n+ n =
al fUPO0- 0 de= a w D)

(x—a)™L.

Ett alternativt bevis anvander hjalpfunktionen g(t) = f(t) — T,(t) = K(t — a)™**!, valjer K s& att
g(x) = 0, och tillampar Rolles sats n + 1 ganger.

3. Feluppskattning

Vi kinner inte &, men vi kan uppskatta resttermen. Om | f™*D(6)| < M for alla t mellan a och x &r

|R,(x)| <

M
<D |x—a|™.

Tecknet pa f"D mellan a och x avsl6jar dessutom om T,,(X) &r ett dver- eller
underskattat narmevarde.

pellesmoln.org/kurser/MOO65M - 2026-10-19 202 /213


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Medelv%C3%A4rdessatsen

MOO065M - Taylors formel

Naraa = 1 ligger P, narmare 1/x an tangenten Py; vid x = 1,02 syns ingen skillnad alls i den
har skalan.

' x=1,02 ~

0,5 1 1,5 2

‘= Forelasning 31 — Narmevarde till 1/1,02 med felgrans

Vi bestammer Taylorpolynomet av ordning 2 for f(X) = 1/x kring a = 1, och anvéander det for ett
narmevarde till 1/1,02 med feluppskattning.

2 Lésning

Derivator. f(x) =x L, f(x) = —x2,f (x) =2x3,f (x) = -6x*1a=1f1)=1,f1) =
“1,f'(1)=2.

Polynomet.
T,(x)=1-(x—1)+ %@—1)2 =1-(x-1)+(x-1)>.

Narmevarde. T5(1,02) = 1 - 0,02 + 0,0004 = 0,9804.

Restterm. For ndgot E med 1 < & < 1,02 ar

@) 02y = 002,

R2(1,02) = T E
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|f"(&)| = 6/&* ar avtagande och storst i vanstra andpunkten & = 1,53 | Ry | < (0,02)3 =
8 - 107°. Resttermen ar negativ, alltsa ar narmevardet for stort:

1
0,9804 -8 - 107° < — < 0,9804
1,02

o

Rimlighetskoll. 1/1,02 = 0,980392 ..., vilket ligger i intervallet.

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.

4. Maclaurinserier (a =0)

Kring a = 0 kallas polynomet Maclaurinpolynom. De tre viktigaste utvecklingarna:

. o XK . ~ ®© (_1)kx2k+1 ~ ®© (_1)kx2k
e = Z k—!, Sinx = Z W, COSX = Z W
k=0 k=0 k=0

Fler standardutvecklingar, och hur de kombineras, finns i Taylorutveckling.

I\ Vanliga fel

o ¢ arinte en konstant. Punkten & beror pa x (och p& n). Vi kan bara saga att den ligger
mellan a och x.

o Uppskatta f""D j fel punkt. M ska vara det stérsta vardet av | f™*D | pa hela intervallet
mellan a och x, inte vardet i a.

o Glémma k!. Koefficienten ar f®(a)/k!, inte f*)(a). Resttermen har (n + 1)!.

e Blanda ihop ordning och grad. “Ordning 3” for cos x ger 1 — x?/2 plus restterm av ordning
4; polynomet har grad 2.

5. Lésta ovningar

‘= Testuppgift 9.1 — Utveckling av 1/x kring x = %

—_

1
Vi bestammer andra ordningens Taylorutveckling av f(x) = — kringx = —.
X

No
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J Lésning

la=if=2f=-4, =16

Lo

Derivator. [ (X) = —%, f'(x)= % f'(x) = -

Polynomet.

2
Tz(x)=2—4(x—%)+ 12—6(x—%) =6—12x + 8x°.

_6/64

Restterm. R»(x) = T

3
(x-— %) , alltsa

1 , 117
)-(—6_]_2X+8X _E—4(X_§)

dar & ligger mellan % och x.

Facit: 6 — 12x + 8x% — 5—14()( - 23 ddr& € (3,x) eller (x, 3).

‘= Testuppgift 9.3 b — Maclaurinpolynom for /1 + x

Vi bestammer Maclaurinpolynomet av grad 4 for f(x) = v/1 + x = (1 + x)!/3 genom att derivera
fyra ganger.

Z Lésning
Derivator.

f=s@e0 ™, f=-s@e ™, = 2™, [@=-2asn?

L Ooch delatmed ki L 29 _ 1 1027 5 80581 10
rotomdeamed®i L 3T Ty T 810 24 243
5 10
T4(X)—1+—x— X2+_x3_ X4
9" 81 243

30 1, 1,2, 5,3 10,4
Faczt.1+3x S
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:= Ovningsuppgift 9.1 — Utveckling av /x kring x = 4

Vi bestdimmer andra ordningens Taylorutveckling av f(x) = \/)_< kring x = 4.

/ Losning
i A | 1 .. 3 g g
Derivator. [ = mf = _4x3/2’f = 8XS/Z.Ia =4:f=2f =
Restterm f(E) = > = L
-3l 8-68&72 16&2,/&
_ _ )2 — 23
\/)_(:2+x 4 (x-4) . x—-4)

4 64 1682/

dar € ligger mellan 4 och x.

s 4 _ (x4 | 4’
Facit: 2+ XT v W

‘= Ovningsuppgift 9.7 — Los sin x = x/2 approximativt

X

Vi l6ser ekvationen sin x = 5 approximativt genom att ersatta sin x med dess Maclaurinpolynom

avgrada) 3, b) 5.

¢ Lésning
a) XS—X<=>X1 i 0, allt
- == — — —)=0,alltsa
X6 T2 275
x=0, x=+v3~+1,73
X X X : 4 2 g 2
b)x—€+a = E.Efterdlwsmn med x/120 blir det x* — 20x= + 60 = 0,sa x- = 10 +

Roten x*> = 10 + 24/10 ger | x| ~ 4,04, dar polynomet inte langre liknar sin x (sin 4,04 < 0

men 4,04/2 > 0). Den forkastas.
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x=0, x=%110-2v10%+1,92

Rimlighetskoll. Den verkliga [6sningen ar x ® +1,895. Grad 5 kommer narmare an grad 3,
som forvantat.

Facit: a)x = 0, x® £v/3 * +1,73b)x = 0, x = £/ 10 — 24/10 = £1,92.

Lasning

e 4.10 Taylor Polynomials
e 9.6 Taylor and Maclaurin Series

Se aven

e Taylorutveckling

e Gransvardesherakning med Taylor
e Funktionsapproximationer

e Medelvardessatsen

Resurser

e 3BluelBrown: Taylor series
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Gransvardesberakning med Taylor

#matematik #analys #envariabelanalys #gransvarde #taylor

Kurs: MO065M Forkunskaper: Gransvarden, Taylors formel

Istallet for att jaga standardgransvarden kan man ersatta funktioner med sin Taylorutveckling kring O
och sedan forkorta.

&) Idén — lagsta potensen vinner

Ett gransvarde av typen [g] narx — 0 handlar om hur snabbt taljare och namnare gar mot noll.
Efter Maclaurinutveckling ar bada polynom plus sma resttermer, och néra O dominerar den lagsta
potensen av X. Férkorta med den, s& syns gransvardet direkt.

1. Vanliga utvecklingar kring x =0

x> x?
sinx = x — n +0(x°), cosx=1- 3 +0(x")

x? x?
et = 1+x+5 +0(x%), In(1+x)=x- 3+O(x3)

Behovs fler termer tas de ur Taylors formel eller ur formelbladet.

2. Stora ordo

Vi skriver f(x) = O(x") narx — 0om f(x) = H(x) x" med H begransad nara 0. Det betyder att f gar

mot noll minst lika snabbt som x"'. Resttermen i en Maclaurinutveckling av ordning n ar just O(x””).

Rakneregler (Blomqvist, Sats 9.5.1), for m > n:

o(x™)
Xn

O(x") + O(x™) = O(x", kO(x") = O(x"), X" O(x") = O(x™™M), =0(x™™").
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Den lagre potensen “vinner” vid addition, och vid division sjunker exponenten.
&) Tumregel

Ta med termer till och med samma potens som i namnaren. Har namnaren x3 ska taljaren
utvecklas till och med x3-termen, och resten skrivas som O(x*) eller O(x°).

‘= Exempel

- sinx—x_l, —x3/6+O(X5)_1. —1+O AN
MTe T e IlEror)TTg

& Tip

Utveckla bara s& hogt du behdver. Anvand O(*)-notation for att halla ordning.

3. Kombinera kanda utvecklingar

Att derivera fram en utveckling blir snabbt jobbigt. Oftast ar det enklare att satta in, multiplicera och

addera utvecklingar vi redan kan, till exempel

(=2x)*
2

e =1-2x+ +0(x°) = 1 - 2x+2x* + O(x°).

Det ar tillatet tack vare entydighetssatsen (Blomqyvist, Sats 9.6.1): om
f(X) =co+cix++ + X"+ O(X™) narx — 0,
sdarco + c1x + *++ + cpx" Maclaurinpolynomet av ordning n for f. Hur vi &n kommer fram till en sadan

form, blir koefficienterna desamma.

/ Harledning — entydighetssatsen

®(0
Maclaurins formel ger ocksa f(x) = ZZ:O %xk + O(x"*1). Satt de tva uttrycken lika.

Latx — 0:dablircy = f(0). Dra bort ¢ fran bada led, dela med x & 0 och lat x — 0 igen: da blir
c1 = f(0). Upprepar vi proceduren far vi cx = f®(0)/k! fork = 0,1, ..., n.
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Udda och jaimna funktioner. Ar f udda, f(—x) = —f(x), innehaller utvecklingen bara udda potenser; &r
f jamn bara jamna. Det foljer av entydighetssatsen, eftersom utvecklingen av f(—x) fas genom att byta
x mot —x. Darfor artanx = x + bx> + O(x5) utan att vi behdver rakna ut x>- och x*-termerna.

Andra obestamda former. Metoden ar gjord for [%], men andra former kan ofta skrivas om till den:

1 1
o [00 —00], till exempel — — ——: satt pd gemensamt brékstreck.

X
e [1®] och [0°]: skriv f(x)g(x) = @90 och berakna gransvardet av exponenten. Se
Exponentialfunktioner och logaritmer.

:= Forelasning 32 — Gransvardet lim, _, o(cos x)l/x2

Vi beraknar
2
lim (cos X)X
X—)
som ar av typen [1].
Z Lésning
Skrivom. Nara 0 ar cosx > 0, sa
2 2
(COS X)l/x — eln(cosx)/x ]

Eftersom e! ar kontinuerlig racker det att berdkna gransvardet av exponenten.

Utveckla In(cos x). Med g(x) = In(cos x) ar g(0) = 0, g'(x) = —tanx sa g (0) = 0, och
g (x) =—1/cos’xsag (0) = —1. Alltsa

x? .
In(cos x) = ) +O(x°).

Exponenten.

In(cos x) _

lim 5

x-0 X

lir%(—% +0(x)) = —%.

X—

Svar.

2 —
lim(cos x)'* = e =

1
— |~ 0,607
x-0 \/(_2

Stiimmer med det handskrivna lbsningsforslaget.
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/\ Vanliga fel

e For kort utveckling. Stannar vi innan termerna slutat ta ut varandra star vi kvar med
O(x")/x", som inte sager nagot. Utveckla till namnarens potens.

e Troatt O(x") — O(x") = 0. Tva resttermer av samma ordning tar inte ut varandra;
differensen &r fortfarande O(x").

e Glomma gemensamt brakstreck vid [oo — oo]. Utvecklar vi varje term for sig stér vi kvar

med 0o — 00,
» Blandaihop sin® x och sinx*. sin” x = (sinx)* = x* = 1x* + -+, medan sin(x?) = x* -
146 4 ...
SR
4. Losta Oovningar
:= Testuppgift 9.5 d — Ett [3]-gransvérde
Vi beraknar med hjalp av Maclaurinutveckling
. e ¥ —cosx+2sinx
lim — .
x=0 sin” x

J Lésning

. 2
Namnaren. sin’ x = (x + O(x*))” = x* + O(x*), sa vi utvecklar taljaren till och med x°.

Taljaren.
2 X? 3y _ 22 3
(1-2x+2x )—(1—5)+2x+0(x )= e +OX°).
Gransvardet.
. 2X*+0(%) . 2+0 |5
lim4=—< =lim->=———-=| -
=0 x2+0(x*) x-01+0(x?) |2
Facit: %
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‘= Testuppgift 9.7 — Maclaurinutveckla tan x

Vi Maclaurinutvecklar tan x med x-termer till och med ordning 3, genom att satta

sin x 3 5
tanx = —— = ax + bx” + O(x”)
COoS X

(tan x ar udda).

¢ Lésning

Multiplicera upp. sin x = cos x * tan x ger

X’ 5y — X’ 4 3 5\ — a s 5
x—€+0(x)—(1—5+0(x ) (ax + bx” + O(x ))—ax+(b—§)x +O(x).

Jamfor koefficienter (entydighetssatsen):a = 1 och b — % = —%, alltsa b = %

L5 5
tanx = x + 3% +0(x°)

Facit: tanx = x + x> + O(x°).

‘= Testuppgift 9.8 — Vilj konstanter sd att gransviardet finns

Vi bestammer konstanterna A och B sa att gransvardet

) e* A B
lim(———-=—-=
x-0"1—-cosx Xx x°

existerar, och beraknar gransvardet.

2 Losning

Gemensamt brakstreck.

x%eX — Ax(1 — cos x) — B(1 — cos x)
x2(1 - cosx) ’

$2 4 4

X X
Namnaren. 1 — cosx = > 24 + O(x®), s& namnaren ar > + O(x®). Taljaren ska

utvecklas till och med x*.
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Taljaren.

21+ +x2 Ax x? sz x4)+o 5= 1 B s Ala, 1, B
—)-Ax*— —B(=— - — =(1-—-)x - =)x -+ =)
x+5) y B0 =d-xrd-)x (G 5)
Villkor. For att gransvardet ska finnas maste x%- och x3-termerna férsvinna, annars gar
uttrycket mot +oo, Det ger|A =2, B = 2|

1 1 7
Gﬁmﬁma»%dezuwﬁ«mmdmmn—+I§:I?

LGxt+0(x) |7

im =————= =
1
x=0 2x*+0(x%) |6

Facit: Grdnsvdrdet blir % forA=2ochB = 2.

Lasning

e 4.10 Taylor Polynomials

Se aven

e Taylors formel

e (Gransvarden

e QOegentliga gransvarden

e Exponentialfunktioner och logaritmer
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