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FOOO5T - Dimensionsanalys

Dimensionsanalys

#fysik  #experimentell-metodik #metod

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Experimentell metodik

Varje fysikalisk storhet kan uttryckas i ett fatal grunddimensioner. Dimensionsanalys utnyttjar det fér
att kontrollera samband, for att harleda hur storheter maste bero pa varandra, och for att minska
antalet variabler i ett experiment.

1. De sju grunddimensionerna
Vi har grundlaggande fysikaliska dimensioner:

1. Massa (M)
2.Langd (L)

3.Tid (T)

4. Elektrisk strom (1)
5. Temperatur ()

6. Ljusstyrka (J)

7. Materiemangd (N)

Dimensionen hos en storhet x skrivs [x] och &r alltid en produkt av potenser av dessa. I mekaniken
racker de tre forsta.

2. Vad analysen kan och inte kan

Dimensionsanalysen ger formen pa ett samband, men aldrig de dimensionsldsa faktorerna — en
konstant framfor uttrycket eller ett beroende av en vinkel syns inte i dimensionerna.

Tre verktyg bygger vidare pa detta: dimensionshomogenitet for att kontrollera ett uttryck, m-grupper
for att reducera variabelantalet, och Buckinghams pi-teorem for att veta hur manga grupper man ska
leta efter.
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Se aven
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Dimensionshomogenitet

#fysik  #experimentell-metodik  #princip

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Dimensionsanalys

Alla termer som adderas i ett fysikaliskt samband maste ha samma dimension. Principen kallas
dimensionshomogenitet och ger ett snabbt satt att kontrollera ett uttryck: bar tva adderade termer
olika dimension ar nagot fel.

1. Dimensionen hos en storhet

Dimensionen lases av direkt ur definitionen. Hastighet ar langd per tid och acceleration hastighet
per tid:

[vl=LT™
[a] = LT?
Sammansatta storheter arver dimensionen fran sitt samband. Ur
F =ma
foljer
[F1=M LT *=MLT?
och p& samma satt ger arbetet W = F's, med [F] = MLT 2 och [s] = L, dimensionen

[W]=ML*T?

2. Homogenitetsprincipen

Betrakta laget vid konstant acceleration:

S=S5y)tvt+ Eatz
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Varje term i hogerledet maste ha samma dimension som vansterledet, alltsa langd:
[s1=L  [so]l =L
[vot] = LT'T = L
[at?] = LT*T?* =1L

Uttrycket ar homogent. Faktorn % ar dimensionslos och paverkar ingenting — det ar just sddana

faktorer dimensionsanalysen inte kan hitta.

3. Att gissa ett samband ur dimensionerna

Antag att pendelns svangningstid beror pa langd, massa, tyngdacceleration och utslagsvinkel. Vi gér

en potensansats:
t=k-I“mPgco"
Dimensionerna hos de ingdende storheterna ar
[t]=T [[]=L [m]=M
[g1=LT  [0]=1

Vinkeln ar dimensionslés och kan darfor inte bidra. Kravet pa homogenitet ger en ekvation per
grunddimension. Tiden finns bara i faktorn

(LT )¢
sa exponentmatchning i T ger
1
1=-26 = €=—-—=
2
Langden far inte finnas kvar netto, vilket ger

O=a+€ = a=

N|—

och eftersom ingen massa forekommer i vansterledet ar

0=8

t:kvqéy
g
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FOOO05T - Dimensionshomogenitet

4. Vad analysen kunde beratta

Karnan i resultatet ar faktorn

l

g

Massan foll bort helt — pendelns svangningstid beror inte pa vikten. Kvar star tva okanda: konstanten k
och vinkelberoendet Y. Dem maste vi mata oss till, for de ar dimensionslosa.

Det anvandbara som anda gar att lasa av ar proportionaliteten
t o /1
Fyrdubblad langd ger alltsd dubblad svangningstid, eftersom

Va4 =2

Se aven

e Dimensionsanalys

e Pi-grupper

e Buckinghams pi-teorem
e Strykmetoden

e Svangning

Resurser

e Wikipedia: Dimensional analysist
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Pi-grupper

#fysik  #experimentell-metodik #metod

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Dimensionsanalys, Buckinghams pi-teorem

En m-grupp ar en dimensionslos kombination av de storheter som ingar i ett problem. Genom att
skriva om ett samband i T-grupper istallet for i de ursprungliga variablerna minskar antalet storheter
som maste varieras i matserien, och det som aterstar att bestamma experimentellt &r en funktion av
farre argument.

1. Arbetsgang

1. Gor en variabellista
2. Gor en snabb dimensionsanalys
3. Skapa m—grupper
4. GOr en ansats
1.y = f(my, o, 73)
5. Bestam funktionssamband
1. Plotta matdata
2. Bestam eventuella konstanter

Steg 3 gors med strykmetoden, och antalet grupper ar kant i forvag ur ri-teoremet.

Excel

o Hall dig till en tabell, dar rader &r genomférande och kolumner ar: T—grupper, variabler osv.

2. Genomraknat fall — hjulets omloppstid

En vikt fasts i ena anden av ett snoére, vars andra ande hakas pa en skruv, som ar fastsatt pa periferin,
pa ett (approximativt) homogent hjul. Snoret lindas upp pa hjulets periferi. Vikten slapps darefter, och
efter det att den rort sig en bestamd stracka nedat, mats hjulets omloppstid. Bestam en formel som

bestammer hjulets omloppstid T.
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Forst variabellistan med dimensioner:

Storhet Symbol Dimension
Omloppstid T T

Hjulets radie r L

Hjulets tjocklek h L

Hjulets densitet p ML3
Viktens massa m M
Fallstracka S L
Tyngdacceleration g LT

Sedan stryks en grunddimension i taget:

&\begin{vmatrix} &M&L&T& \\ \tau &0&0&1 \\ r &0&1&0\\ h &0&1&0\\ \rho &1&-3&0\\ m &1&0&0\\ s
&0&1&0\\ g &0&1&-2 \end{vmatrix}\implies \begin{vmatrix} & M&L&T& \\ \tau &0&0&1 \\ r &0&1&0\\
h &0&1&0\\ \rho/m &0&-3&0\\ s &0&1&0\\ g &0&1&-2 \end{vmatrix} \implies \begin{vmatrix}
&M&L&T& \\ \tau &0&0&1 \\ h/r &0&0&0\\ s/r &0&0&0\\ \rho r*{3}/m &0&0&0\\ g/r &0&0&-2
\end{vmatrix}\implies \begin{vmatrix} &M&L&T& \\ \tau\sqrt{g/r} &0&O0&0\\ h/r &0&0&0\\ s/r
&0&0&0\\ \rho r*{3}/m &0&0&0 \end{vmatrix} \end{aligned}$$ Varje pil ar en radoperation, dvs. en
multiplikation/division av storheterna: 1. **Bort med $M$.** Bara $\rho$ och $m$ bar massa. $m$ blir
pivot, $\rho \to \rho/m$, och $m$ lamnar tabellen. 2. **Bort med $L$** $r$ blir pivot: $h\to h/r$,
$s\to s/r$, $\rho/m \to \rho r*{3}/m$, $g\to g/r$. $\tau$ har ingen langd och star still. $r$ lamnar
tabellen. Tre nollrader klara. 3. **Bort med $T$.** $g/r$ blir pivot ($T~-2}$). $\tau$ har $TA{1}$,
alltsa halva pivoten: $\tau \to \tau\sqrt{g/r}$. Alla exponenter noll, och antalet stammer med
Buckingham: $n-k=7-3=4%.

\pi_21=\tau\sqrt{\dfrac{g}{r}},\qquad \pi_2=\dfrac{h}{r},\qquad \pi_3=\dfrac{s}{r},\qquad
\pi_4=\dfrac{\rho r*3}}{m}

\pi_1=Ff(\pi_2,\pi_3,\pi_4) \implies \boxed{;\tau=\sqrt{\dfrac{r{g}};f!\left(\dfrac{h}r}, \dfrac{s}
{r},,\dfrac{\rho r*3}{mHright);}

## Se aven - [[Strykmetoden]] - [[Buckinghams pi-teorem]] - [[Dimensionsanalys]] -
[[Dimensionshomogenitet]] - [[Experimentell metodik]] ## Resurser - [Wikipedia: Buckingham mt
theorem](https://en.wikipedia.org/wiki/Buckingham_%CF%80_theorem) --- «
[[Dimensionshomogenitet]] - [[FOO05T]] - [[Buckinghams pi-teorem]] =
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Buckinghams pi-teoxrem

#fysik  #experimentell-metodik #sats

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Dimensionsanalys, Pi-grupper

Buckinghams m-teorem sager att ett samband mellan n fysikaliska variabler som bygger pa k
oberoende grunddimensioner kan skrivas om som ett samband mellan n — k dimensionslésa 7-
grupper. Teoremet talar alltsa om pa férhand hur manga m-grupper vi ska leta efter.

1. Satsen

Ett samband mellan n variabler blir efter omskrivning ett samband mellan

n-k

dimensionsldsa grupper, dar k ar antalet oberoende grunddimensioner som variablerna

tillsammans innehaller.

2. Varfor satsen ar anvandbar

Antalet n — k ar en raknekontroll: har strykmetoden gett fler eller farre grupper an sé har nagot gatt
fel. Det ar ocksa en besparing i labbet — varje eliminerad variabel &r en variabel mindre att variera

i matserien.

Ett samband mellan sju storheter som bygger pa M, L och T reduceras till fyra grupper, eftersom 7 —
3=4.

Se aven

e Pi-grupper

e Strykmetoden

e Dimensionsanalys

¢ Dimensionshomogenitet
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Resurser

e Wikipedia: Buckingham m theorem®z
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Stxrykmetoden

#fysik  #experimentell-metodik #metod

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Dimensionsanalys, Pi-grupper

Strykmetoden ar ett systematiskt satt att konstruera dimensionsldsa rt-grupper. Vi staller upp
variablernas dimensionsexponenter i en tabell och eliminerar en grunddimension i taget genom att
valja en pivotvariabel och dividera de 6vriga med lamplig potens av den. Nar alla exponenter ar noll
aterstar m-grupperna, och pivotvariablerna har strukits ur tabellen.

1. Vad ar en m-grupp?

En 7t-grupp ar en kombination av storheter som ar dimensionslés:

[n] =1
Det enklaste fallet ar en kvot mellan tva langder,
Ly
m=—.
L
dar dimensionerna tar ut varandra:
L
nl=-=1
[r] T

2. Varfor vi anvander m-grupper

Betrakta kraften pa en kropp som beror pa sex storheter:

F = f(A’ h’Xsp05pV’g)

Ska vi kartlagga det experimentellt maste varje variabel varieras for sig. Skriver vi istéllet om det i
dimensionsldsa grupper,
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m =
pogx>

blir sambandet
= ®(11, 713, 1y)

Sex variabler har blivit fyra grupper, i enlighet med m-teoremet.

3. Strykmetoden steg for steg

Vi staller upp en tabell med en rad per storhet och en kolumn per grunddimension, och fyller i
exponenterna. Viskositeten har till exempel dimensionen

ML 'T™!

Sedan elimineras en dimension i taget. Valj en pivotvariabel som bar dimensionen, dividera de dvriga
raderna med lamplig potens av pivoten sa att deras exponent blir noll, och stryk pivotraden. Efter
massan tar vi langden:

Steg 3 — eliminera langd

Nar tabellen &r helt nollad star grupperna kvar:

4. Vad vi gor med m-grupperna

Med bara tva grupper ar sambandet en funktion av en variabel:
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my = (1)
alltsa
F
55 = CD(L)
pves pvs

Funktionen @ ger dimensionsanalysen inte — den mats upp genom att plotta 711 mot 1. Men
matserien ar nu endimensionell istallet f6r femdimensionell.

Se aven

e Pi-grupper

e Buckinghams pi-teorem
e Dimensionsanalys

¢ Dimensionshomogenitet
e Experimentell metodik

Resurser

e Wikipedia: Nondimensionalizationez
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Experimentell metodik

#fysik  #matteknik #laboration

Kurser: FOO05T, FOO51T, FOO04T

1. Definition

Systematiskt arbetssatt for att planera, utfora och analysera fysikaliska experiment sa att resultatet
blir reproducerbart och matosakerheten kan kvantifieras.

2. Dimensionsanalys
Fysikaliska samband maste vara dimensionellt konsistenta. Fran en antagen potensansats
t=ClPg°m?

kan exponenterna bestammas genom att krava att bada leden har samma dimension (och C
blir dimensionslos).

Metoden utvecklas i dimensionsanalysen, och det systematiska sattet att reducera variabelantalet ar

T-grupper via strykmetoden.

3. Linjarisering via logaritm
Vid potenssamband y = axb ger logaritmering
Iny =Ina+blnx

dvs en rat linje i log—log-plot med lutning b och interceptet In a. Det ar darfér exponenten bestams
grafiskt: lutningen i en logaritmerad plot ér exponenten.
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4. Forelasningsanteckningar

Fran férelasning: 2025-11-05, FOO04AT

4.1 2025-11-05 - EM2

Repetition frdn EM1 (dimensionsanalys). Lds EM1 Almas anteckningar for fullsténdiga noteringar

om dimensionsanalys.

Metod foxr Labb
1. Planera

e Definiera problem
e Utrustning

e Variabellista

e Planera matningar

2. Experiment
e > 4olika varden = datatabell + konstanta data (t.ex. m = 32 g)
3. Data

e Rita graf

e Ansats: potensfunktiont = a - [P

e Logaritmera:Int=Ina+blnl

e Rita graf av logaritmerade varden (Excel)

e Bestam lutning, dvs exponent b = 0,6 och avrunda b = 0,5
e Om gj rat linje: prova annan funktion (kompendium s 5-6)

4. Repetera
e Repetera steg 2—3 for varje variabel som kan varieras

5. Ansats

e Potensfunktion med alla variabler: t = C - [? - gc- m¢

e Kontrollera att C ar dimensionslos

Se aven

¢ Dimensionsanalys

¢ Dimensionshomogenitet
e Pi-grupper

e Strykmetoden

e Funktionsapproximationer
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FO005T - Vagrorelse

Vagrorelse

#fysik  #vagrorelselara #fenomen

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Svangning

En vag ar en storning som sprider sig fran den plats dar den uppstod. Det som transporteras ar rorelse
och energj, inte materia — mediets punkter svanger kring sina jamviktslagen medan stérningen
forflyttar sig genom mediet.

1. Vad som r6r sig och vad som inte gor det

Skilj pa tva rorelser som sker samtidigt. Stérningen vandrar genom mediet med fashastigheten, medan
varje enskild punkt i mediet bara svanger kring sitt jamviktslage och stannar dar den ar. En kork pa
vattenytan far upp och ner nar vagen passerar, men féljer inte med vagen in mot land.

2. Transversella och longitudinella vagor
Vagor delas in efter hur mediets punkter svanger i forhallande till utbredningsriktningen:

e Transversell — punkterna svanger vinkelratt mot utbredningsriktningen. Vagen pa en strang
ar transversell.

¢ Longitudinell — punkterna svanger langs utbredningsriktningen. En ljudvag i luft
ar longitudinell.
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FO005T - Vagrorelse

transversell: punkterna svanger vinkelratt mot utbredningen (strang)

longitudinell: punkterna svanger langs utbredningen (ljud i luft)

+—>

fértunning fortatning fértunning

Y

Samma vdg at héger med farten v, tvd sdtt att svédnga. Overst rér sig varje punkt upp och ner, vinkelrétt
mot utbredningen; nederst rér sig varje skikt fram och tillbaka ldngs utbredningen, sd att fértdtningar
och fértunningar bildas. I bada fallen stannar mediet kvar — det dr stérningen som vandrar.

3. Puls eller periodisk vag

En engangsstorning ger en puls som passerar och lamnar mediet i vila. Haller vi istallet kéllan i gang far
vi en periodisk vag, och om kallan utfér en harmonisk svangning blir resultatet en harmonisk vag — det
fall som gar att rakna pa analytiskt och som resten av vaglaran bygger pa.

Lasning

e 15.1 Types of Mechanical Waves
e 15.2 Periodic Waves

Se aven

e Harmonisk vag

e Superposition av vagor

e Vaghastighet pa en strang
e Svangning

Resurser

e Wikipedia: Waver
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Svangning

#fysik  #mekanik #svangning

Kurser: FO004T, FOOO5T, FOO06T Forkunskaper: Newtons lagar, Differentialekvationer

1. Harmonisk oscillator

Aterstallande kraft proportionell mot utslaget: F = —kx. Newton ger
mx+kx=0 = ’)’<+w(2)x=0, Wy = / k/m

Fysika: Fb1la

Losning:

x(t) = Acos(wot + @)

Fysika: Fb1la

Period T = 211/, frekvens f = 1/T.

/ x = A cos(wot + )

vinkeln B = wot + @ vaxer likformigt;
x ar visarens skugga pa x-axeln

--------------------------------- ettvarv: T = 21/wo

massan nar *A i vandlagena
och rér sig snabbastix =0

-A 0 A

Visaren med ldngden A roterar med vinkelfrekvensen w,, och massan befinner sig hela tiden rakt under
dess spets. Skuggan pd x-axeln dr x = A cos(wot + @), och ett varvtar T = 21/ wy.
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2. Dampad svangning

Nar en kraft dampar svangningen:

mx +bx+kx=0

b
X+ 2y x+wjx=0, y=— Fysika: Fh11d
~~ 2m

dampning
Dampad svangning — tre regimer Resonanskurva — tvungen svangning
1.00 . == underddmpad (y < wo) 2.5 1 - y=0.10
N = kritiskt dampad (y = wo) —— y=0.30
0.75 A e $verdampad (y > wo) . — y=0.80
2.0 1
0.50 A
0251 NN / \  / \ - =
= N 315
X /-\ - <
2 0.00- 4
<] =
5 A 8
—0.25 4 = - g 1.09
-- 5]
—0.50 A
0.5 1
-0.75 1
_100 | T T T 00 L T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
tid t

Tre fall beroende pa rétterna till den karakteristiska ekvationen:

2.1 Undexdampad (y < wo)

x = Ae™V' cos(w,t + @) Fysika: Fb11d

Kq = Ke*" Fysika: Fb11d (i formen Kq = Ke ")

2.2 Kritiskt dampad (y =

x = e Y'(A1 + Aot) Fysika: Fb11d

2.3 Overdampad (y > wq)

x = e V{(Aje®t + Are @) Fysika:

o)

Fb11d

2.4 Energi vid dampad svangning

dE
dt

m

e b ar dampningskonstanten;

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19

dt

< 0 — energin avtar alltid.

drivfrekvens wy

k
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FOOO5T - Svangning

3. Tvungen svangning
mx + bx + kx = Fp cos(wqt)
Fysika: Fb11e (i formen X + 2yx + w?x = (Fpax/M) COS wgt)

Ger resonans nar wg ~ wo. Amplituden:

- Fmax/m
A= : > 2 > Fysika: Fb11e (i formen A = : H;ax2 2)
\/((D - wd) + (2y Q)d) \/((;) — wd) - (2ywd)
Maximal amplitud vid resonansfrekvensen @, = w(% - 2y2.

4. Partikel- och fysikpendel

Lasning

e 14.2 Simple Harmonic Motion

e 14.7 Damped Oscillations

e 14.8 Forced Oscillations and Resonance
e 14.5 The Simple Pendulum

e 14.6 The Physical Pendulum

Se aven

e Differentialekvationer
e Homogena linjara differentialekvationer
e Cirkelrorelse

Resurser

e 3BluelBrown: Resonancew
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Harmonisk vag

#fysik  #vagrérelselara #modell

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Svangning, Vagrorelse, Trigonometri

En harmonisk vag har formen av en sinus- eller cosinusfunktion och forflyttar sig utan att andra form.
Den beskrivs av y(x, t) = Asin(kx — wt + a), dar tecknet framfor wt avgor utbredningsriktningen:
minus ger en vag at hoger, plus en vag at vanster.

1. Att beskriva en vag matematiskt
Ser vi bara pa en enda punkt i mediet ar utslaget en funktion av tiden,

y=f@®

men det racker inte — en vag ar utstrackt i rummet ocksa. Vi behdver en funktion av bade lage och tid.
Nyckelidén ar att en vag som ror sig med oférandrad form beror pa x och t bara genom kombinationen

y=fx-vo)

Fysika: Fc1 (i formens = f(x — vt) + g(x + vt))

2. Vagor som r6r sig at hoger och véanster

Argumentet x — vt ar konstant langs en punkt som forflyttar sig med hastigheten v at héger. Formen
y=fx-vo

beskriver darfér en hogergadende vag. Byter vi tecken,

y = f(x+vt)
kravs istallet att x minskar nar t vaxer. Alltsa:

f(x —vt) — vag at hoger
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f(x + vt) — vag at vanster

Funktionen f ar sjalva vagformen och kan i princip vara vad som helst; det ar argumentet som
bestammer riktningen.

vt

=0 tiden t

Xo Xo + vt

sammax - vt = samma utslagy

Samma vdagform vid t = 0 och vid tiden t, flyttad strdckan vt at héger. Punkten xo + vt har nu det utslag
som X hade, eftersom bdda ger samma vdrde pd x — Vt.

3. Harmonisk vag

Valjer vi f som en sinus far vi den harmoniska vagen:

y = Asin (kx — ot + @)

Fysika: Fc1 (i formen s = a cos(wt + kx + §))

Har ar A amplituden, k vagtalet, w vinkelfrekvensen och a faskonstanten. Detta ar standardformen
och den vi utgar fran i allt som foljer.

4. Vagens egenskaper

Fyra storheter lases av direkt ur uttrycket. I rummet upprepar vagen sig efter en vaglangd

oy

och i tiden efter en periodtid T', med frekvensen

\h
I
N =

Fysika: Fc1 (i formen T = 1/f)

Amplituden A satter utslagets storlek och faskonstanten a forskjuter vagen i sidled. Sambandet
mellan rums- och tidsstorheterna ger fashastigheten v = w/k = Af.
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FO0O05T - Harmonisk vag

Lasning

e 15.3 Mathematical Description of a Wave
e 15.2 Periodic Waves

Se aven

e Vagrorelse

e Vaglangd och vagtal

e Vinkelfrekvens och periodtid

e Fas och faskonstant

e Fashastighet och partikelhastighet

Resurser

e Wikipedia: Sinusoidal plane waverz

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 28 /526


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/V%C3%A5gr%C3%B6relse
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/V%C3%A5gl%C3%A4ngd-och-v%C3%A5gtal
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Vinkelfrekvens-och-periodtid
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Fas-och-faskonstant
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Fashastighet-och-partikelhastighet
https://en.wikipedia.org/wiki/Sinusoidal_plane_wave
https://en.wikipedia.org/wiki/Sinusoidal_plane_wave

FO005T - Vaglangd och vagtal

vVaglangd och vagtal

#fysik  #vagrorelselara #storhet

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Harmonisk vag

Vaglangden A ar det avstdnd i rummet efter vilket vadgen upprepar sig vid en fix tidpunkt. Vagtalet k =
271t/A mater samma sak i radianer per langdenhet och anger allts& hur mycket fasen andras nar vi
forflyttar oss langs vagen.

1. vaglangden
Fryser vi tiden och gar langs vagen upprepar ménstret sig med perioden A. Efter en halv vaglangd
x =0.54

ar vi i motfas mot startpunkten — en topp har blivit en dal.

A: fasen har 6kat 21 ) fix tidpunkt

E kx = 3m/2

[ >

A/2: topp — dal (motfas)

Stréingen fotograferad vid en fix tidpunkt. Fasen kx véxer med 11/2 per kvarts vagldngd och med 21t pd
en hel vdgldngd; en halv vdglédngd bort har en topp blivit en dal.

2. Fasen andras 27 per vaglangd

Vagen beskrivs av
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y = Asin (kx — ot + a)
dar hela argumentet
kx - ot+a
ar fasen. Att vagen upprepar sig efter en vaglangd betyder att fasen da hunnit 6ka med precis ett varv:

k(x+AD) -—ot+a)—(kx—wt+a) =2n

3. Vvagtalet

Vansterledet forenklas till kA, s& villkoret blir

kA = 2n
vilket ger
21
k=22
A
Fysika: Fcl

Vagtalet ar alltsa fasandringen per langdenhet. Tidens motsvarighet ar vinkelfrekvensen w = 2m/T.

Lasning

e 15.2 Periodic Waves
e 15.3 Mathematical Description of a Wave

Se aven

e Harmonisk vag

¢ Vinkelfrekvens och periodtid

e Fas och faskonstant

e Fashastighet och partikelhastighet

Resurser

e Wikipedia: Wavenumberu
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Vinkelfrekvens och periodtid

#fysik  #vagrorelselara #storhet

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Harmonisk vag

Periodtiden T ar den tid det tar for en punkt pa vagen att genomféra en hel svangning.
Vinkelfrekvensen w = 27/T anger hur mycket fasen andras per tidsenhet och ar tidens motsvarighet
till vagtalet.

1. Periodtiden

Star vi still i en punkt och féljer utslaget 6ver tiden upprepar rérelsen sig med perioden T'. Efter en
halv period

t=0.5T

ar punkten i motfas mot dar den boérjade, efter en hel period

t=T
ar den tillbaka, och efter
t=2T
har den svangt tva hela varv.
t=0 t=T/4 t=T/2 t=3T/4 t=T
T """" 4 . | : T """" 4
+ || l + —--e +
: SR 2 6 : :
fasandring O fasandring /2 fasandring t fasandring 3m/2 fasandring 2m

efter en period T har fasen andrats ett helt vary, 2 = w =2mn/T

En och samma punkt i mediet filmad under en period. Visaren vrids vinkeln wt, och punktens utslag dr
visarspetsens hojd: topp, jdmviktsldge, dal, jdmviktsldge och topp igen ndr fasen har éndrats 27t.
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2. Fasen andras 271 per period
Vagen beskrivs av
y = Asin (kx — ot + a)
och det ar fasen
kx — ot + a

som styr var i svangningen punkten befinner sig. Att rérelsen upprepar sig efter tiden T betyder att
fasen da andrats med precis ett varv:

kx—w(t+T)+a)—(kx—wt+a)=2n

Tecknet spelar ingen roll for storleken pa andringen; vad vi kraver ar att den motsvarar ett helt varv.

3. Vinkelfrekvensen

Vansterledet ger o T, alltsa

T =2n
och darmed
21
(J) = —
T

Fysika: Fc1 (i formen w = 2nf, T = 1/f)

Vinkelfrekvensen ar fasandringen per tidsenhet, matt i radianer per sekund. Rummets motsvarighet ar
vagtalet k = 271/, och tillsammans ger de fashastigheten v = w/k.

Lasning

e 15.2 Periodic Waves
e 14.1 Describing Oscillation

Se aven

e Harmonisk vag

e Vaglangd och vagtal

e Fas och faskonstant

e Fashastighet och partikelhastighet
e Svangning
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Resurser

e Wikipedia: Angular frequencym
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Fas och faskonstant

#fysik  #vagrorelselara #storhet

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Harmonisk vag

Fasen ar hela argumentet kx — wt + a i vagfunktionen och bestammer var i svangningen en punkt
befinner sig. Faskonstanten «a férskjuter vagen i sidled utan att andra amplitud, vaglangd eller frekvens.

1. Hur faskonstanten paverkar vagen
Jamfor tva vagor som ar identiska sa nara som faskonstanten:
y1 = Asin (kx — wt)
y2 = Asin (kx — wt + a)
Fysika: Fc1 (i formen s = a cos(wt + kx + §))

De har samma amplitud, samma vaglangd och samma periodtid. Skillnaden ar att y» ar férskjuten i
sidled. Vid

a=T
arvagorna i motfas — dar den ena har topp har den andra dal. Vid
a =21

ar forskjutningen ett helt varv och vagorna sammanfaller igen.

samma A, A och T — bara férskjuten i sidled faserna skiljer
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y» dryy forskjuten strickan a/k i sidled, hdr med a = /2. I visarbilden till héger ligger de tvd vdgorna
vinkeln a isdr; a = 11 ger motfas och a = 21t gér att de sammanfaller igen.

2. Fasen
I uttrycket
y = Asin (kx — ot + a)
kallas hela argumentet
kx — ot + a

for fasen. Den beror pa bade lage och tid: rumsberoendet via kx och tidsberoendet via —wt.
Faskonstanten a ar det enda konstanta bidraget och satter alltsa vagens utgangslage vidx = 0,t = 0.

Att tva punkter ar i fas betyder att deras faser skiljer sig med en multipel av 27t; att de ar i
motfas betyder att skillnaden ar en udda multipel av 7. Det ar den observationen som gor
superposition raknebar.

Lasning

e 15.3 Mathematical Description of a Wave

Se aven

e Harmonisk vag

e Vaglangd och vagtal

¢ Vinkelfrekvens och periodtid

e Superposition av vagor

e Fashastighet och partikelhastighet

Resurser

e Wikipedia: Phase (waves) =
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Fashastighet och partikelhastighet

#fysik  #vagrorelselara #storhet

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Harmonisk vag, Derivata

Fashastigheten v = w/k = Af 4r den hastighet med vilken vagformen — till exempel en vagtopp —
forflyttar sig genom mediet. Partikelhastigheten dy/0t &r hastigheten hos en enskild punkt i mediet, for
en transversell vag riktad vinkelratt mot utbredningsriktningen. De tva ar skilda storheter och
sammanfaller inte.

1. Fashastigheten

Folj en bestamd punkt pa vagformen, sag en vagtopp. Att stanna pa samma punkt i vagformen betyder
att fasen halls konstant:

y = Asin (kx — ot + a)
kx — wt + a = konstant

Loser vi ut laget ur villkoret far vi hur toppen maste forflytta sig:

o + konstant

XT % K

Det ar en ratlinjig rorelse med konstant hastighet, och derivering ger

v=dX=
dt

=| €

Fysika: Fcl

2. En intuitiv tolkning

Uttrycket
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V= 0]
k
blir mer lasbart om vi satter in definitionerna
27
w=2n k=—
f A
vilket ger
%) 27T
k  2n/A
Alltsa
v =Af
Fysika: Fc1

Under en period hinner vagen precis en vaglangd framat. Sker det f perioder per sekund tillryggalaggs
Af per sekund.

3. Partikelhastigheten

Fashastigheten sager ingenting om hur fort mediet sjalvt ror sig. For att fa det haller vi istallet laget fixt
och deriverar utslaget med avseende pa tiden. Ur

y(x,t) = Asin (kx — ot + )

_ Oy
P T Bt
Fysika: Fc1 (i formen v, = ds/dt)
Vp(X, 1) = —Aw cos (kx — wt + a)

Partikelhastigheten varierar alltsa i tid och rum, &ar noll i vandlagena och som storst i jamviktslagena,
med maximalvardet Aw. Fashastigheten w/k ar daremot konstant och bestams av mediet — fér en
strang av spannkraft och langddensitet.
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vagform: vagratt, konstant v

v =w/k punkt i mediet: lodrétt, v, varierar

lite senare

Vagformen flyttas vagrdtt med v = w/k (streckad: lite senare), medan varje punkt i strdingen bara rér sig
lodrdtt. I topp och dal star punkten stilla ett 6gonblick; i jamviktsldget dr farten stérst, Aw, uppdt eller
neddt beroende pd dt vilket hdll stréingen lutar.

Lasning

e 15.3 Mathematical Description of a Wave
e 15.4 Speed of a Transverse Wave

Se aven

e Harmonisk vag

e Vaglangd och vagtal

e Vinkelfrekvens och periodtid

e Vaghastighet pa en strang

e Energi och effekt i en harmonisk vag

Resurser

e Wikipedia: Phase velocity=
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Vaghastighet pa en strang

#fysik  #vagrorelselara #samband

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Langddensitet, Vagrorelse

Hastigheten hos en vag pa en strang bestams av strangens egenskaper, inte av vagen sjalv: v =

v/ F/u, dar F ar spannkraften och p langddensiteten. Hardare spand strang ger snabbare vag, tyngre

strang langsammare.

1. Vad paverkar vaghastigheten?

Bara tva storheter kan rimligen spela roll: hur hart strangen ar spand och hur tung den &r per

langdenhet. Den senare ar langddensiteten
m

IJ:L

Vi hérleder sambandet genom att titta pa en puls som just satts i rorelse, dar en kraft F,, dragit

strangens dnde uppat med hastigheten v, under tiden t.

handens kraft,
langs strangen

i rorelse,
massa pvt

likformiga trianglar:

vt front, fart v

Pulsen efter tiden t: handen har lyft dnden stréckan vyt medan fronten hunnit vt. Allt till vénster om

fronten rér sig uppdt med vy, och handens kraft ldngs stringen har komposanterna F och F), i samma

proportion som triangelns sidor.

Steg 1 — Hur mycket strang satts i rérelse?

Under tiden t har storningen hunnit strackan vt langs strangen. Massan som satts i rorelse ar darfor
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m = pvt

Steg 2 — Kraften forandrar strangens rorelse

Impulsen fran den tvargdende kraften ar lika med rérelsemangdsandringen:

Fyt=my,
Satt in massan ovan,
m = uvt
vilket ger
Fyt = pvtv,
och efter forkortning med t
Fy = pvvy

Steg 3 — Anvand geometrin

Strangen bildar en triangel: den lyfta anden har flyttats vyt i y-riktningen medan stérningen gatt vt i x-
riktningen. Kraftkomposanterna féljer samma proportioner som sidorna:

Fy _wt
F vt
F_ow
F %

1%
F,=F=Z
Y v
Satt de tva uttrycken for F)y lika:
%
pvv, =F =2
v

Nu férkortas v, bort — hastigheten beror alltsa inte pa hur hart vi ryckte:

uv2 =F

vV =

F
i

Fysika: Fc2a (i formenv = \/F/p|)
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2. Vad sambandet sager

Vaghastigheten ar en egenskap hos mediet, inte hos vagen. Amplitud och frekvens saknas i uttrycket,

sa en kraftig och en svag puls gar lika fort pa samma strang.

Spanner vi strangen hardare vaxer F' och vagen gar snabbare; byter vi till en grovre strang vaxer
[ och vagen gar langsammare. Det &r den mekanismen som stdimmer en gitarr, och som ger

modernas frekvenser.

Lasning

e 15.4 Speed of a Transverse Wave

Se aven

e Langddensitet

e Fashastighet och partikelhastighet
e Energi och effekt i en harmonisk vag
e Stdende vag

e Svangningsmoder

Resurser

e Wikipedia: Vibrating stringz
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Langddensitet

#fysik  #vagrorelselara #storhet

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Vagrorelse

Langddensiteten p &r massa per langdenhet. Det ar den materialegenskap hos en strang som,
tillsammans med spannkraften, avgor hur snabbt en vag breder ut sig i den.

1. Definition

For en homogen strang med massa M och langd L galler

M

heT

Enheten ar kg/m och dimensionen ML ™.

2. Kopplingen till vaghastigheten

Langddensiteten ar den ena av de tva storheter som bestammer vaghastigheten:

v:

F
i

Fysika: Fc2a (i formenv = +/ F /p;)

Vid given spannkraft F' ger en tyngre strang alltsa en langsammare vag.

Lasning

e 15.4 Speed of a Transverse Wave
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Se aven

e Vaghastighet pa en strang
e Stdende vag
e Svangningsmoder

Resurser

e Wikipedia: Linear density
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Enexgi och effekt i en harmonisk vag

#fysik  #vagrorelselara #storhet

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Harmonisk vag

En vag transporterar energi langs mediet samtidigt som mediets delar svanger kring sina
jamviktslagen. Effekten méater hur snabbt energin transporteras och vaxer kvadratiskt med bade
amplitud och frekvens.

1. Kraften pa en punkt pa strangen

Den delen av strangen som ligger till vanster om en punkt drar i den delen som ligger till hoger.
Eftersom strangen &r lutande far spannkraften en tvargdende komposant, och lutningen &r just dy/0x:

F, _ay(x, t)
F 0x

_ L Oy(x0)

Fy = F—ax .

Minustecknet gor riktningen ratt: nar strangen lutar uppat,

ay
— >0
6x>

drar vansterdelen nedat.

F, och v, bada nedat:
P=Fyv, >0

hogerdel

lutar uppat: ay/ax > 0

lw

kraft fran vansterdelen, F,=-Fay/ox vag och energi
langs strangen

vansterdel
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Vénsterdelen drar i punkten x ldngs strdngens tangent. Dér stréingen lutar uppdt pekar den tvérgdende
komposanten F,, = —F 0y/0x neddt, och i en hégergdende vdg rér sig punkten ocksd neddt —
produkten P = F\vy blir positiv och energin flédar dt hoger.

2. Fran arbete till effekt
Kraften utrattar arbete nar angreppspunkten ror sig:

W =F,Ay
Dividerar vi med tiden far vi medeleffekten dver intervallet,

_ F,Ay

Pay At

= FyVay
och i gransen den momentana effekten
P (x,t) = Fy(x, t)v,(x, 1)

Har ar hastigheten hos punkten partikelhastigheten

oy(x, t
vy(x,t) = —ygt )
och kraften
_ L oyx1)
Tillsammans:
oy(x,t) 0y(x,t

Effekten ar alltsd en produkt av lutning och tvarhastighet.

3. Effekt f6r en harmonisk vag
Satt in vagfunktionen
y(x,t) = Asin(kx — ot + @)

och deriverai var sin variabel:

oy(x, t)
0x

= kA cos(kx — ot + )
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oy(x,t
y((;;, ) - —wA cos(kx — ot + )

Produkten av tva negativa faktorer ger ett positivt resultat, sa effekten ar aldrig negativ:

P(x,t) = FkwA® cos’(kx — ot + Q)

4. Energiflodet genom ett litet strangsegment

Effekten varierar langs striangen, s in- och utflédet genom ett kort segment behéver inte vara lika. Ar
Pin > Py

lagras energi i segmentet, och ar
Pip <Py

tdms det pa energi. Over en hel period tar de tva fallen ut varandra — segmentet vidarebefordrar i
genomsnitt all energi det tar emot.

5. Medeleffekt

Skriv om uttrycket med hjalp av

vilket ger
P(x,t) = \/F pw*A® cos’(kx — ot + )

Medelvardet av cos? ver en period &r % alltsa

1
Pa = E\/Fuszz

6. Vad sambandet sager

Tva proportionaliteter &ar varda att minnas:
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P, A?
P,, x ©?

Fordubblad amplitud ger fyra ganger effekten, och detsamma galler férdubblad frekvens. Beroendet
pa mediet ligger i faktorn 4/F p: en hart spand och tung strang bar mer effekt vid samma utslag.

Lasning

e 15.5 Energy in Wave Motion

Se aven

e Harmonisk vag

e Fashastighet och partikelhastighet
e Vaghastighet pa en strang

e lLangddensitet

e Ljudintensitet och ljudniva

Resurser

e Wikipedia: Wave powerw
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Superposition av vagor

#fysik  #vagrorelselara  #princip

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Vagrorelse

Nar tva vagor befinner sig i samma medium samtidigt ersatter de inte varandra — utslagen adderas
punkt for punkt. Superpositionsprincipen ar grunden for interferens, staende vagor och svavning.

1. Superpositionsprincipen

Det sammanlagda utslaget i varje punkt och varje tidpunkt ar summan av de enskilda vagornas utslag:

y(X, t) = yl(X: t) +y2(X, t)

Fysika: Fcla

Additionen sker med tecken, vilket &r hela poangen. Mots en topp pa 2 cm

y1 =2cm
ochendalpdlcm
y, = —lcm
blir resultatet
y =1lcm

Vagorna passerar sedan genom varandra och fortsatter oférandrade — superpositionen ar tillfallig och
ingen av vagorna tar skada av motet.
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2cm

_/\_,
fore

*—:>\\,/”——__

-1lcm
y1 Y
, \
y \ y=2+(-1)=1cm
N
under métet — =
~ e
~ e
y2 -
2cm

efter
w

-1cm

En topp pa 2 cm och en dal pa 1 cm fére, under och efter métet. Under métet dr utslaget summan 2 +
(=1) = 1 cm (heldragen); efterdt fortsdtter bdda pulserna som om ingenting hdnt.

2. Varfor principen galler, och vad den ger

Superposition géller sa lange mediet svarar linjart pa storningen, alltsa for tillrackligt sma utslag. Det ar
den forutsattning som all vidare vagfysik vilar pa.

Tre fall foljer direkt: interferens nar vagorna har samma frekvens och en fast fasskillnad, staende
vagor nar tva identiska vagor gar mot varandra, och svavning nar frekvenserna skiljer sig nagot.
Aven reflektion hanteras med superposition, genom att lagga ihop den infallande vdgen med
den reflekterade.

Lasning

e 15.6 Wave Interference, Boundary Conditions, and Superposition

Se aven

e Vagrorelse

e Reflektion av vagor
e Stdende vag

e Interferens

e Svavning

Resurser

e Wikipedia: Superposition principle =
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Reflektion av vagor

#fysik  #vagrorelselara #fenomen

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Vagrorelse, Superposition av vagor

Nar en vag nar mediets slut kan den inte fortsatta, utan reflekteras. Vid en fast ande vands utslaget,
vilket motsvarar ett fasskifte pa rt; vid en fri ande reflekteras vagen med bibehallet tecken.

1. Fast ande

Ar strangens ande fastspand kan den inte réra sig, s& randvillkoret ar att utslaget dar alltid &r noll:
y=0

Enligt superpositionsprincipen ar utslaget i anden summan av den infallande och den reflekterade

vagen, vilket kraver
Yin T Vret = 0

Den reflekterade vagen maste alltsa vara den infallande med omvant tecken. En puls som kommer

uppat returneras nedat — det ar fasskiftet 7.

2. Fri ande
Ar anden fri att réra sig i tvarriktningen géller inte langre
y=0

Istallet kan anden inte bara nagon tvargaende kraft, och eftersom kraften &r proportionell mot
lutningen blir randvillkoret

dy
2 =0
0x

Vagen reflekteras da med bibehallet tecken: en puls uppat kommer tillbaka uppat, och anden slar ut
till dubbel amplitud nar de tva vagorna mots dar.
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infallande
S e
7 h fast ande
7 N\ reflekterad

- ~
y=0ianden
\/— = tecknet vands

infallande reflekterad

.S N E—
L7 N — fri Ande
N

ring pa glatt stang:
dy/ax = 0ianden
= tecknet behalls

Overst en fastspdnd cnde: utslaget dér mdste vara noll, sd pulsen kommer tillbaka upp och ner. Nederst
en ring som glider fritt pd en stdng: dnden kan inte bdra ndgon tvdrkraft, och pulsen kommer tillbaka
med samma tecken.

3. Varfor vagen maste reflekteras

Bakom bada fallen ligger energin. Vid anden finns ingenting som kan ta emot den energi vagen bér, och
den kan inte forsvinna. Effekten som kommer in maste darfér lamna igen, fast i motsatt riktning:

Pin(t) = _Pref(t)

Reflektionen ar alltsd inte ett val — den &r den enda utgangen som ar forenlig med energibevarande.
Att den reflekterade vagen sedan éverlagras pa den infallande &r precis det som ger staende vagor.

Lasning

e 15.6 Wave Interference, Boundary Conditions, and Superposition

Se aven

e Superposition av vagor
e Stdende vag

e Svangningsmoder

e Vagrorelse

e Energi och effekt i en harmonisk vag

Resurser

e Wikipedia: Reflection of wavesw
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FO005T - Stdende vag

Staende vag

#fysik  #vagrorelselara #fenomen

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Superposition av vagor, Reflektion av vagor

En stdende vag uppstar nar tva identiska vagor ror sig mot varandra i samma medium. Monstret
forflyttar sig inte i rummet — istallet svanger hela mediet i takt, med punkter som star helt still och

punkter som svanger maximalt.

1. Vad kannetecknar en staende vag?

Alla punkter nar jamviktslage samtidigt, alla punkter nar sin vandpunkt samtidigt. Vagens

komponenter ar:

e Nodpunkter — punkter som inte lamnar jamviktslaget (markerade med rétt i gif nedan)
e Buk — punkterna som nar maximalt utslag i vagen. Mitt emellan nodpunkterna

En stdende vag bildas genom att kombinera 2 vagor som propagerar i motgaende riktningar med
samma egenskaper.

2. Harledning ur superposition

De tva motgaende vagorna ar
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y1 = Asin(kx — wt)
vy = Asin(kx + wt)

Vi adderar dem pa komplex form. Med Eulers identiteter

iB_o~iB
: — € e
sinfl = “;
iB. i
COSB = %

blir summan

ikx _ —ikx

1 +y2 =A¢ 21? [eiwt + e—icot]

Den forsta faktorn ar sin(kx) och den andra 2 cos(wt), alltsa

y = 2Asin(kx) cos(wt) |Fysika: Fcla (i formens = f(x) - g(t))

Laget och tiden har separerat. Rumsberoendet sin(kx) satter monstret en gang for alla; tidsberoendet
cos(wt) andrar bara den gemensamma amplituden. Ingenting vandrar.

3. Noder och bukar
Ur rumsfaktorn lases de tva specialfallen av direkt:
nod: sin(kx) = 0 buk: sin(kx) = £1

Var monstret hamnar beror pa randvillkoret. Har vi en nod i origo far vi sinusformen, har vi en buk dar
far vi cosinusformen:

nodix=0:x=0 = y(x,t) = f(wt) " sin(kx) bukix = 0:x =0 = y(x,t) = f(wt) - cos(kx)

Nod sker pa grund av destruktiv interferens och buk pa grund av konstruktiv.

4. Var noderna och bukarna ligger

Utga fran

y = f(wt) sin(kx)

Nollstallena i sin(kx) ger noderna och maximipunkterna ger bukarna. Med k = 27/A blir avstanden

nod: kx = 0,7, 211, 31, 471 x = 0, 5,4, % buk: kx = §, 3, B x =

3A
L) PREE) 4

N>
~L

b

Noderna ligger alltsa en halv vaglangd fran varandra, och bukarna mitt emellan dem.
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noder N: sin kx =0
bukar B: sin kx = +1

—>
M2 (nod-nod) M4 (nod-buk)

Ogonblicksbilder avy = 2A sin(kx) cos(wt). Noderna N stdr still och ligger A/2 isér; bukarna B ligger
mitt emellan, A/4 frdn ndrmaste nod, och svinger mellan +2A och —2A.

5. Strang fist i bada andar

Om vi har en strang med langd [ fast i bagge andpunkter méste det vara nod i bada dndarna. Bara ett
diskret antal vaglangder passar da in. Vi kallar dessa “grundsvangningar” for “mod”: mod n = 1 ar
grundsvangningen och de hégre moderna kallas versvangningar.

Grundsvéngningen
e fi
- B i L=A;/2
n=1

1:a dversvingningen

== i W f2 =2f;
<fi_lfﬁgxhﬁgfz f=hl

2:a dversvangningen
Sl - ' G fz = 3f;
£ hC M S demi
= i n=23

3:e Gversvingningen

fa=4f;

IR 2

Frekvensen for mod n féljer av att vaghastigheten arv = Af och att v = +/F /i pé en strang:
— Vv —n F
fh=x%=% m

Villkoret och modernas frekvenser behandlas i detalj i svangningsmoder.

Lasning

e 15.7 Standing Waves on a String
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e 15.8 Normal Modes of a String

Se aven

e Svangningsmoder

e Superposition av vagor

e Reflektion av vagor

e Interferens

e Vaghastighet pa en strang

Resurser

e Wikipedia: Standing waver
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Svangningsmoder

#fysik  #vagrorelselara #fenomen

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Staende vag

En strang som ar fast i bada andarna kan bara bara staende vagor med noder i andpunkterna. Villkoret
L = nA,/2 gor att bara ett diskret antal svangningsmoder ar méjliga, och deras frekvenser ar
heltalsmultipler av grundtonen.

1. Vilka vaglangder passar in?

Grundsvingningen
e fi
- o - L == 111",2
n=1

1:a dversvingningen

— e £ =2f;
< > i=a

2:a dversvangningen

2 N s B

3:e dversvingningen

XX i
L

Figuren visar de fyra lagsta moderna. Andpunkterna ar fastspanda och maste vara noder, sd strangens
langd maste rymma ett helt antal halva vaglangder. Grundsvangningen har en enda buk:
Ay

L=—
2

Forsta Gversvangningen rymmer tva halvor, andra tre:

A
L=22
2
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A3
L=3=
2
Monstret ar alltsa
An
L =n—
2
och léser vi ut vaglangden far vi
2L
A, = —
n
for
n=1,23,...

Varje 6kning av n lagger till en buk och en nod.

2. Vilka frekvenser ar méjliga?
Vaglangd och frekvens hanger ihop via vaghastigheten:

v =Af
Fysika: Fc1 (i formenv = f + A)

Satt in de tillatna vaglangderna:

nv

1%
fn_)\_n:fn_i

P4 en strang ar hastigheten bestamd av spannkraft och langddensitet,
F

V = —

u

Fysika: Fc2a (i formenv = / F /p|, med py f6r ldngddensiteten)

vilket ger modernas frekvenser direkt ur strangens egenskaper:

n F

fn:i [
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3. Overtonerna dr heltalsmultipler

Uttrycket

nv

fn:i

ar linjart i n, sa alla moder ar heltalsmultipler av den lagsta:

fn = nfi

Det &r darfér en strang klingar som en ton och inte som ett brus. Orat uppfattar grundtonen f; som
tonhdjden, medan styrkefordelningen mellan 6versvangningarna avgor klangfargen.

4. Tillbaka till gitarren

n [F

fn:i [

Uttrycket ar hela gitarrens konstruktion i en rad. Tre satt att andra tonhdjden syns direkt:

e Stamskruven andrar spannkraften F — hardare spant ger hogre ton.
e Greppbandet kortar den svangande langden L — kortare strang ger hogre ton.
e Strangvalet andrar langddensiteten 1 — grévre strang ger djupare ton.

Beroendet &r dessutom svagare for kraften an for langden, eftersom F star under rottecken medan L
inte gor det.

Lasning

e 15.8 Normal Modes of a String
e 15.7 Standing Waves on a String

Se aven

e Stdende vag

e Vaghastighet pa en strang
e lLangddensitet

e Superposition av vagor

e Stdende vagor i pipor

Resurser

e Wikipedia: String vibrationtz

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 60 /526


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/St%C3%A5ende-v%C3%A5g
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/V%C3%A5ghastighet-p%C3%A5-en-str%C3%A4ng
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/L%C3%A4ngddensitet
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Superposition-av-v%C3%A5gor
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/St%C3%A5ende-v%C3%A5gor-i-pipor
https://en.wikipedia.org/wiki/String_vibration
https://en.wikipedia.org/wiki/String_vibration

FOO0OS5T - Svangningsmoder

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 61/526



FO005T - Ljudvag

Ljudvag

#fysik  #akustik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Vagrorelse

Ljud ar en longitudinell vag: Propagerar i samma riktning som partiklarnas rérelse

o '.'ll"p oo ‘.':'."ﬂ:\."..-'.-?- o % ‘5 Y :s;,:

e "..-.--. ] sfe 5

Compression Compression

particle Rarefaction
@2015, Dan Russell

1. Hur sprids ljud genom luft?

Skillnaden mot en vag pa en strang ligger i svangningsriktningen. I en transversell vag svanger
partiklarna vinkelratt mot utbredningsriktningen; i en longitudinell vag svanger de langs den. Ljud i luft
ar longitudinellt, eftersom en gas inte kan bara nagon tvargaende aterstallande kraft — det enda den

kan gora ar att pressas ihop och tunnas ut.

Storheten vi raknar pa ar darfor partiklarnas forskjutning ur jamviktslaget langs utbredningsriktningen:
Ax(x,t) = Acos(kx — wt + a)

Fysika: Fc1 (i formen s = a cos(wt + kx + §))

Det &r alltsd inte luftens lage som vandrar, utan ménstret av fortatningar.
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2. Fran forskjutning till tryck

Det vi hor ar inte forskjutningen utan tryckvariationen. Ett omrade ar sammanpressat dar partiklarna
framfor ligger narmare an partiklarna bakom, alltsa dar férskjutningen andrar sig med laget.
Overtrycket ar darfér proportionellt mot férskjutningens rumsderivata:

0AXx(x, t)

=-B
p(x, t) x

Proportionalitetskonstanten ar bulkmodulen B, som mater hur trégt mediet &r att pressa ihop.
Minustecknet gor att positiv forskjutningsgradient — luften glesas ut — ger undertryck.

Deriverar vi uttrycket for Ax(x, t) och satter in far vi
p(x, t) = BAk sin(kx — wt + a)
med tryckamplituden
DPmax = BAk

Tryckamplituden vaxer alltsd med bade forskjutningsamplituden A och vagtalet k: en hogfrekvent vag
med samma partikelutslag ger kraftigare tryckvariation, eftersom gradienten blir brantare.

utbredning — 3

nar ljudvagen passerar (ett 6gonblick): skiktet i x har flyttats Ax

fortatning fortunning fortatning fértunning
overtryck max, Ax =0 undertryck max, Ax =0 overtryck max, Ax =0 undertryck max, Ax = 0

luften i vila: skikten jamnt fordelade

— — —

storsta forskjutning: skikten ror sig i takt, trycket ostort (p = 0)

Ovre raden: luftskikten i vila. Undre raden: samma skikt néir vdigen passerar, vart och ett flyttat Ax. Dér
skikten tréings dr det fortdtning och évertryck, ddr de glesnar fértunning och undertryck — och just dér ¢ér
Ax = 0, medan trycket dr ostért ddr férskjutningen dr stérst.
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- wave direction

rarefaction
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3. Tryck och forskjutning ar ur fas

Forskjutningen féljer en cosinus och trycket en sinus med samma argument. De ar darmed forskjutna

T

2

mot varandra — ett kvarts varv. Det betyder att de tva monstren har sina extremvarden pa olika stallen:

e Dar forskjutningen ar maximal ror sig hela omradet i takt, gradienten ar noll, och
tryckvariationen forsvinner.
e Dar forskjutningen ar noll ar gradienten brantast, och tryckvariationen ar maximal.

Tryckets storlek styrs alltsa av

o
0x

och inte av forskjutningen i sig. Det ar darfor en forskjutningsnod ar en tryckbuk och omvant — den
observationen ar hela grunden for randvillkoren i pipor.

Lasning

e 16.1 Sound Waves
e 15.1 Types of Mechanical Waves

Se aven

e Vagrorelse

e Bulkmodulen
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e Ljudets hastighet

¢ Ljudintensitet och ljudniva
e Stdende vagor i pipor

Resurser

e Wikipedia: Soundr
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Ljudets hastighet

#fysik  #akustik  #storhet

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Ljudvag, Vaghastighet pa en strang

Ljudhastigheten bestams av mediet, inte av ljudet, och foljer samma mdnster som for en strang: en
aterstallande storhet i taljaren och en troghetsstorhet i naAmnaren. I fasta amnen gerdetv = /E/p
och i vatskor och gaserv = 4/B/p.

1. Vad bestammer ljudets hastighet?

Jamforelse med en vag pa en strang

F
v: —
i

Fysika: Fc2a (i formen v = / F /p|, med pj for ldngddensiteten) Dar:

o F &rkraftenistrangen
e [ ar Langddensitet

Ljud i fasta amnen

E
V: —
\/p

Fysika: Fc2a (longitudinella vdgor i fast kropp) Dar:

e FE ar E-modulen

e pardensitet

Ljud i vatskor och gaser
| B
v = —
p
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Fysika: Fc2a (longitudinella vagor i vétska och gas) Dar:

e B ar Bulkmodulen

e pardensitet

Ljudienideal gas

v = |YRT
M
Fysika: Fc2a (i formenv = 4/ (cp/cy )RT/M) Dar:

e yar % las mer i Ideala gaser
e R ar gaskonstanten

e T artempraturen

e M ar molmassa

Sammanfattning
Ve Ve T
strang stav (fast amne) vatska eller gas
N e
> . .
o P s .
F F ess o e, e .
<_A._> — .’.:o".o.. e .'.... H
¢ .:. ; o .'o. LS

v =V(F/W) v =V(E/p) v=V(B/p)
drar tillbaka: spannkraften F drar tillbaka: E-modulen E drar tillbaka: bulkmodulen B
trogt att flytta: langddensiteten p trogt att flytta: densiteten p trogt att flytta: densiteten p

v = V(&terstallande storhet / tréghet) — stelare medium ger snabbare ljud, tyngre ger langsammare

Samma recept i alla tre medierna: en aterstdllande storhet som drar tillbaka det som rubbats (F, E eller
B), delad med en tréghet som gér mediet trégt att flytta (i eller p), under ett rottecken.

ML'T™

. . E1 —
Kontroll genom Dimensionsanalys [\/;] = s

Lasning

e 16.2 Speed of Sound Waves
e 15.4 Speed of a Transverse Wave
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Ljudintensitet och ljudniva

#fysik  #akustik  #storhet

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Ljudvag, Energi och effekt i en harmonisk vag

Intensiteten I = P /A ar den effekt som passerar genom en areaenhet. Eftersom 6rat uppfattar
ljudstyrka logaritmiskt anges ljud i praktiken oftast som ljudniva i decibel, matt relativt
en referensintensitet.

1. Vad intensitet ar

Intensitet ar effekt per area. Skriver vi ut effekten som arbete per tid och delar med arean faller
uttrycket ut som en produkt av tryck och hastighet:

I =

P Arbete _ Fds _
S tdxArea Sdr PV

Kraften per areaenhet ar dvertrycket p, och strackan per tidsenhet ar partikelhastigheten v,. Enheten
blir darmed

W/m? &

S.m2

Intensitet for ljud mats alltsa i Effekt/Area.

2. Intensiteten i en ljudvag

For en harmonisk ljudvag kan bada faktorerna raknas ut explicit:
I(x,t) = p(x, t)vp(x, t)

Utga fran partiklarnas forskjutning ur jamviktslaget:

Ax(x,t) = Acos(kx — wt + Q)
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Overtrycket ar proportionellt mot hur sammanpressat mediet ar, alltsd mot férskjutningens
rumsderivata, med bulkmodulen B som proportionalitetskonstant:

p(x, t) = BkAsin(kx — ot + a)
Partikelhastigheten ar tidsderivatan av samma forskjutning:
Ax .
Vp(x, t) = a0 = wAsin(kx — ot + a)

Bada ar sinusfunktioner med samma argument — tryck och hastighet ar i fas — sa produkten blir ett
kvadrerat sinus:

I(x, t) = BkwA? sin’(kx — wt + )

Intensiteten ar darmed aldrig negativ: energin gar alltid i vagens utbredningsriktning.

3. Medelintensitet

Medelvirdet av sin? éver en period ar % vilket ger
1 2
Ipeq = EBkwA

Uttrycket blir mer anvandbart om vi byter ut bulkmodulen och vagtalet mot mediets hastighet. Ur

B
v: —_
\/p

Fysika: Fc2a

féljer B = pv?, och ur

<
I
~| e

Fysika: Fcl

foljer k = w/v. Insattning ger

1
Ieq = EpvaAZ

Fysika: Fc2 (i formen1 = %pvwzaz)
Nu star bara mediets densitet och ljudhastighet kvar, tillsammans med vagens frekvens och amplitud.

e pv beskriver materialegenskapen akustisk impedans Z = Q = pv
o ?A? beskriver vagegenskaper
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Formeln for medelintensitet beskriver bland annat varfor hogtalare ser ut som de gor.

e Diskantelement (2 kHz - 20

kHz)

e Mellanelement (ca 400 - 4 kHz)
e Baselement (20 Hz upp till cirka 600 Hz)

Om intensiteten ska bevaras aven fast olika frekvenser spelas s& masta amplituden (A)
forandras, foljande galler: A o f.sé om vi dubblar frekvensen racker halva amplituden.

Samma I_med = Y2pvw?A2 > A o< 1/f

1

4. Vad sambandet sager

Tva proportionaliteter &r varda att minnas:

Fordubblad amplitud ger fyra ganger intensiteten, och detsamma galler fordubblad frekvens. Det &r
samma kvadratiska beroende som for effekten i en vag pa en strang.

5. Akustisk impedans

Produkten av densitet och ljudhastighet aterkommer sa ofta att den fatt eget namn — den

akustiska impedansen:

Fysika: Fc2

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19

I med & A2

Imed RS 0‘)2

Z=pv

Diskant
2-20 kHz
liten amplitud

Mellan
400 Hz—4 kHz
mattlig amplitud

Bas
20-600 Hz
stor amplitud
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Impedansen avgor vad som hander nar ljudet moter ett annat medium. Andelen av intensiteten som
reflekteras ar

2
R=(G—2)
Fysika: Fc2 (reflektion vid vinkelrdtt infall)
och intensiteterna delas upp som
Ir = RIy
Ir = (1~ R)

Det avgdrande ar alltsd inte medierna i sig utan skillnaden mellan dem. Ar impedanserna lika,
Z1=2»
blir taljaren noll och darmed
R=0

Da passerar allt ljud 6ver utan reflektion, aven om de tva medierna i 6vrigt ar olika.

medium 1: Z;, = pyvy medium 2: Z; = pyv, = 42y

infallande I, transmitterad (1 - R)Io = 0,64 I,

< m—

reflekterad RIy = 0,36 I,

R=(Z1-2)/(Zy+Z;))*=(-3/5)*=0,36

luft - vatten: Z skiljer en faktor = 3600, sd R = 0,999 — nastan allt studsar

En ljudvdg mot en grénsyta ddr impedansen fyrdubblas. Pilarnas bredd visar intensiteten: R = 0,36 av
Iy studsar tillbaka och resten, 0,64 Iy, gar vidare. Det dr skillnaden mellan Z1 och Z; som avgér, inte
medierna i sig.

6. Ljudnivad och decibelskalan

ljudniva (ljudintencitetsniva) innebar samma sak men sa fort termen niva introduceras sa anvander
vi Decibelskalan
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Orat uppfattar ljudstyrka logaritmiskt, och det intensitetsomrade vi hér tacker tolv tiopotenser. Darfor
anges ljud som ljudniva f3 relativt en fast referens:

I
B =(10dB)log, (1_0)

Fysika: Fc2 (i formen Ly = 101og(1/1p))
Referensintensiteten ar satt vid hortroskeln:

I, = 10 W/m?
Fysika: Fc2

Skalan ar relativ, sa det ar skillnader som ar latta att rakna med. Tiofaldigad intensitet ger alltid samma
steg uppat:

AB = 101og,,(10) = 10dB

Tio ganger starkare ljud ar alltsd 10 dB mer, hundra ganger starkare 20 dB mer.

Lasning

e 16.3 Sound Intensity
e 16.1 Sound Waves

Se aven

e Ljudvag

e Ljudets hastighet

e Energi och effekt i en harmonisk vag
e Reflektion av vagor

e Stdende vagor i pipor
Resurser

e Wikipedia: Sound intensity
e Wikipedia: Decibelrz
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Staende vagor i piporx

#fysik  #akustik #fenomen

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Staende vag, Ljudvag

I en luftpelare kan stadende ljudvagor bildas pa samma satt som pa en strang, men vagen ar
longitudinell — det ar luftpartiklarnas forskjutning langs pipan som bildar monstret. Randvillkoren
skiljer sig at: en 6ppen ande ger buk i férskjutningen, en sluten ande ger nod.

1. Forskjutning och tryck

Overtrycket i en ljudvag ar proportionellt mot férskjutningens rumsderivata, med bulkmodulen B
som konstant:

0AXx(x, t)

p(x,t) =B X

Eftersom trycket ar derivatan av forskjutningen ar de tva monstren férskjutna ett kvarts varv mot
varandra: dar forskjutningen har nod har trycket buk, och omvént. Det ar darfor randvillkoren maste
hallas isér.

¢ Sluten dnde. Luften kan inte réra sig genom vaggen, sa forskjutningen har nod — och
trycket buk.

e Oppen dnde. Trycket maste matcha den omgivande luftens, s& trycket har nod — och
forskjutningen buk.

Resten av noten raknar pa forskjutningen.
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Oppen pipa, grundton: L =A/2

—r — > —>

— > —r —>
Ax: buk Ax: nod Ax: buk

p: nod p: buk p: nod

oppen ‘

streck: luftskikt (ett 6gonblick)
sluten pipa, grundton: L =A/4 pilar: hur [3ngt skikten svanger

P P> —> —> —> <>

Ax: buk Ax: nod
p: nod p: buk

Oppen sluten

Luftskikten i pipan vid grundtonen, i ett 6gonblick, och hur ldngt de svinger (pilarna). Vid en éppen dnde
svdnger luften mest (forskjutningsbuk) medan trycket ligger fast; vid den slutna énden stdr luften still
(férskjutningsnod) medan trycket varierar mest.

2. Oppen pipa

Ar bdda andarna 6ppna ska det vara buk i var &nde. Precis som for strangen rymmer pipan da ett helt
antal halva vaglangder:

Alla heltal ar tillatna. Med

> <

Fysika: Fc1 (i formenv = f + A)

blir frekvenserna

nv

fn:i

Har ar v ljudhastigheten i luften, inte ndgon egenskap hos pipan — en varmare pipa klingar hogre utan
att ha andrat form.
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3. Sluten pipa

Ar ena danden stangd kravs nod dar och buk i den 6ppna anden. Kortaste avstandet mellan en nod och

en buk ar en kvarts vaglangd, sa grundtonen ger

L

A
4

Nasta mojliga monster lagger till en halv vaglangd i taget:

Monstret blir

men bara for

n

n=1,35,...

De jamna talen faller bort — de skulle krava nod eller buk i fel &nde. Frekvenserna blir darmed

4. Jamforelse

Randvillkor
Vaglangder
Frekvenser

Tillatnan

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19

fn

nv

4L

Oppen
pipa

buk-buk
2L
A= —
n
nv
ﬁ7_§f
1,2,3,...

Sluten
pipa

nod-buk

4L
Ay = —
n

nv
=2

1,3,5,...
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Oppen Sluten

pipa pipa

Mod 1 Mod 2 Mod 3
Strang
forskjutning
L=3N2-3f;
Oppen pipa
tryck
forskjutning
L=3N2 - 3f;
Sluten pipa
tryck
forskjutning

L =5N4 - 5f

— Tryck —— Forskjutning I Sluten ande (vanster)

Tva skillnader foljer direkt ur tabellen. Vid samma langd ar den slutna
pipans grundton hélften s& hog som den 6ppna pipans, alltsé en oktav
djupare — en sluten pipa kan goras halften sa lang fér samma ton.
Och eftersom bara udda n ar tillditna saknar den slutna pipan

varannan overton, vilket ger den en tydligt annan klangfarg.

Lasning

e 16.4 Standing Sound Waves and Normal Modes

e 16.5 Resonance and Sound

Se aven

e Stdende vag

e Svangningsmoder

e Ljudvag

e Ljudets hastighet

¢ Ljudintensitet och ljudniva

Resurser

e Wikipedia: Acoustic resonance
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Vagor pa komplex form

#fysik  #vagrorelselara #metod

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Komplexa tal, Polar form for komplexa tal, Harmonisk vag

Vi kan skriva en harmonisk vag som realdelen av ett komplext uttryck, dar amplitud och fas ryms i en
enda komplex amplitud. Det andrar ingenting fysikaliskt, men gor att addition av flera vagor blir
addition av komplexa tal i stallet for trigonometriska omskrivningar.

1. Fran sinus och cosinus till komplex form

Utgangspunkten ar Eulers formel, som knyter den komplexa exponentialfunktionen till
de trigonometriska:

e? = cosz +isinz
darii=+/-1
Byter vi ut vagens sinus mot en exponential far vi
y(X, t) — aei(kx—wtﬂx)
som enligt Eulers formel ar
y(x,t) = acos(kx — wt + a) + ia sin(kx — wt + a)

Den fysikaliska vagen ar en av delarna - vi raknar med hela det komplexa uttrycket och plockar ut real-
eller imaginardelen forst pa slutet.

2. Den komplexa amplituden
Vinsten kommer nar vi delar upp exponenten. Tidsberoendet star for sig sjalvt:

kx+a) e—iwt

y(x,t) = ae'l

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 791526


file:///opt/buildhome/repo/public/tags/fysik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/v%C3%A5gr%C3%B6relsel%C3%A4ra
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/metod
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Komplexa-tal
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Pol%C3%A4r-form-f%C3%B6r-komplexa-tal
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Harmonisk-v%C3%A5g
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/De-Moivres-och-Eulers-formler

FO005T - Vagor pa komplex form

Faktorn
—iwt

e

ar densamma for alla vagor med samma frekvens. Allt som skiljer dem at samlas i den
komplexa amplituden

A — aei(kx+0()

sa att vagen kortare skrivs

y(x,t) = Ae”®!

Fysika: Fc1 (p& komplex form, S = Ae'@#K) med A = ge'®)
Den fulla fasen ar fortfarande
kx — ot + a
men den del som ligger i A &r bara den tidsoberoende resten:
B=kx+a
Amplitudens belopp ar den ursprungliga amplituden:

|A] =a

3. Amplituden som vektor

Ett komplext tal har ett belopp och en vinkel, och darmed kan A ritas som en vektor i det
komplexa talplanet:

amplitud «— vektorns langd
fas «— vektorns vinkel
Langden ar |A| = a och vinkeln B = kx + a. Den bilden utvecklas i fasordiagrammet.

Lagg till bild pa komplexa tilplanet dar deras indeviduela faser star for vinklarna
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Im

o A=AL+A

langd = amplitud a
A, =a2e’37 vinkel = fas B = kx + o
e ! vrider alla pilar

lika mycket: vinklarna

A, = alelﬁl mellan dem star kvar

Re

Tvd komplexa amplituder i talplanet: pilens ldngd dr amplituden och vinkeln mot den reella axeln dr
fasen § = kx + a. Summan A = Ay + A, fds genom att ldgga pilarna dnde mot dnde.

4. Varfor detta ar anvandbart

Eftersom den gemensamma tidsfaktorn kan brytas ut blir summan av tva vagor en summa av deras
komplexa amplituder:

A=A +A

Det ar hela poangen. Att lagga ihop vagor kraver inga trigonometriska formler — det blir addition av tva
vektorer, och interferensen gar att lasa av geometriskt.

Lasning

e 15.3 Mathematical Description of a Wave

Se aven

e Komplexa tal

e Polar form for komplexa tal
e Fasordiagram

e Interferens

e Harmonisk vag

Resurser

e Wikipedia: Phasor
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Intexferens

#fysik  #vagrorelselara #fenomen

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Superposition av vagor, Fas och faskonstant

Nar tva vdgor med samma frekvens méts avgor deras fasskillnad resultatet: i fas ger konstruktiv
interferens och forstarkning, i motfas ger destruktiv interferens och utslackning. Fasskillnaden foljer i
sin tur ur gangvagsskillnaden enligt AS = k Ar.

1. Tva vagor vid samma punkt
Tva kallor skickar vdgor som nar samma punkt efter att ha gatt olika langt, r; respektive r»:
y1(t) = a; sin(kr; — ot + o)
yo(t) = ap sin(kr, — wt + ay)
Gangvagen och faskonstanten gar alltid ihop till samma sak, sa vi samlar dem i en fasterm per vag:
61 =kri + o
& =kr +
Vagorna blir da rena funktioner av tiden:
y1(0) = a; sin(-wt + &)
y2(8) = az sin(-wt + &)
och enligt superpositionsprincipen ar resultatet
y(© =y1(0) +y2(0)

Fysika: Fcla (superpositionsprincipen)
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2. Anvand komplex form
Summan ar besvarlig trigonometriskt men enkel pa komplex form:
yi =A™y, =A™

med de komplexa amplituderna

61 62

A1 = ar€' A = ape’

Eftersom tidsfaktorn
—iwt
ar gemensam kan den brytas ut:
y = Ale—iwt +A28_iwt
y — (Al +A2)e—i0)t

Kvar star en enda addition:

A=A +A

3. Frdn amplitud till intensitet
Det vi mater &r inte amplituden utan intensiteten, och den gar som kvadraten:
I« |A|?
Satt in summan
A=A +A;
vilket ger
|A]? = |A; + Ay |?

Lagg till bild pa hur man tar real>+imagenar? for att fa A2
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Pythagoras:
|A12=(Re A)2 + Im A)?
utvecklat ger det
a2 + a2 + 2a,a,c0s(d; - 8,)
Az

Im A =a;sin 84 + a,sin 6,

Ay

Re A = a,co0s 8, + a,cos d,

A och A, dnde mot dnde ger resultanten A. Real- och imagindrdelen dr kateterna i en rétvinklig
triangel, sé |A|? = (Re A)* + (ImA)?.
Skriv ut de tva amplituderna i polar form,

(o) 1 62

Al = alel Az = Clzel

och utveckla kvadraten:
|A|% = a? + a3 + 2a1a; cos(81 — &)
2 _ 2

Fysika: Fcla (i formena” = aj + a% + 2a;a, cos Agp)

Uttryckt i intensiteter blir det

I= Il + Iz + 2\/ IlIz COS(61 - 52)

Fysika: Fc4a (med A fér fasskillnaden)
Den sista termen ar interferenstermen, och den beror bara pa fasskillnaden
A5 = 51 - 52

Utan den hade intensiteterna bara adderats.

4. Konstruktiv och destruktiv interferens

Interferenstermen styrs helt av cosinus, sa ytterlagena intraffar nar fasskillnaden ar en hel eller en halv
period. Full férstarkning fas vid

AS=p-2n p=0,+1,£2,...

eftersom da
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cos(AS) = 1
Full utslackning fas vid
AdS=02p+1n
da
cos(Ad) = -1

Effekten ar dramatisk nar de tva vagorna ar lika starka:
L=L=1I
Vid konstruktiv interferens blir intensiteten fyrdubblad, inte fordubblad,
I=1y+1y+ 2], =4I,
och vid destruktiv interferens forsvinner ljuset helt:

I=1y+Ip—-2I, =0

Energin ar inte borta — den har omférdelats till de punkter dar interferensen ar konstruktiv.

—

5. Gangvagsskillnad och vaglangd

Villkoren ovan ar skrivna i fas, men det som gar att mata upp i ett rum ar avstand. Séander tva kallor ut
ljud i fas ar faskonstanterna lika, a1 = ap, och de faller bort ur fasskillnaden:

A5=61—52=k(r1—r2)
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Kvar star bara gangvagsskillnaden — skillnaden i striacka fran de tva kallorna fram till matpunkten:
Ar=|ri—nr|

Beloppet racker eftersom cosinus ar jamn och interferenstermen darfér inte bryr sig om tecknet. Med
vagtalet k = 271/A blir kopplingen mellan stricka och fas

A6=2)\—nAr

En hel vaglangds gangvagsskillnad motsvarar alltsd ett helt varvs fasskillnad. Villkoret A§ = p * 27 f6r
konstruktiv interferens blir darmed

Ar = pA p=0,1,2,...

och villkoret Ad = (2p + 1)m for destruktiv interferens blir

1
Ar = =)A
r=(+3)

Vaglangden fas i sin tur ur ljudhastigheten och frekvensen:

A=

<

Fysika: Fc1 (i formenv = f * A)

6. Beteckningar och enheter

Noten drar in storheter fran bade vagbeskrivningen och intensitetsrakningen, och de &r latta att blanda
ihop. Tabellen samlar dem i den ordning de dyker upp ovan.

Beteckning Storhet Enhet
Y, Y1, V2 Utslag — vagens momentana férskjutning m

a, ap Amplitud — utslagets maxvarde m

A, A, Ay Komplex amplitud — amplitud och fas i ett tal m

t Tid S

) Vinkelfrekvens rad/s

f Frekvens Hz =s"!
A Vaglangd m
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Beteckning

k =2n/A

ry, 2
Ar
a1, az
61, 6
A6

I’ Il, 12

Storhet

Vagtal — fasandring per langdenhet
Vaghastighet (har ljudhastigheten)
Gangvag — stracka fran kalla till matpunkt
Gangvagsskillnad

Faskonstant — kéllans fas vid t = 0

Fas i matpunkten, § = kr + «
Fasskillnad mellan vagorna

Intensitet — effekt per area

Intensiteten fran en ensam kalla

Enhet
rad/m
m/s
m

m

rad
rad
rad
W/m?

W/m?

Ordningstal — hur manga hela vaglangder Ar motsvarar  dimensionsldst heltal

Utslag, amplitud och komplex amplitud delar alltid enhet: meter for en mekanisk vag, men en annan

enhet for andra vagtyper. Radianen ar dimensionslds, sa k Ar blir korrekt en ren fasvinkel.

Rakneexemplen lagger till tre rent geometriska beteckningar:

Beteckning

L

X

ra, I'e

Storhet

Avstand mellan hogtalarna
Mikrofonens lage langs axeln fran A

Avstand fran mikrofonen till respektive hogtalare

7. Rakneexempel

‘= Exempel 1 — Hur lAngt ska mikrofonen foras?

Enhet

m

m

m

Tva hogtalare A och B sander ut ljud i fas vid frekvensen f = 938 Hz. Avstandet mellan

hogtalarna ar L = 2,06 m. Hur langt ska en mikrofon féras fran hogtalare A langs x-axeln for
att registrera interferensmax 4 ganger? Ljudets hastighet ar v = 340 m/s, och svaret ska anges

i meter.
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mikrofon

/ Lésning

Steg 1: vaglingden.

W
LN
(e}

=0,3625m

v
f9

38
Steg 2: gangvagsskillnaden som funktion av x.

Mikrofonen star i punkten x pa axeln genom A, och strackan AB ar vinkelrat mot den axeln.
Avstandet till A ar alltsa x sjalvt, medan avstandet till B ges av Pythagoras sats:

ra =X T‘B:\/X2+L2
Ar=rg—-ra=vx*+L2-x

Steg 3: vilket ordningstal p hor till det fjarde maximet?

Vid x = 0, alltsd intill hogtalare A, ar gangvagsskillnaden hela avstandet mellan hogtalarna:

L
Ar(0)=L=206m = == = 5,68
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Nar mikrofonen fors bort blir de bada avstanden mer och mer lika, sa Ar avtar strangt fran L
mot noll. Varje heltalsmultipel pA som ryms under L passeras darfor exakt en gang, och de

kommer i fallande ordning:

p=54 32,1
Det fjarde maximet mikrofonen registrerar svarar alltsd motp = 2.
Steg 4: 16s ut x ur maximivillkoret.

\/m —-X=pA
Flytta 6ver x och kvadrera:

x> + L% = x* + 2pAx + p*A?

Termerna X2 tar ut varandra, vilket gor ekvationen linjar i x:

L2 - p2)2
2pA

X =
Steg 5: satt in siffrornamed p = 2.

pA=2-0,3625 = 0,7249 m

_ 2,06 -0,7249% _ 4,2436 - 0,5255
20,7249 1,4499

= 2,564

X~ 256m

Rimlighetskoll. Satt tillbaka svaret i gangvagsskillnaden:

\/2,5642 +2,062 — 2,564 = 3,289 - 2,564 = 0,725m =24 v

Laget ligger dessutom mellan det tredje maximet (p = 3, x = 1,41 m) och det femte (p = 1,
x = 5,67 m), precis som ordningen i steg 3 kraver.

En bild som hjalpte mig forsa:
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r

‘= Exempel 2 — Hur manga max finns det?

Tva hogtalare A och B sander ut ljud i fas vid frekvensen f = 736 Hz. Avstandet mellan
hogtalarna ar L = 3,51 m. Hur manga interferensmax kan en mikrofon registrera da den fors fran
hogtalare A langs x-axeln? Ljudhastigheten ar v = 340 m/s, och mikrofonen kan inte foras

oandligt langt bort.
¢ Lésning
Steg 1: vaglingden.
2= =3 g4600m
f 736

Steg 2: samma geometri som i exempel 1.

Ar=+/x2+12-x

Funktionen avtar strangt fran Ar(0) = L och gar mot noll nér x vaxer. Den genomloper alltsa
intervallet 0 < Ar < L och antar varje varde dar exakt en gang.

Steg 3: rakna ordningstalen.
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Ett max kraver Ar = pA, och ett sddant p ger en l6sning om och endast om pA ligger i
intervallet ovan:

0<pA<L = p<— = = 7,60

L 3,501
A 0,4620

Storsta tillatna heltalet & p = 7, sd ordningstalenp = 1,2, ..., 7 ger var sitt max:

7 interferensmax

Steg 4: varfor p = 0 inte raknas.

Nollte ordningens max kraver Ar = 0, alltsa ry = rg. Det intraffar forst i gransen x — 0o,
och eftersom mikrofonen inte kan féras oandligt langt bort registreras det aldrig.

8 1 L/A=7,60

p=7

6

p

i)
]
w

Ar/A

Kurvan visar Ar/A: varje gang den passerar ett heltal registrerar mikrofonen ett max. Den
startar pa 7,60 och kryper mot noll utan att na dit, vilket ar hela argumentet i steg 3 i
bildform. Lagg ocksa maérke till att maximumen ligger tatt nara hogtalaren och glesnar
snabbt — det sista, p = 1, ligger sa langt ut som 13,1 m.

X [m] 0,288 0,837 1,512 2,410 3,752
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Lasning

e 16.6 Interference of Waves

e 35.1 Interference and Coherent Sources

Se aven

e Superposition av vagor

e Vagor pa komplex form

e Fasordiagram

e Vaglangd och vagtal

e Dubbelspaltexperimentet
e Visibilitet

Resurser

e Wikipedia: Wave interferencerz
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Fasordiagram

#fysik  #vagrorelselara #metod

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Vagor pa komplex form, Vektorer

En komplex amplitud kan ritas som en vektor i det komplexa talplanet, med langden lika med
amplituden och vinkeln lika med fasen. Att lagga ihop vagor blir da vanlig vektoraddition, vilket ger
resulterande amplitud och fas geometriskt.

1. Komplexa amplituder som vektorer

Varje vag bidrar med en komplex amplitud

61 ()

A = alei Ay = azei
och resultatet ar summan
A=A +A
Det ar en vektoraddition, sa den kan géras komposantvis:
A, = a; cos 6; + a, cos 6,
A

, = d;siné; +ap siné;,

Den resulterande amplituden ar vektorns langd:

a=|A| = /A2 +A2

Metoden generaliserar direkt till fler &n tva vagor — man lagger vektorerna ande mot ande.

2. Konstruktiv interferens uttryckt i gangviagsskillnad

Ligger de tva vagorna i fas pekar vektorerna i samma riktning och langderna adderas rakt. Det intraffar
nar gangvagsskillnaden ar en hel vaglangd,
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Ar=2A
tva hela vaglangder,
Ar = 2A

och sd vidare. Villkoret ar alltsa

Ar = pA p=0,£1,£2, ...

3. Destruktiv interferens uttryckt i gangvagsskillnad

Ar gdngvagsskillnaden istéllet en halv v&glangd pekar vektorerna &t motsatta hall:

Ar = &
2
Samma sak galler for
Ar = % Ar = 5_)\
2 2

alltsa for varje udda multipel av en halv vaglangd:

A
Ar=(2p+1)§ p=0,+£1,%£2,...

4. Fran gangvagsskillnad till fasskillnad

De tva villkoren ovan ar samma sak som fasvillkoren, eftersom gangvag och fas hanger ihop
via vagtalet:

Fysika: Fc1 (vigtalet k = 2m/A)

En hel vaglangds gangvagsskillnad ger ett helt varvs fasskillnad,
AS=p-2n

och en halv vaglangd ger ett halvt varv:

AS=(2p+ 1)

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 94/ 526



FOO0O5T - Fasordiagram

5. Det generella uttrycket for fasskillnaden

Gangvagen ar inte den enda kéllan till fasskillnad. Reflektion mot ett tdtare medium lagger till 71, och
kallorna kan ha olika faskonstant fran borjan. Fullt utskrivet blir darfor

A6 = kAr + mm + Aa

dar m raknar antalet fasskiftande reflektioner och A« ar kéllornas inbyggda fasskillnad. Villkoren
AS=p:2n AS=(2p+ 1)

galler fortfarande, men de ska nu tillimpas pé hela AS och inte bara p& kAr. Det ar den termen mrm
som gor tunna skikt kontraintuitiva.

Erik Olsson: Nar man kopplar sina hogtalare till en forstarkare behdver man gora det i fas. Det spelar
inte roll om det ar rott till rott, eller svart till svart. Sa lange man kopplar samma sa att de inte arbetar
mot varandra.

6. Hur vi ritar diagrammet
Vinkeln mellan tva vektorer i diagrammet ar fasskillnaden, som réaknas fram ur gangvagsskillnaden:
2n
A6 = kAr = TAr

Den forsta vektorn far ligga langs den reella axeln — bara skillnaderna i fas spelar roll for beloppet.
Sedan laggs nasta vektor i ratt vinkel mot den foregadende, och svaret &r den resulterande
vektorns langd:

a=|A]

AO = kAr = 2tAr/A

A Ay
Ad
Ay Re
S, ligger Ar langre bort: Ar = \: varvet sluts, pilarna i fas
dess vag kommer en bit senare i sin cykel Ar = A/2: pilarna motriktade
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Vénster: mdtpunkten P ligger Ar ldngre fran Sy dn fran Sq. Héger: ddrfér vrids visaren fran S, vinkeln
AS = 2tAr/A mot visaren frdn Sy, och resultantens ldngd dr amplituden i P.

Exempel 1 — en fjirdedels vaglangd

Ar = %
4
2TA T
Adu—kAr— TZ = E
" =90
2

Vektorerna star vinkelratt mot varandra. Ar de lika l[&nga blir resultanten hypotenusan i en likbent
ratvinklig triangel:

|A| = V@ +a®=2a
Exempel 2 — en halv vaglingd
A
Ar = —
2

21 A
A512— 75—7'[

Vektorerna pekar rakt mot varandra, och ar de lika langa slacker de ut varandra helt
A=0
Exempel 3 — tre vagor

Med tre kallor laggs tre vektorer ande mot dnde. En gangvagsskillnad pa

A
8
mellan intilliggande kallor ger vinkeln
ps=TA T s
A8 4
och pa samma sétt ger
A
4

en vinkel pa 90° mellan varje par.
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Lasning

e 35.3 Intensity in Interference Patterns

Se aven

e Vagor pa komplex form
e Interferens

e \Vektorer

e Multipelspalt

e Interferensitunna skikt

Resurser

e Wikipedia: Phasorr
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Svavning

#fysik  #akustik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Interferens

Svavning uppstar nar tva vagor med nara men olika frekvens interfererar. Summan uppfattas som en
ton med medelfrekvensen, vars amplitud varierar langsamt, och svavningsfrekvensen ar skillnaden

mellan de tva ursprungliga frekvenserna.

1. Hur ofta upprepas svavningen?

Har de tva vagorna olika periodtid glider de langsamt ur fas och tillbaka igen. Monstret upprepas
med svavningsperioden

TSV

som ar den tid det tar for den snabbare vagen att hinna precis en hel period extra. Ligger frekvenserna
sa att den ena hinner fem perioder pa samma tid som den andra hinner fyra galler

TSV = 5Trt’)d
TSV = 4Tbl°a

Den ena vagen har da sprungit ett varv ifran den andra, och samma faskonstellation aterkommer.

2. Svavningsfrekvensen

Generalisera resonemanget: om svavningsperioden rymmer n perioder av den ena vagen rymmer den
n— 1avdenandra,

TSV = nTa TSV = (n - 1)Tb
Satt uttrycken lika,

nT, =(n-1)T,
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och l6s ut antalet perioder:

Insatt i den forsta ekvationen ger det svavningsperioden

T.T,
Ty = ———
Tb - Ta
Uttryckt i frekvenser forenklas det dramatiskt:
£ = 1 1 1
v Tsv Ta Tb

fsv :fa _fb

Fysika: Fcla (i formen fovavning = |fi — f2])

Tva stamgafflar som skiljer sig med 3 Hz ger alltsa tre svavningar per sekund — det &r sd man

stammer ett instrument utan matinstrument.

3. Samma resultat med komplexa amplituder
Rakningen blir kortare pa komplex form. Ta tva vagor med olika vinkelfrekvens:

s1 = e’ so = bel®t
och skriv den andra frekvensen som den forsta plus en liten skillnad:

Wy = w; + Aw
Summan blir
1 + Sy = @e@l + pell@rtho)

och den gemensamma faktorn kan brytas ut:

s + Sy = eiwlt (a + beiAa)t)
Nu syns strukturen. Faktorn
eiwlt
ar den snabba svangningen — tonen vi hor. Parentesen

a+ beiAwt

ar en amplitud som sjalv varierar med tiden, langsamt, eftersom
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iAwt

roterar med den lilla vinkelfrekvensen

Aw = |wy — w,

Med
w = 2nf
Fysika: Fcl
blir svavningsfrekvensen
fsv = |fi - 2

Beloppet gor formeln oberoende av vilken vag som &r snabbast, vilket den tidigare skrivningen f, —
fp forutsatte.

Awt=0 Awt =T11/2 Awt=T
b - b b
a —_— a a ¢—
—_— —_—
A A
i fas: |A| =a + b, starkt |Al = V(a2 + b?) motfas: |A| =a - b, svagt

ett varv for b tar tiden 2m/Aw: sé ofta blir ljudet starkt, fg, = Aw/21

Parentesen a + be®®t

motfas a — b, och ett helt varv tar tiden 2m/Aw — en svidvning.

Lasning

e 16.7 Beats

Se aven

e Interferens

e Vagor pa komplex form

e Superposition av vagor

¢ Vinkelfrekvens och periodtid

e Dopplereffekt

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19

som visare: b snurrar ldngsamt runt spetsen pd a. I fas blir amplitudena + b, i

100/ 526


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Interferens
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/V%C3%A5gor-p%C3%A5-komplex-form
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Superposition-av-v%C3%A5gor
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Vinkelfrekvens-och-periodtid
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Dopplereffekt

FOOO05T - Svavning

Resurser

e Wikipedia: Beat (acoustics)z
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Dopplereffekt

#fysik  #akustik #fenomen

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Ljudvag

Dopplereffekten ar den frekvensandring en lyssnare uppfattar nar kalla och lyssnare ror sig i
forhallande till varandra. Kallan behover inte andra sin utséanda frekvens — rérelsen trycker ihop eller
drar isar vagfronterna, sa frekvensen hojs vid narmande och sénks vid avlagsnande.

1. Grundsambandet

Allt vilar pa att

-
Il
> <

Fysika: Fc1 (i formenv = f * A)

dar v ar ljudhastigheten i mediet. Den ar bestamd av luften och &ndras inte av att kallan rér sig. Andras
vaglangden maste darfor frekvensen dndras — det ar hela mekanismen.

2. Nar ljudkallan ror sig
En stillastaende kalla lagger ut en vaglangd per period:
)\0 =vT

Ror sig kallan mot lyssnaren har den hunnit strackan vsT i samma riktning innan nasta vagfront skickas
ut, sa fronterna kommer narmare varandra:

Skriv om bada termerna i kallans egen frekvens, med
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vilket ger
vV Vv
A= — - =
fs fs
och darmed den hoptryckta vaglangden
3= V=V

ah

Ror sig kallan istallet bort fran lyssnaren byter termen tecken och vaglangden dras ut:

v+ v

A=

Frekvensen fas sedan ur grundsambandet f = V/A.

varje front ar centrerad déar kallan var nar fronten sandes ut (gra prickar)

lyssnare bakom:
fronterna glesare,
lagre frekvens

lyssnare framfér:
fronterna tatare,
hégre frekvens

kalla

\\/A = (v-voff;

)\‘: (v + vo)/fs

Kdllan rér sig at héger och sdnder ut en vagfront per period fran det ldge den har just dd. Framfér trdngs
fronterna, A = (v — v,)/fs; bakom glesnar de, A = (v + v )/fs.

3. Nar lyssnharen ror sig

Har andras inte vaglangden alls — den &r utlagd i mediet av en stillastdende kalla. Det som andras ar
hur fort lyssnaren sveper genom vagfronterna. Ror sig lyssnaren mot kallan méter hon dem snabbare:

vty

==

och rér hon sig bort passerar de henne langsammare:
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Skillnaden mot fallet ovan ar vard att lagga pa minnet: rorlig killa &ndrar vaglangden, rorlig lyssnare
andrar bara motesfrekvensen.

4. Nar bade kdlla och lyssnare ror sig

De tva effekterna ar oberoende och kan multipliceras samman:

vty

f= fs

v+ v

V-V
Fysika: Fc2 (i formen fp, = fs —m, med V,, positiv bort fran kéllan och v positiv mot mottagaren,
V= Vs
alltsd@ motsatta tecken mot hdr)

Formeln kraver en teckenkonvention for att vara anvandbar: v; raknas positiv nar lyssnaren ror sig mot
kallan, och v positiv nar kallan ror sig bort fran lyssnaren. Med den konventionen ger varje narmande
en hojd frekvens, precis som specialfallen i sektion 2 och 3.

Satter vi v = 0 aterfar vi fallet med rorlig lyssnare, och med v; = 0 fallet med rorlig kalla.

Allting som bidrar till att kéllan och lyssnare narmar sig da ska f bli hogre an f0

Lasning

e 16.8 The Doppler Effect

Se aven

e Ljudvag

e Ljudets hastighet

e Vaglangd och vagtal
e Svavning

e Relativitetsteori

Resurser

e Wikipedia: Doppler effectm
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Elektromagnetiska vagor

#fysik  #optik #fenomen

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Harmonisk vag, Fysikaliska samband och Maxwells ekvationer

En elektromagnetisk vag bestdr av ett oscillerande elekt-
riskt och ett oscillerande magnetiskt falt, vinkelrata mot
varandra och mot utbredningsriktningen. Till skillnad fxan
mekaniska vagor kridver den inget medium, och i vakuum ut-
breder den sig med ljushastigheten c.

Elektriskt falt

L
Oscillerande | r "
laddning

Magnetiskt falt

1. Faltens orientering
De tva falten star vinkelratt mot varandra, och vagen gar at det hall deras kryssprodukt pekar:

ExB
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Lagger vi utbredningen langs x-axeln har E baraen y-komposant och Bbaraen Z-komposant — de

svanger i takt, i var sitt plan.

2. Ljushastigheten

I vakuum gar vagen med

Fysika: Te

Hastigheten &r sa stor att den blir ett praktiskt langdmatt i astronomin: avstandet uttrycks i den tid

c =299 792 km/s

ljuset behdver for att tillryggalagga det.

Stracka

Jorden—-ménen

Jorden-solen

Jorden—Mars

Jorden—Alpha Centauri

Jorden—Vintergatans bortre kant

Gangtid £6r ljuset

1,3 ljussekunder
8 ljusminuter
12,7 ljusminuter
4,4 \jusar

52000 ljuséar

3. Det elektromagnetiska spektrumet

Samma slags vag tacker allt fran radiovagor via mikrovagor, infrarétt, synligt ljus och ultraviolett till
rontgen- och gammastralning — det ar bara vaglangden som skiljer dem at.

Det synliga fonstret ar smalt, och fargerna ligger i vaglangdsordning;

Vaglangd

400-440 nm
440-480 nm
480-560 nm

560-590 nm
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Vagliangd Fiarg
590-630 nm Orange

630-700 nm R&d

Lasning

e 32.1 Maxwell’s Equations and Electromagnetic Waves
e 32.2 Plane Electromagnetic Waves and the Speed of Light
e 32.3 Sinusoidal Electromagnetic Waves

Se aven

e Harmonisk vag
e Brytningsindex
e Polarisation

e Vagrorelse

e Fysikaliska samband och Maxwells ekvationer

Resurser

o Wikipedia: Elektromagnetisk stralningrz
e NASA: Tour of the Electromagnetic Spectrum
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Brytningsindex

#fysik  #optik #storhet

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Elektromagnetiska vagor

Brytningsindex n = ¢/v anger hur mycket ldangsammare ljuset gar i ett material an i vakuum.
Frekvensen bevaras nar ljuset passerar in i ett nytt medium, sa det ar vaglangden som andras: A =
)\o/n.

1. Definitionen

Brytningsindex ar kvoten mellan ljusets hastighet i vakuum och dess hastighet i det aktuella mediet:

=
I
<10

Fysika: Fc3

2. Vaglangden andras, inte frekvensen
Grundsambandet for en harmonisk vag galler i varje medium:

v =Af
Fysika: Fc1 (i formenv = f + A)

Har ar f konstant genom gransytan medan v férandras med brytningsindex, sa det &r A som méste ge
vika. Hogre brytningsindex innebar alltsa kortare vaglangd.
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ovanfor: Ay = Ap/nq

fronterna hanger ihop

vid ytan: lika manga
passerar per sekund,
sa f ar densamma.

v = fA sjunker = A krymper

nedanfor: A, = Ap/n,
=M\ -2/3

—

Plana vdgfronter gdr in i ett material med n, = 1,5. Fronterna hénger ihop vid grédnsytan, sd frekvensen

-n,=1,5
-

dr densamma pd bada sidor; farten sjunker, och ddrfér krymper vagldngden till %)\1 och strdlen béjs
mot normalen.

3. Optisk stracka

Eftersom vaglangden andras fran medium till medium blir det opraktiskt att rakna med den lokala
vaglangden. I stallet raknar vi med vakuumvaglangden och later strackan bara brytningsindex:

lo=nly

Fysika: Fc3 (optisk vigldngd, i formen L = [ ndx)

Den optiska strackan I, &r den geometriska strackan Ig multiplicerad med brytningsindex — alltsa hur
langt ljuset hade hunnit i vakuum pa samma tid.

Lasning

e 33.2 Reflection and Refraction

Se aven

e Elektromagnetiska vagor
e Snells lag

o Totalreflektion

e Dispersion

e Vaglangd och vagtal
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Resurser

e Wikipedia: Brytningsindexm
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Snells lag

#fysik  #optik #lag

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Brytningsindex

Snells lag beskriver hur ljus bryts vid gransytan mellan tvd medier med olika brytningsindex:
n; sin B, = n, sin 0,. Ljuset bryts mot normalen nar det gar in i ett optiskt tatare material.

1. Brytningslagen

Med infallsvinkeln Ba i mediet ng och brytningsvinkeln ﬁb i mediet np, bada raknade fran
normalen, galler

ng sin(B,) = ny, sin(By)

Fysika: Fcé6a (i formenny sini = np sinb)

Produkten n sin 3 &r alltsd densamma pa bada sidor om gransytan.

normal
na

Ba

gransyta

Np >Ny
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2. Ljuset tar den optiskt kortaste vagen

Tumregeln bakom lagen: ljuset tar alltid den optiskt kortaste vagen, vilket sallan ar den geometriskt
kortaste. Det ar den optiska strackan I, = n Ig som minimeras, inte avstandet — och eftersom det
tatare mediet straffar varje meter hardare l6nar det sig att lagga en langre bit av vagen i det tunnare.

Betraktar vi en punkt A i mediet n, och en punkt B i mediet np, &r det den brytpunkt (x, 0) pa gransytan

som ger kortast optisk vag som ljuset valjer, och den punkten uppfyller brytningslagen ovan.

optisk vaglangd n,l, + nply:

rak linje: 12,90
ljusets vag: 12,47

(minst av alla)

ljuset tar en langre bit

i det snabba mediet och

en kortare i det ldngsamma;
minimum ger n,sin B, = npsin By,

Frdn A till B: den raka linjen (streckad) dr geometriskt kortast, men ljusets vdg ldgger en ldngre bit i det
snabba mediet och har kortast optisk végldngd, 12,47 mot 12,90. Minimum intrdffar precis ddr
brytningslagen géiller.

Lasning

e 33.2 Reflection and Refraction

Se aven

e Brytningsindex
e Totalreflektion

e Huygens princip
e Dispersion

e Fresnels formler
Resurser

e Wikipedia: Snells lagr
e Wikipedia: Fermats principe
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Totalreflektion

#fysik  #optik #fenomen

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Snells lag

Gar ljus fran ett tdtare till ett tunnare medium finns en
kritisk infallsvinkel dar den brutna strdlen skulle 1ldpa
langs gransytan. Vid storre infallsvinklar sker ingen bryt-
ning alls — allt ljus reflekteras tillbaka, vilket kallas
total inre reflektion.

\
] [} '
¥ i X %
[ 1 .
i \ b e
\ .

7

1. Villkoret pa& medierna
Fenomenet upptrader bara i en riktning genom gransytan:
l’lb < na

Ljuset maste alltsa komma fran det optiskt tatare mediet. Gar det at andra hallet bryts stralen mot
normalen och kan aldrig nd 90°.

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 114 /526


file:///opt/buildhome/repo/public/tags/fysik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/optik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/fenomen
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Snells-lag

FOOO5T - Totalreflektion

2. Den kritiska vinkeln
Vid den kritiska infallsvinkeln By ar brytningsvinkeln precis
9b =90°

vilket betyder att den brutna stralen l6per langs gransytan i stallet for att lamna den. Satter viin det i
brytningslagen faller sinusfaktorn pa hoger sida bort,

Ng sin Oy = np sin 90°
Fysika: Fc6a (brytningslagen, med i = Oyt ochb = 90°)

och kvar star villkoret for den kritiska vinkeln:

. np
sin Gkrit = —
a

3. Hur brytningsvinkeln beter sig

Plottar vi brytningsvinkeln mot infallsvinkeln vaxer den férst nastan linjart, men bojer sedan uppat och
skjuter i héjden mot 90° nar infallsvinkeln narmar sig den kritiska. Bortom den punkten finns ingen
bruten strale alls — hela intensiteten gar tillbaka in i det tatare mediet.

6 > B, ingen bruten strale, allt reflekteras
mantel, ny,

T~

karna, n, > ny

ljusin
normat

mantel, ny,

sin Byt = Ny/Ny; stralen stannar i karnan hur l&ng fibern an ar

Optisk fiber: strdlen tréffar grdnsytan mot manteln med en infallsvinkel stérre dn den kritiska och
totalreflekteras vid varje studs, sd ljuset leds ldngs kdrnan.

Lasning

e 33.3 Total Internal Reflection

Se aven

e Snells lag
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e Brytningsindex

e Fresnels formler

¢ Elektromagnetiska vagor
e Reflektion av vagor

Resurser

e Wikipedia: Totalreflektionr
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Dispexrsion

#fysik  #optik #fenomen

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Brytningsindex

Brytningsindex beror pa vaglangden, och det beroendet kallas dispersion. Darfor bryts olika farger
olika mycket, vilket delar upp vitt ljus i sina bestandsdelar i ett prisma eller i en regnbage.

1. Brytningsindex som funktion av vaglangden
Hela fenomenet ligger i att n inte ar en konstant for ett material:

n = n(A)
Fysika: Fc3 (dispersion, i formen D = 0n/0A)

Varje vaglangd far darmed sin egen brytningsvinkel ur brytningslagen, trots att de traffar ytan med
samma infallsvinkel.

2. Prisma och regnbage

I ett prisma syns effekten direkt: vitt ljus gar in som en enda strale och kommer ut som ett utbrett
spektrum, med de olika fargerna sorterade efter vaglangd.
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rott: lagst n, bryts minst
vitt ljus

violett: hogst n, bryts mest

Prisma: alla farger tréffar ytan med samma infallsvinkel, men violett ljus har hégre n én rétt och bryts
mer vid bdda ytorna. Skillnaden i n dr 6verdriven fér att synas.

Regnbagen ar samma sak fast med vattendroppar som prismor — solljuset bryts in i droppen,
reflekteras invandigt och bryts ut igen, och eftersom rétt och violett far olika vinklar nar de 6gat fran
droppar pa olika hojd.

Lasning

e 33.4 Dispersion

Se aven

e Brytningsindex

e Snells lag

e Elektromagnetiska vagor
e Totalreflektion

e Vaglangd och vagtal

Resurser

e Wikipedia: Dispersion (optik)&
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Huygens princip

#fysik  #optik  #princip

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Vagrorelse

Huygens princip sager att varje punkt pa en vagfront kan betraktas som kélla till en ny sekundar
elementarvag. Den nya vagfronten ar enveloppen av dessa elementarvagor, vilket férklarar bade
utbredning, brytning och diffraktion.

1. Principen

Varje punkt pa en vagfront kan ses som en sekundar kalla som ger upphov till en sfarisk vag. Den
primara kallan behdvs alltsa bara for att starta forloppet — darefter bar vagfronten sig sjalv framat
genom att hela tiden aterskapas som enveloppen av sina egna elementarvagor.

2. Plan vag och sfarisk vag

Konstruktionen forklarar varfér en vag langt fran kéallan upptrader som plan. Nara en punktkalla ar
vagfronterna cirklar, men ju langre ut man kommer desto rakare blir varje bit av cirkelbagen, och pa
tillrackligt stort avstand ar fronten i praktiken ett plan.

3. Brytning som en £6l1jd av principen

Lat en plan vagfront traffa gransytan snett. Ritar man fronten vid t = 0, t = At, t = 2At och sa vidare —
med samma tidssteg hela vagen — syns mekanismen: elementarvagorna i det tatare mediet hinner
kortare pa varje tidssteg an de som fortfarande befinner sig i det tunnare.

I mediet a hinner fronten strackan
Vat

medan den i mediet b under samma tid bara hinner
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Vpt

Eftersom fronten ar enveloppen av elementarvagorna maste den darfor vrida sig nar halva fronten
bromsas in fore den andra — och just den vridningen ar brytningen. Snells lag foljer alltsa ur principen,
utan att man behover anta den separat.

i L = tvid t+At
front vid t / envelopp = front vid t+ a: snabbare, v,

front vid t

V,At

“—
VAt

ny front: vriden
varje punkt pé fronten

sander en elementarvag b: 13
: ldngsammare, v},

Védnster: varje punkt pd fronten séinder en elementarvdg, och enveloppen blir nésta front. Hoger: den
sneda fronten ndr grdnsytan férst i vinstra dnden, elementarvdgorna i b hinner bara v, At, och

enveloppen vrider sig — strdlen bryts.

Lasning

e 33.7 Huygens’s Principle

Se aven

e Vagrorelse

e Snells lag

e Diffraktion

e Brytningsindex
e Interferens

Resurser

e Wikipedia: Huygens principtz
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Polarisation

#fysik  #optik #fenomen
1

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Elektromagnetiska vagor

Polarisation beskriver i vilken riktning det elektriska faltet svanger hos en elektromagnetisk vag. Linjart
polariserat ljus svanger i ett bestamt plan, medan opolariserat ljus ar en blandning av alla riktningar; en
polarisator slapper igenom bara en riktning.

1. Opolariserat 1ljus
Lat vagen propagera langs z-axeln. Eftersom ljus ar en transversell vag ligger
E L
sa faltet svanger alltid i xy-planet. Fér opolariserat ljus svéngerE lika mycket i alla riktningar i det
planet —ingen riktning ar utmarkt.

Opolariserat ljus Linjart polariserat ljus
y y

Vagen propagerar langs z-axeln — E ligger i xy-planet
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2. Linjart polariserat ljus

Ar ljuset istallet linjart polariserat svéngerE endast i en riktning i xy-planet. Riktningen ar godtycklig,
men tva specialfall &r varda egna namn: linjart polariserat i x-riktning och linjart polariserat i y-riktning.

3. Polarisatorn

En polarisator slapper igenom ljus med en bestamd polarisationsriktning — filtrets axel. Opolariserat

ljus in ger darfor linjart polariserat ljus ut, med svangningsriktningen last till axeln oavsett hur det
infallande ljuset sag ut.

axel T y
opolariserat: E at alla hall i xy-planet A linjart polariserat langs axeln

Vas

-1

y ///
/

v
T/ X polarisator

Opolariserat ljus ldngs z in i en polarisator: efter filtret svinger E bara ldngs filtrets axel.

4. Uppdelning i komposanter
Varje polarisationsriktning kan delas upp i tva komposanter langs valfria vinkelrata axlar:

E = Es& + E/p
Det ar den uppdelningen som goér polarisatorn hanterbar: lagger vi axlarna langs och tvars filtrets axel
passerar den ena komposanten och den andra blockeras, vilket ar utgangspunkten for Malus lag.
Lasning

e 33.5 Polarization
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Malus lag

#fysik  #optik #lag

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Polarisation

Malus lag ger intensiteten hos linjart polariserat ljus efter en polarisator: I = I cos? 0, dar 0 ar vinkeln
mellan ljusets polarisationsriktning och polarisatorns axel.

1. Komposanten som slapps igenom

L&t linjart polariserat ljus med amplituden E traffa en polarisator vars axel bildar vinkeln 8 med ljusets
polarisationsriktning. Delar vi upp faltet langs och tvars axeln ar det bara den parallella komposanten
som passerar:

E, = Ecosf

Den vinkelrata komposanten blockeras, och ljuset som kommer ut &r polariserat langs axeln.

M

Esin@

blockeras

0 polarisatorns axel

’ -

&

Ecos6

slapps igenom

Endast komposanten langs axeln passerar: Ey = Ecos6
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2. Fran amplitud till intensitet

Intensiteten gar som amplituden i kvadrat, sa kvadrering av uttrycket ovan ger

I =1,cos*0

Fysika: Fc3

Detta &r Malus lag. Den sager att parallella axlar (B = 0) slapper igenom allt och att korsade axlar (0 =
90°) slacker ljuset helt.

3. Opolariserat ljus in i forsta polarisatorn

Opolariserat ljus har ingen bestamd vinkel 0 att sétta in, utan ar en blandning av alla riktningar.

Medelviardet av cos? 0 6ver alla riktningar ar 1/2, sa exakt halften av intensiteten passerar:

I, ==

Den forsta polarisatorn i en kedja behandlas alltsa alltid med denna formel, och forst darefter blir
Malus lag anvandbar — ljuset har nu en polarisationsriktning att mata vinklar mot.

4. Flera polarisatorer i serie
Med flera polarisatorer i Xy-planet efter varandra tillampas lagen steg for steg:
Iz = 11 COS2 912 I3 = 12 COS2 923

Vinkeln raknas varje gang mellan ljusets aktuella polarisationsriktning — alltsa foregdende polarisators
axel — och nasta axel.
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opolariserat axel 0°
Io Io/2
halften
opolariserat axel 0°
Io Io/2

halften

axel 45°

axel 90°

"

Io/4

x c0s?45°

morkt

x €0s290°

axel 90°

<

Io/8
x c0s?45°

utan mittfiltret:
korsade axlar
slacker allt

Tre polarisatorer med axlarna 0°, 45° och 90° sldpper igenom I,/8; utan mittfiltret stdr axlarna

korsade och inget ljus kommer igenom. Pilarnas ldngd dr amplituden, alltsd V1.

Lasning

e 33.5 Polarization — Malus’s law

Se aven

e Polarisation

¢ Elektromagnetiska vagor
e Fresnels formler

e Brewsters vinkel

¢ Ljudintensitet och ljudniva

Resurser

e Wikipedia: Malus lage
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Fresnels formler

#fysik  #optik #samband

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Polarisation, Snells lag

Fresnels formler ger forhallandet mellan infallande, reflekterad och transmitterad vag vid en gransyta,
som funktion av infallsvinkeln och brytningsindexen. De behandlar de tva polarisationsriktningarna
relativt infallsplanet var for sig, eftersom dessa reflekteras olika mycket.

1. Infallsplanet och de tva komposanterna

Infallsplanet ar det plan som innehaller den infallande stralen och normalen till ytan. Relativt det
planet delas ljusvektorn upp i tva komposanter:

E;, || infallsplanet E;; L infallsplanet

Uppdelningen ar nodvandig darfor att de tva komposanterna reflekteras enligt var sin formel — det ar
hela anledningen till att reflektion polariserar ljus.

infallande reflekterad
I Ep:iinfallsplanet

(papperets plan)

@ Eg: vinkelratt mot planet

n, =1,00 (ut ur papperet)

n,=1,50

Reflekterat: E reflekteras
starkare an E,, s& den
reflekterade stralen blir
delvis polariserad

bruten

Infallsplanet ér papperets plan: Ep svénger i planet (pilar vinkelrétt mot stralen) och E vinkelrctt mot
det (©). Den reflekterade strdlen har kortare p-pilar eftersom R, < Rs.
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2. Formlerna

Med infallsvinkeln 8; och brytningsvinkeln 6, ger Maxwells ekvationer de reflekterade amplituderna

_ . tan(6; — 6b) _ _p . sin(6i —6p)
PP tan(6; + 6p) " ® sin(B; + 0p)

Vinklarna ar inte fria fran varandra utan kopplade av brytningslagen:
n; sin 0; = n, sin 6,

Fysika: Fc6a

3. Reflektanserna

Kvadrering ger intensiteterna, och kvoten mellan reflekterad och infallande intensitet for respektive
komposant kallas reflektansen:

I,  tan?(0; — Op) Is  sin®(6; — 6y)
R, = b 2 VT PO R=—= — 2
P I, tan’(6; +6,) T I sin®(6; + 6,)

Fysika: Fc3 (Fresnels formler, i formen Ry = tan®(i — b)/tan’(i + b) och R = sinz(i - b)/ sinz(i + b))
Ar det infallande ljuset opolariserat med intensiteten I, férdelar det sig jamnt mellan komposanterna,

I,
Iip = Ijs = 50

och den totalt reflekterade intensiteten blir I, = Ip + Irs.

Plottar vi reflektanserna mot infallsvinkeln syns skillnaden mellan komposanterna direkt: R, vaxer
monotont, medan R, férst dyker ned till noll och sedan stiger. Vid vinkelratt infall sammanfaller de, och
vid strykande infall gar bada mot 1.
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Reflektans mot infallsvinkel, luft - glas (n; =1,5)

1.0
—— R; (vinkelrat mot infallsplanet)
- Rp (parallell med infallsplanet)
0.8 4 ---- R (opolariserat ljus)
E 0.6 7
i)
=
©
T
r 0.4

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Infallsvinkel 6; [grader]

Nollstallet hos Rp ar Brewsters vinkel.

4. Specialfall: smd vinklar

Ar infallsvinkeln liten blir &ven brytningsvinkeln liten, och serieutveckling ger approximationer av typen
sin(8; — 0p) = 0; — 0. Formlerna blir da

0; — Op 3 0; — Op

E =FE. - — =—F. « — -
p ip 0; + 0, rs is 0; + 0,

Med brytningslagen i samma approximation, n10; = n20p, faller vinklarna bort helt:

np—m _ np—m
' Ers - _Eis '
n; +m n; +ng

Erp = Eip

Eftersom bada komposanterna nu reflekteras lika mycket géller I, = I, och reflektansen beror bara

pa brytningsindexen:

(ny —my)?
(ny +ny)?

I;
R=—=
I

Fysika: Fc3 (vinkelrditt infall)

5. Fasspranget vid reflektion

Tecknet i formlerna bar fysik. Omny; < n, ar
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np—m

% <0
Eis

n2+n1

och den negativa kvoten betyder att den reflekterade vagen fasforskjuts 7t radianer, vilket motsvarar en
vagskillnad pa en halv vaglangd. Samma sak géller den parallella komposanten, eftersom de positiva
riktningarna for Ej, och Ep ar motriktade.

Vid reflektion mot ett optiskt tunnare medium, n; > n,, blir kvoten positiv och nagot fassprang uppstar
inte. Skillnaden ar avgorande for interferens i tunna skikt.

Lasning

e 33.5 Polarization — Polarization by Reflection
e Vagkompendiet (Fallstrém), avsnitt 2.2 Reflektion av ljus

Se aven

e Polarisation

e Snells lag

e Brewsters vinkel

e Reflektion av vagor

e Interferensitunna skikt

e Totalreflektion

Resurser

e Wikipedia: Fresnel equationsm
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Brewstexrs vinkel

#fysik  #optik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Fresnels formler

Brewsters vinkel ar den infallsvinkel dar det reflekterade ljuset blir fullstandigt linjart polariserat. Den
intraffar nar den reflekterade och den brutna stralen star vinkelratt mot varandra, vilket ger tan Oz =
nz/l’ll.

1. Brewstervillkoret

Villkoret lases av direkt ur reflektansen for den parallella komposanten,

_ tan*(6; — 6»)
P tan?(6; + 6p)

Fysika: Fc3 (Fresnels formler, i formen R = tan’(i — b)/tan’(i + b))

Namnaren skjuter i héjden nar vinkelsumman narmar sig en rat vinkel, eftersom tan(6; + 0,) — oo da
0; + 0, — 90°. Det ger

0; + 6 = 90° — R, —0

Att vinkelsumman ar 90° betyder geometriskt att den reflekterade och den brutna stralen star
vinkelratt mot varandra.
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I
|
|
|
opolariserat in : reflekterat: bara s I E, (i planet)
|
|

(® E.(uturplanet)
n, =1,00
85 + 8, = 90°

tan Bg = ny/ng
6 = 56,3°,8,=33,7°

n, =1,50

brutet: all p + restenav s

Vid Brewstervinkeln 05 = 56,3° (luft mot glas) stdr reflekterad och bruten strdle vinkelrdtt mot
varandra. Den reflekterade strdlen bér bara s-komposanten (®), den brutna hela p-komposanten och
resten av S.

2. Vinkeln ur brytningslagen
Satt in villkoret i brytningslagen med 6, = 90° — 03p:

n, sin O = n, sin(90° — 65) = n, cos Oy
Fysika: Fc6a

Division med cos O ger Brewstervinkeln uttryckt enbart i brytningsindexen:

Iy
tanOg = —
m

Fysika: Fc3 (Brewstervinkeln, i formen tan 9p =ny/ny)

For ljus som gar fran luft mot glas med n, = 1,50 ger det O = 56,3°.

3. Vad som hinder med de tva komposanterna

Vid Brewstervinkeln reflekteras ingenting av den parallella komposanten — hela I}, transmitteras
utan forlust, vilket utnyttjas i sa kallade Brewsterfonster. Det som reflekteras ar darfor uteslutande
den vinkelrata komposanten, och det reflekterade ljuset ar fullstandigt linjart polariserat vinkelratt
mot infallsplanet.
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Det transmitterade ljuset blir i gengald bara delvis polariserat parallellt med infallsplanet: det
innehaller allt av den parallella komposanten men ocksa resten av den vinkelrata.

Vid andra infallsvinklar &n 05 reflekteras den vinkelrata komposanten fortfarande starkare &n den
parallella, sa reflekterat ljus &r delvis polariserat aven dar — bara inte fullstandigt.

Lasning

e 33.5 Polarization — Brewster’s law
e Vagkompendiet (Fallstrom), avsnitt 2.2.3 Specialfall Brewstervillkoret

Se aven

e Fresnels formler
e Polarisation

e Snells lag

e Brytningsindex
e Malus lag

Resurser

e Wikipedia: Brewsters vinkelrz
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Diffraktion

#fysik  #optik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Huygens princip, Interferens

Diffraktion ar vagors formaga att boja av runt hinder och breda ut sig efter att ha passerat en
oppning. Effekten blir markbar nar 6ppningen ar jamférbar med vaglangden, och den foljer direkt ur
Huygens princip.

1. Fenomenet f6ljer ur Huygens princip

Geometrisk optik forutsager att ett hinder ska kasta en skugga med skarp kant. Det gor den inte:
kanten ar i stallet omgiven av omvaxlande ljusa och mérka band som stracker sig in i det som borde
vara skugga.

Forklaringen ligger i Huygens princip. Varje punkt i 6ppningen ar en sekundar kalla till en
elementarvag, och den nya vagfronten &r enveloppen av dem alla. Elementarvagorna vid 6ppningens
kanter har ingen granne utanfér som begransar dem, sa enveloppen kroker sig runt kanten och ljuset
breder ut sig in i skuggomradet. Banden uppstar sedan genom att elementarvagorna fran olika delar av
oppningen nar samma punkt med olika gangvag och interfererar.

Diffraktion och interferens ar darfor inte tva skilda fenomen utan samma sak, raknad over ett
kontinuum av kallor i stallet for ett fatal.

2. Nar effekten blir markbar

Avgérande ar dppningens bredd a i forhallande till vaglangden A.

Ar 6ppningen mycket bredare an vaglangden, a >> A, béjer vagen av férsumbart och skuggan
upptrader som geometrisk optik forutsager. Det ar darfor diffraktion inte syns i vardagen for synligt ljus:
en dorroppning ar hundratusentals vaglangder bred.
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Ar 6ppningen jamférbar med vaglangden sprids vagen ut kraftigt bakom éppningen. Ljud har

vaglangder i meterskala och diffrakterar darfor tydligt runt dérrposter och horn, vilket ar skélet till att vi
hor runt hérn men inte ser runt dem.

bred 6ppning, a > A smal 6ppning, a ~ A

I skugga

A

Y

I skugga
-

A vagen breder ut sig at alla hall

Plana vagfronter mot en végg. Genom en bred 6ppning gar vagen ndstan rakt fram och ldmnar skugga
bakom vdggen; en 6ppning jamférbar med vdgldngden blir en punktkdlla och fronterna blir cirkuldra.

3. Fresnel- och fraunhoferxrdiffraktion
Fallen delas upp efter hur langt bort skarmen star.

Fresnel- eller narfaltsdiffraktion galler nar kalla, hinder och skarm ligger sa nara varandra att stralarna
fram till en punkt pa skarmen inte kan behandlas som parallella.

Fraunhofer- eller fjarrfaltsdiffraktion galler nar avstanden ar sa stora att alla linjer fram till en given
punkt pa skarmen kan raknas som parallella. For en spalt innebéar det att skarmavstandet r i

meterskala ar mycket storre an spaltbredden a under millimeterskala. Fallet ar avsevart enklare att

rakna pa, och det &r det som behandlas i kursen.
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Lasning

e 36.1 Fresnel and Fraunhofer Diffraction
e 36.2 Diffraction from a Single Slit
e Vagkompendiet (Fallstrom), avsnitt 3.2 Fraunhofer diffraktion

Se aven

e Fraunhoferdiffraktion

e Huygens princip

e Interferens

e Dubbelspaltexperimentet
e Multipelspalt

Resurser

e Wikipedia: Diffraktionw
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Dubbelspaltexperimentet

#fysik  #optik #experiment

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Interferens, Fraunhoferdiffraktion

I Youngs dubbelspaltexperiment far ljus passera tva smala spalter och interferera pa en skarm bakom.
Gangvagsskillnaden mellan de tva vagarna ger omvaxlande ljusa och mérka fransar, med maxima dar
skillnaden &r ett helt antal vaglangder.

1. Koherenskravet

Tva elektromagnetiska vagor kan bara interferera med varandra om de ar koherenta, och det staller
tre krav: de maste vara monokromatiska — alltsa besta av en enda vaglangd — de maste ha samma
frekvens, och de maste ha samma polarisation.

Tva separata ljuskallor uppfyller aldrig detta, eftersom deras faser driver oberoende av varandra.
Youngs l6sning ar att lata en kalla forsorja bada spalterna: monokromatiskt ljus far forst passera en
enda smal spalt Sy, vars cylindriska vagfronter sedan traffar de tva spalterna S; och S, samtidigt.
Darmed ar de tva spalterna per konstruktion i fas, och interferensmonstret star stilla i stallet for att
suddas ut.

2. Geometrin och gangvagsskillnaden

De tva spalterna ligger pa avstandet d fran varandra och skarmen péa avstandet R. Vagarna fram till en
punkt pa& skarmen ar ry och ry, och riktningen dit anges av vinkeln 6 fran mittlinjen.

Eftersom R >> d kan de tva strélarna raknas som parallella, och da syns gangvagsskillnaden som en
ratvinklig triangel med d som hypotenusa:

Ar=ry—ry =dsinf
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mot P

Ar=dsin®

> forstoring vid spalterna

R>d

Vénster: en kdlla Sy férsérjer bdda spalterna, och strdlarna ry och ry méts i P. Héger: néra spalterna dr
strdlarna i praktiken parallella, och den rdtvinkliga triangeln med hypotenusan d ger Ar = d sin 6.

3. Ljusa och mérka band

Ljusa band uppstar dar vagfronterna kommer fram i fas, alltsa dar gangvagsskillnaden ar ett helt

antal vaglangder:

ndsin 6 = pA p=0,+1,%£2, ...

Fysika: Fcdb (i formendsin O = mA, i luft ddrn = 1)

Morka band uppstar dar de kommer fram i motfas, alltsa vid ett udda antal halva vaglangder:

1
ndsinf = (p + 5))\

Fysika: Fc4b (minima, i formen Ndsin® = m'A med N = 2 och uddam)

Vill man i stallet ha fransarnas lage matt langs skarmen &r avstandet fran monstrets mitt y, = R tan 0.
Aryp < R blir vinkeln liten, tan 6 = sin 6, och lagena blir jamnt fordelade:

RpA
yp = Rsin6), = P2

4. Intensiteten nar spalterna har bredd

Villkoren ovan behandlar spalterna som punkter. Har de i stallet bredden a bidrar var och en med sin
egen fraunhoferfordelning, och intensiteten fas genom att satta N = 2 i uttrycket for multipelspalten:
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osz(g)

sin®(3/2) e

I =41,
ey

Fysika: Fc5 (dubbelspalt, med b fér spaltbredden a)

De tva vinkelvariablerna mater olika saker: § = (2m/A) a sin 0 &r fasskillnaden mellan randstralarna
inom en spalt, medan § = (211/A) d sin 0 ar fasskillnaden mellan de tva spalterna. Interferensen sitter i
cosinusfaktorn och diffraktionen i den andra.

5. Diffraktionen lagger sig som ett enveloppe

Diffraktionsfaktorn varierar langsamt och dampar interferensfransarna mot kanterna. Den slacker
maonstret helt dar

nasin 6 = mA m==+1,+2,..
Fysika: Fc5 (i formen bsin 8 = mA)

Eftersom de tva villkoren beror pa olika langder, a respektive d, kan diffraktionsminima hamna var som
helst i férhallande till interferensmdnstret. Med d = 0,7 mm och a = 0,2 mm sammanfaller forsta
diffraktionsminimum med fjarde interferensminimum; med d = 0,6 mmocha = 0,2 mm
sammanfaller det i stallet med tredje interferensmaximum, som da forsvinner. Vilket franstal som

faller bort ar darfor ett satt att mata upp kvoten d/a.

Lasning

e 35.2 Two-Source Interference of Light
e 35.3 Intensity in Interference Patterns
e Vagkompendiet (Fallstrom), avsnitt 3.3.2 Specialfall dubbelspalt

Se aven

e Interferens

e Fraunhoferdiffraktion

e Multipelspalt

e Diffraktion

e Interferens itunna skikt
e Fasordiagram

Resurser

e Wikipedia: Youngs dubbelspaltexperiment
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Fraunhoferdiffraktion

#fysik  #optik #modell

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Diffraktion, Interferens

Fraunhoferdiffraktion ar diffraktion i fjarrfaltet, dar infallande och utgdende stralar kan behandlas som
parallella. Den ger intensitetsfordelningen bakom en enkelspalt, och monstret breddas nar spalten
gors smalare eller vaglangden okar.

1. Fjarrfaltsvillkoret

En spalt med bredden a belyses och monstret betraktas pa avstandet r. Fraunhoferfallet innebar att r i
meterskala ar mycket storre an a under millimeterskala, vilket gor att alla stralar fram till en given
punkt kan rdknas som parallella och att vinkeln 6 blir densamma fér dem alla.

2. Spalten som N punktkdlloxr
Vi delar upp spalten i N punktformiga sandare med avstandet d mellan grannarna, sa att
a=(N-1d

Fasskillnaden mellan randstrdlarna — stralarna fran spaltens tva kanter — blir dd summan av alla N —
1 stegen, och den ges ett eget namn:

B=(N-1)§ =(N-1)kdsin0 = kasin

Med § = B/(N — 1) kan vi nu satta in i uttrycket for intensiteten fran N ekvidistanta kallor och f& hela
spaltens bidrag uttryckt i den enda variabeln f3:

NB
2(N - 1)
_B
2(N - 1)

sin?(

)

Ip =1
sin®(

)
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3. Gransen N — o

Spalten ar inte en rad diskreta sandare utan ett kontinuum, sa vi later antalet kéllor vaxa medan

bredden a halls konstant. Da blir N — 1 = N, och foér stora N &r namnarens argument sa litet att
sin(8/2N) =~ B/2N:

. sin*(B/2) _ NI sin®(B/2)
(B2N)* Br2)y°

Rakt fram ar 0 = 0 och darmed 8 = 0, vilket ger Ip = N°I. Den produkten ar intensiteten rakt fram

P

fran spalten och skrivs Iy, sa fordelningen blir

. sin®(/2)

2n
= =nkasinf = — nasin0

Fysika: Fc5 (enkelspalt, med b fér spaltbredden a)

4. Huvudmaximum och minima

Till skillnad fran multipelspalten ger formeln ett enda huvudmaximum, namligen dar 3/2 = 0, alltsa
rakt fram vid 0 = 0.

Minimum far vi dar téljaren ar noll utan att namnaren ar det, alltsa sin(3/2) = 0 men [3/2 & O:

|nasin9=m)\ m=+1,%2,...

Fysika: Fc5 (i formen bsin 8 = mA)

Att m = 0 ar undantaget ar hela poangen — dar ligger centralmaximum, inte ett minimum.

kdllaloch5,20ché6...:
M2 ur fas, paren slacker
varandra = minimum
b\

€vagankallal

ovre halvan

a

undre halvan

N mot skarmen langt bort,
v . .asin® =\ parallella stralar i riktningen 8
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Spalten delad i Gtta kdllor vid férsta minimum, a sin 8 = A: kdllan mitt i spalten har A/2 ldngre vig édn
kdllan i 6verkanten, och sd vidare parvis neddt — varje par slécker varandra.

5. Monstrets bredd

Centralmaximum stracker sig ut till det forsta minimumet pa émse sidor, alltsa till
sinf = —
na

Vinkeln véxer nar a minskar eller A 6kar: en smalare spalt ger ett bredare ménster. Centralbilden blir
dessutom dubbelt s& bred som avstandet mellan tva efterféljande minima, eftersom den stracker sig
franm = —1tillm = +1.

Lasning

e 36.1 Fresnel and Fraunhofer Diffraction
e 36.3 Intensity in the Single-Slit Pattern
e Vagkompendiet (Fallstrom), avsnitt 3.2 Fraunhofer diffraktion

Se aven

e Diffraktion

e Multipelspalt

e Dubbelspaltexperimentet
e Interferens

e Huygens princip

e Vaglangd och vagtal

Resurser

e Wikipedia: Fraunhofer diffractionmz
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Multipelspalt

#fysik  #optik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Dubbelspaltexperimentet, Diffraktion, Fraunhoferdiffraktion

Med N likadana spalter i stallet for tva blir interferensmaxima smalare och skarpare, medan deras
lagen ar oférandrade. Det ar principen bakom det optiska gittret, som darfor kan skilja narliggande
vaglangder at.

1. Geometri och fasskillnad

Multipelspalten bestar av N 6ppningar med spaltbredden a och spaltavstandet d mellan narliggande
6ppningar. Punkten P ligger sa langt bort att avstandet r ar mycket stérre an (N — 1)d, vilket gor att de
utgdende stralarna kan raknas som parallella och vinkeln 0 blir densamma fér alla.

Gangvagsskillnaden mellan tva grannspalter ar da d sin 8, och den véaxer linjart genom spaltraden till
2dsin 0, 3d sin 6 och slutligen (N — 1)d sin 0 for den sista spalten. Omréknad till fas med vagtalet
k = 2m/A blir fasskillnaden mellan tva grannstralar

8 =kdsinf = ajdsine

2. Intensiteten frdn N punktk&illor

Antar vi forst att varje spalt ar en punktkalla som sander i fas och med samma amplitud, ger
superpositionsprincipen att svangningen i P ar summan av N termer som var och en ar fasvriden &
relativt den féregaende:

Eo v o -
sp = _el(kX1 wt) (1 + e16 + e126 4o el(N 1)6)
r

Parentesen ar en geometrisk serie med kvoten ei‘s, och summerasdenmed 1 +r+rZ+ -+ N1 =

rN

1-r
som amplituden i kvadrat:

foljt av Eulers formel blir amplituden proportionell mot sin(IN6/2)/ sin(8/2). Intensiteten gar
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1 sin®(N6/2)
sin®(6/2)

Fysika: Fc4b (med A for § och Iy fér en kdllas intensitet I)

Har ar I intensiteten i P fran en av kallorna, och formeln galler bara om alla kallor ger samma
intensitet i P. I gransen § — 0 gar kvoten mot N2, sa rakt fram blir Ip = N2I.

5=0 —P>—P—>—>—>—>
>

summa N-E: huvudmax, I, = N2I
dsin®

i)

2dsin 6

/N
(N-1)d sin 8 8=2m/N \ /

= 6 spalter kedjan sluter sig:
summa 0, minimum

z I .

Vénster: gdngvédgen vixer med d sin 0 fér varje spalt. Héger: varje spalt ger en visare vriden § mot
féregdende; vid 6 = 0 ligger alla i rad (huvudmaximum), vid 6 = 21/N sluter kedjan sig och summan
blir noll (minimum).

3. Huvudmaxima

Intensiteten &r maximal dar uttrycket antar formen 0/0, alltsd dar namnaren sin(8/2) ar noll. Det
kraver 6/2 = pr, det villsdga § = p * 27, och insatt i fasskillnaden ovan ger det

ndsin 6 = pA p=0,£1,+2, ...

Fysika: Fc4b (gitterekvationen, i formen d sin 6 = pA)

Villkoret géller oberoende av hur manga sandare vi har — det ar samma villkor som fér dubbelspalten,
vilket ar skélet till att huvudmaximas ldgen inte flyttar sig nar N okar. Intensiteten i ett
huvudmaximum ar

Iax = N°T
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4. Minima och bimaxima

Minimum far vi nér taljaren ar noll utan att namnaren ar det, alltsa sin(IN6/2) = 0 men sin(6/2) & 0:

ndsinf = — A q E pN

=|a

Fysika: Fc4b (i formen Ndsin@ = m'A)

Undantaget ¢ = pN maste skrivas ut, for da reduceras villkoret till nd sin 8 = pA som i stallet ar ett
huvudmaximum. Mellan tva huvudmax ligger

N - 1 minima och N - 2 bimaxima

dar bimaxima har betydligt lagre intensitet an huvudmaxima.

5. Spaltbredden — diffraktion ganger interferens

Uttrycket ovan behandlar varje spalt som en punkt. Har spalterna i stallet bredden a bidrar var och en
med sin egen fraunhoferférdelning, och den multipliceras in som intensiteten fran en enskild kalla:

; sin®(B/2) sin*(N5/2)

b= BR}  sin’(612)

Fysika: Fc5 (N spalter, med b fér spaltbredden a)

De tva vinkelvariablerna méter olika saker: 3 = (2m/A) a sin 0 &r fasskillnaden mellan randstralarna
inom en spalt, medan & = (271/A) d sin 0 &r fasskillnaden mellan stralarna fran narliggande spalter.
Diffraktionsfaktorn lagger sig som ett enveloppe 6ver interferensmonstret och slacker det helt dar

nasin® = mA m=+1,+2,...
Fysika: Fc5 (i formen bsin 8 = mA)

Satter man N = 2 faller uttrycket tillbaka pa dubbelspalten.

6. Vagen till gittret

Det forsta minimum vid sidan om ett huvudmaximum ligger dar N6 = 2, alltsa dar

dsin @ = i
N
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Avstandet fran huvudmaximum ut till dess narmaste minimum krymper alltsd som 1/N: huvudmaxima
blir smalare ju fler spalter vi har, samtidigt som bimaxima blir fler och svagare. Da N blir mycket stort
aterstar bara en rad mycket smala och skarpa huvudmax — det ar ett gitter.

Lasning

e 36.4 Multiple Slits

e 36.5 The Diffraction Grating

e Vagkompendiet (Fallstrom), avsnitt 3.1 Multipelspalt med N stycken punktkdllor och
3.3 Multipelspalt

Se aven

e Dubbelspaltexperimentet
e Fraunhoferdiffraktion

e Diffraktion

e Interferens

e Huygens princip

e Vagor pa komplex form

Resurser

e Wikipedia: Diffraction gratingrz
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Interferens i tunna skikt

#fysik  #optik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Interferens, Brytningsindex, Fresnels formler

Ljus som reflekteras mot skiktets 6ver- respektive undersida interfererar, och gangvagsskillnaden
beror pa skiktets tjocklek och brytningsindex. Fasskiftet vid reflektion mot ett tatare medium maste
raknas med; fenomenet ger fargerna i sdpbubblor och ligger bakom antireflexbehandling.

1. Stralgangen i skiktet

Ljus infaller fran ett medium med brytningsindex n; mot ett tunt skikt med brytningsindex n och
tjockleken d; pa andra sidan skiktet ar brytningsindexet ny. Vid varje gransyta delas stréalen, s& en enda
infallande strale ger upphov till en hel serie utgaende stralar — Iy, Igo, Igs, ... pa reflektionssidan och
Iy, Iy, IT3, ... pa transmissionssidan. Det ar darfor fenomenet ocksa kallas multipelinterferens.

Vid nastan vinkelratt infall ges reflektanserna vid de tva gransytorna av Fresnels formler i
approximerad form:

_ (n—m)? _ (n—ny)?

(n+m)? 27 (n + ny)?

Fysika: Fc3 (vinkelrditt infall)

2. Tvastraleapproximationen

i} 1,5 - 1)?
Ar skiktet glas med luft pa bada sidor blir Ry = R, = ﬁ = 0,04. Foljer vi de reflekterade

stralarna genom gransytorna far varje ny strale tva reflektioner extra:
I =RiIp=0,040Ip I, =(1-R1)*R2Ip=0,037Ip I3 =(1-R;1)’RyR:1 o = 0,00006 Iy

De tva forsta stralarna har alltsa nastan samma intensitet medan de Gvriga ar forsumbara, och som en
forsta approximation kan vi darfér rakna med ren tvastraleinterferens:

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 148 /526


file:///opt/buildhome/repo/public/tags/fysik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/optik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/fenomen
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Interferens
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Brytningsindex
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Fresnels-formler
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Brytningsindex
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Fresnels-formler

FOOO5T - Interferens i tunna skikt

I= Il +12 + 2\/ 1112 COS(A(p)

Fysika: Fc4a

3. Fasskillnaden

Fasskillnaden mellan de tva stralarna har tva bidrag: den extra stracka den andra stralen tillryggalagger

fram och tillbaka genom skiktet, och de fassprang som uppstar vid reflektion.

A = k(2nd + (antalet fassprang) - %)

Den optiska vagen 2nd ar den geometriska strackan 2d viktad med skiktets brytningsindex, och varje
reflektion mot ett optiskt tdtare medium bidrar med ett fassprang pa it radianer — vilket ar precis vad
en halv vaglangd motsvarar, darav termen A/2.

infallande 1 2
1: reflektion i ovansidan,

fassprang momn > ny

2: gar genom skiktet och
reflekteras i undersidan,
fassprang momn, > n

skikt, n d . L .
extra vag = 2d (nara vinkelratt),

optisk vag 2nd

Vinkeln &r 6verdriven for
genomgaende att stralarna ska synas

Strdle 1 reflekteras i skiktets ovansida, strdle 2 gar genom skiktet och reflekteras i undersidan. Néra
vinkelrdtt infall dr vigskillnaden 2d, alltsd optisk vig 2nd, och varje reflektion mot ett tédtare medium
ger ett fassprang .

4. Maximum och minimum

Maximum far vi dar cosinustermen ar +1, alltsd dar fasskillnaden ar ett helt antal varv:
Ap=p-2n

Minimum far vi dar cosinustermen ar —1, alltsa vid ett udda antal halva varv:

Ap =(2p+ 1)
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Eftersom A@ beror pa vaglangden uppfylls maximivillkoret vid olika tjocklekar for olika farger — det ar
darfér en sdpbubbla eller en oljefilm pa vatten framstar som fargad i vitt ljus.

5. Reflekterat och transmitterat ljus skiljer sig at

Pa reflektionssidan ar de tvd dominerande stralarna nastan lika starka, 0,040 Iy mot 0,037 Iy, och
interferenstermen racker darfor till att nastan helt slacka minima.

P4 transmissionssidan ar laget det motsatta: den forsta stralen gar rakt igenom bada gransytorna
medan den andra forst maste reflekteras tva ganger, vilket gor den tusenfalt svagare.

IT1 = (1 - R1)(1 - Rz)I() = 0,92 I() IT2 = (1 - R1)R2R1(1 - Rz)Io = 0,0015 I()

En stark strale och en svag ger bara en liten modulation ovanpa en hog medelniva, sa
interferensmonstret i det genomgaende ljuset ar svart att éver huvud taget se. Skillnaden kvantifieras
av visibiliteten.

Lasning

e 35.4 Interference in Thin Films
e Vagkompendiet (Fallstrom), avsnitt 2.3 Multipelinterferens

Se aven

e Visibilitet

e Interferens

e Fresnels formler

e Brytningsindex

e Reflektion av vagor

e Multipelspalt

Resurser

e Wikipedia: Thin-film interferencerz
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Visibilitet

#fysik  #optik #storhet

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Interferens, Interferens i tunna skikt

Visibiliteten kvantifierar kontrasten i ett interferensmdnster som forhallandet mellan monstrets
variation och dess medelniva. Vardet 1 betyder maximal kontrast med helt mérka minima, och 0 att
inget monster syns.

1. Definitionen

Visibiliteten mats pa ett fardigt monster: den jamfér skillnaden mellan ljusaste och moérkaste franstopp
med deras summa.

_ Imax - Imin
Imax + Imin

Fysika: Fc4a

Storheten ar dimensionslds och anger hur bra vi ser interferensfransarna.

2. Max och min ur tvastrdleinterferens

For tva interfererande stralar vaxlar interferenstermen mellan +24/111, och =2+/1;1, nar
fasskillnaden varieras, vilket ger ytterligheterna

Imax =11 + I + 24/ 111 Imin =11 + I —2+/ L 12

. . 2 2 . .. .
Skrivna som kvadrater blir de I« = (v/I; + v/I2)” och Iyin = (v/I; = v/I5)", s& minima blir helt
morka forst nar de tva stralarna ar lika starka. Det &r styrkeforhallandet mellan stralarna — inte deras
absoluta intensitet — som avgor kontrasten.
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reflekterat ljus transmitterat ljus
i fas: max i fas: max
VI, VI, VI, VI,
> > >h
| - | -
Ll Ll
motfas: min motfas: min
S —— »
4+— L |
° >
Inax = 0,154 Iy, I, = 0,00006 I, Inax = 0,995 Iy, Iy, = 0,848 1,
V = 1: skarpa fransar V = 0,08: fransarna syns knappt

Visarna v/I; och v/I, i fas och i motfas for glasskiktet (olika skala i de tvd panelerna). I reflekterat ljus
dr visarna ndstan lika [dnga och minimum blir ndstan mérkt; i transmitterat ljus dr den andra visaren sd
kort att max och min knappt skiljer sig.

3. Reflekterat och transmitterat ljus i ett tunt skikt

Ett glasskikt med luft pa bada sidor ger ett tydligt exempel pa hur avgérande styrkeforhallandet ar.
Reflektionssidans tvd dominerande stralar ar nastan lika starka, medan transmissionssidan domineras
helt av den strale som gatt rakt igenom.

Reflekterat Transmitterat
1jus 1ljus

Strale 1 0,040 I 0,92 Iy

Strale 2 0,037 1, 0,00151,

Imax 0,154 I 0,995

Iinin 0,00006 I, 0,8481,

\% 0,999 0,08
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Reflekterat

1jus

| figuren ses 3 olika interferensmonster med varierande visibilitet. Para ihop ratt bild med ratt visibilitet.

1.0 A .
05 N .
0.2 c .

I det reflekterade ljuset ar skillnaden mellan max och min
allts& nara total och fransarna syns skarpt, medan det
genomgaende ljusets svaga modulation ovanpa en hog

medelniva gor monstret praktiskt taget osynligt.

Lasning

e 35.3 Intensity in Interference Patterns
e Vagkompendiet (Fallstrém), avsnitt 2.3 Multipelinterferens

Se aven

e Interferensitunna skikt

e Interferens

e Dubbelspaltexperimentet
e Multipelspalt

e Ljudintensitet och ljudniva

Resurser

e Wikipedia: Interferometric visibilityrz
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Fotoelektriska effekten

#fysik  #kvantfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Fotonen

Ljus som faller pa en metallyta frigor elektroner, men bara om frekvensen éverstiger en troskelfrekvens
som beror pa materialet. Under tréskeln hander ingenting hur intensivt ljuset &n &r, och 6ver den
uppstar ingen tidsfordrojning hur svagt det an ar — vagmodellen forutséager motsatsen i bada fallen.
Einstein forklarade effekten ar 1905 genom att lata en enda foton absorberas av en enda elektron: allt
eller inget, utan den kontinuerliga energiéverforing vagteorin kraver. Fotonens energi hf gar at till
uttradesarbetet @, och resten blir elektronens kinetiska energi.

Photoelectric effekt:

Fysika: Fd3 (fotoelektriska effekten, med ® for uttrddesarbetet)

Foxrmeln, symbol f6r symbol

K = e VO
max ~
snabbaste elektronens ~ elementar-  broms-
rorelseenergi addningen potentialen
Kmax = h f - ¢
detsom  fotonens  kostnaden for att
blir 6ver energi lamna metallen

Den 6vre raden ar vad man mater, den undre vad som hander: en foton ger hela sin energi till en

elektron, en del gar at for att ta sig ut, och resten syns som bromspotential.
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FOOO5T - Fotoelektriska effekten

1. Experimentet och bromspotentialen

Tva elektroder sitter i ett vakuumror. Katoden belyses med monokromatiskt ljus, och de utslagna
fotoelektronerna kan ta sig dver till anoden och ge en strom i i den yttre kretsen. Vander vi faltet sa att
anoden repellerar elektronerna, och 6kar det tills strommen precis upphor, har vi hittat
bromspotentialen V.

lius, frekvens f hf =@ + Kpax
1\\\\ vakuum A
blir kvar som
_H fotoelektroner Kimax rorelseenergi
o—»
° hf fri elektron utanfor ytan
—’ —_— e e _— e eE—— e — —_— —_— —_— — -
o——»
Y gar at for att
katdd C anod A lamna metallen

metallen
JA—O

Vyc (justerbar) fotostrom

Vinster: fotoréret. Ljuset slar ut elektroner ur katoden, och amperemetern mdter strtmmen till anoden
medan spdnningen Vac justeras. Héger: samma sak i energi — fotonens hf rdcker férst till
uttridesarbetet @, och resten blir Kpy.

Den snabbaste elektronen lamnar katoden med Kpax och nar natt och jamnt anoden med K = 0.
Faltet utrattar arbetet —eVp pa den, sa arbets—energisatsen ger

W =AK
Kmax = eVO

Genom att méata en spanning mater vi alltsa den storsta kinetiska energin.

2. Vad vagmodellen forutsiger — och vad som hiander

Vagmodellen f6rutsiger Experimentet visar
Effekten bor finnas for alla Under en gransfrekvens f blir det ingen

Frekvens
frekvenser, bara ljuset ar starkt nog strom alls, hur stark intensiteten an ar
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Vagmodellen f6rutsiger Experimentet visar

Svagt ljus behover tid for att samla Ingen matbar fordrojning, hur svagt ljuset
Fordrojning

ihop uttradesarbetet an ar

Vo beror bara pa frekvensen; intensiteten
Bromspotential V| bor 6ka med intensiteten
andrar bara strommen

3. Einsteins forklaring

Ljuset bestar av fotoner med energin hf, och en foton absorberas av en elektron. Elektronen maste
betala uttradesarbetet ¢ for att lAmna ytan, och resten blir kinetisk energi. Energins bevarande ger

hf = @+ Kinax
vilket ar formeln i rutan overst. Den forklarar alla tre observationerna:

e Grinsfrekvens. Elektronen kommer loss bara om hf > . Gransen ligger dar K, = 0:

¢
h

fo =

A= — = —

fo ¢

¢ Ingen fordrojning. Energin kommer i ett enda paket, s elektronen kan lamna ytan sa fort forsta

c h
0

fotonen traffar.
¢ Intensiteten. Starkare ljus betyder fler fotoner per sekund, alltsa fler elektroner och st6rre
strom — men varje foton har fortfarande energin hf, s& K. och Vj andras inte.

4. Att miata h och ¢

Loser vi ut bromspotentialen ur eV = hf — @ far vi en rét linje i f:
h, ¢

Vo= —f-=

e e

Mater vi V|, for ndgra olika frekvenser ger lutningen h/e och skarningen med Vj-axeln —@/e. Alla
metaller ger parallella linjer — lutningen ar naturkonstanten h — men de ar forskjutna i sidled efter
sitt uttradesarbete.
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FOOO5T - Fotoelektriska effekten

4
metall A, @ = eV
2
— metall B, ¢ = 4,3 eV
@
~ 0 -
é fo=056 .7 fo=1,04
:4 B
_2/'—'@ =-2,3eV
lutning h =4,14-10"** eV-s
-4 .-
T -p=-4,3eV
0 0,5 1 1,5 2

f (105 Hz)

Kinax mot frekvensen fér tvd metaller. Linjerna ér parallella med lutningen h, och grédnsfrekvensen f;
@/h ligger ddr de skdr frekvensaxeln. Streckat: under fo kommer inga elektroner ut alls.

/\ Vanliga fel

e eV och J blandas. ¢ och K anges oftast i eV. Rikna med h = 4,136 - 107> eV-s eller hc »
1240 eV-nm, eller omvandla med 1 eV = 1,602 - 107'° J — men inte halften av varje.

o Grinsfrekvens och uttridesarbete forvixlas. @ &r en energi, fy = @/h en frekvens och
Ao = hc/ @ den lédngsta vaglangd som fungerar.

¢ Intensiteten paverkar K ,,.. Den gor det inte; den andrar bara antalet elektroner och
darmed strommen.

¢ Kax anvands for alla elektroner. Formeln ger den stérsta kinetiska energin. Elektroner
langre in i metallen forlorar energi pa vagen ut och kommer ut langsammare.

5. Losta exempel
‘= Exempel — Silver i ultraviolett ljus

Ljus med vaglangden 250 nm faller pa en silveryta med uttradesarbetet 4,30 eV. Bestam

bromspotentialen och fotoelektronernas storsta fart.
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J Lésning

Fotonenergin. Med hc = 1240 eV-nm:

Storsta kinetiska energin.

Kunax = hf — ¢ = 4,96 — 4,30 = 0,66 eV

Bromspotentialen. eV = K, ger Vo = (0,66 V|.

Stdrsta farten. Kmax = 0,66 €V = 0,66 - 1,602 - 1072 7 = 1,06 - 1079 3, s&

2Kmax 21,06+ 1071 -
= = ~(4,81
Ymax =\ T, \/ 9,109 101 [0 107ms

Farten ar under 0,2 % av ljushastigheten, sa den klassiska formeln for kinetisk energi racker.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Exempel — Plancks konstant ur tva matningar

En okand metall belyses forst med 400 nm och sedan med 250 nm. Bromspotentialen blir 0,80 V
respektive 2,66 V. Bestam Plancks konstant, metallens uttradesarbete och gransvaglangden.

/ Losning
Frekvenserna. f = c/A ger

2,998 - 10°
400 - 1079

2,998 - 10°

= W = 1,20 * 1015 Hz

fi =750-10“Hz  f,

Lutningen. Linjen V,, = (h/e)f — /e genom de tv& punkterna har lutningen
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=4,14-10°V-s

h  AVy 2,66 - 0,80
e Af 1,20-10>-7,50- 10

h=414-10""-1,602-10"°~|6,63-103*J s

Uttradesarbetet. Ur forsta matningen, i eV:

¢ =hfi —eVp=4,14-107"- 7,50 - 10'* - 0,80 = 3,10 — 0,80 =|2,30 eV

Gransvaglangden.

h 124 :
==
,30 e

Gront ljus récker alltsa precis, rott gor det inte.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 38.1 Light Absorbed as Photons: The Photoelectric Effect
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Fotonen

#fysik  #kvantfysik #modell

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Elektromagnetiska vagor

Fotonen &r ljusets energikvantum: ett masslost paket som fardas med ljushastigheten men anda bar

bade energi och rorelsemangd. Den har samtidigt vagegenskaper i form av frekvens och vaglangd, och

det &r genom Plancks konstant h som de tva beskrivningarna kopplas ihop.

E = hf - hc _E h
A PTET
Fysika: Fd3 (fotonenergi)
Formeln, symbol f6r symbol
hc
E = _h [ =
~~ ~N~ N A
en fotons  Plancks frekvensen ~N~
energi konstant vaglangden
energin
N
_E _h
\5/ c A
fotonens \/
rorelsemangd hgsuggﬂset

Ljus kommer i portioner. Frekvensen bestammer hur stor varje portion ar, och intensiteten bara hur

manga portioner som kommer per sekund.

1. Enerxgin

Fotonens energi ar proportionell mot frekvensen, med Plancks konstant som

proportionalitetskonstant. Med ¢ = fA kan den lika garna skrivas med vaglangden — kort vaglangd

betyder energirik foton.
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FOOO5T - Fotonen

I atom- och karnfysik ar eV och nm de naturliga enheterna, och da ar det bekvamt att komma
ihdg produkten

hc = 6,626 10724 J - s+ 2,998 - 10% m/s ~ 1240 eV - nm
Fysika: Te (h, c)

sd att till exempel en rod foton med A = 700 nm har E = 1240/700 = 1,77 eV.

E = hf = hc/A: kortare vaglangd ger stérre energi per foton

kemisk bindning, fotoeffekt tandréntgen
1-5ev ~30 keV
KT vid rumstemperatur : jonisera vate !
0,026 eV 13,6 eV mec? = 511 keV
P syqlist L - A
radio mikrovagor IR uv rontgen gamma
| | | | |
A=1m A=1mm A=1pm A=1nm A=1pm
10-° 103 0,1 10 103 10° 107

energi per foton (eV)

Energin per foton lcings hela spektrumet, pd logaritmisk skala. En synlig foton bér ndgra eV — lagom fér
att bryta en kemisk bindning eller sld ut en elektron ur en metall. En radiofoton bér en miljondel av det,
och en réntgenfoton tusentals gdnger mer.

2. Rorelsemangden
Enligt den speciella relativitetsteorin hanger energi, rorelsemangd och vilomassa ihop genom
E? = (pc)’ + (mc?y’

Fotonen har vilomassan m = 0, s& den andra termen fdrsvinner:

E* = (pc)y’
E =pc
Sattin E = hf = hc/A och dela med c:
_E _hf h
P= c ¢ A

vilket ar den andra formeln i rutan. Rorelsemangden pekar i ljusets utbredningsriktning. Den ar liten for
synligt ljus men blir viktig i Comptonspridning, dar fotonen stéter mot en elektron.
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3. Antal fotoner och ljusets tryck

En ljuskalla med effekten P sénder ut energin P per sekund, fordelad pa fotoner med energin hf

vardera. Antalet fotoner per sekund blir

dN P P2

dt hf hc

Varje foton som absorberas lamnar ifr&n sig rérelsemangden h/A. Kraften p& en helt absorberande yta
ar rérelsemangden per sekund:
_dN h _PA h

d A hc A

_ P
c
Reflekteras fotonerna i stallet vander rérelsemangden, och kraften fordubblas till 2P /c.

¢ Ingabiljardbollar

Fotonen ar inte en liten kula. Den har ingen vilomassa, ror sig alltid med ¢ i vakuum, och kan
skapas och forintas (se Rontgenstralning och Parproduktion). Den har egenskaper av bade vag

och partikel — vilken som syns beror pa experimentet, se Komplementaritetsprincipen.

/\ Vanliga fel

eV och J blandas. Med hi J-s blir E i joule. Anvand hc ® 1240 eV-nm om svaret ska vara
ieV.
Vaglingden i nm sitts in som meter. 500 nm ar 5+ 10 m, inte 5+ 107°.

e p = mv anvands for fotonen. Fotonen har ingen vilomassa; rérelsemangden ar h/A.

Vagliangden i ett medium anvands. Fotonenergin bestams av frekvensen, som inte andras
nar ljuset gar in i glas. Rakna med vakuumvaglangden.

4. Losta exempel
:= Exempel — Fotoner frdn en gron laserpekare

En laserpekare sander ut 1,00 mW grént ljus med A = 532 nm. Bestam varje fotons energi och
rorelsemangd, antalet fotoner per sekund, och kraften pa en svart skarm som absorberar stralen.

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 162 /526


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/R%C3%B6ntgenstr%C3%A5lning
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Parproduktion
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Komplementaritetsprincipen

FOOO5T - Fotonen

J Lésning
Energin.
g e _ 6,626 1042998 -10° _ - ey
A 532:107° ’ .
Rorelsemangden.

h 66261073 -
P=7= g | L2510 kg mss

dN P 1,00-1073 )
d E 373100 288 107s
Kraften. Allt absorberas, sa
1,00 - 1073 -
lei:’—: 3,34 102 N
c 2998108

Det ar sa manga fotoner per sekund, var och en med sa liten energi, att ljuset ser ut som ett

jamnt flode.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

:= Exempel — Vilken vaglangd har en foton pa 2,00 eV?

En lysdiod sander ut fotoner med energin 2,00 eV. Vilken vaglangd och farg har ljuset, och hur

stor ar fotonens frekvens?

J Lésning

Vaglangden.
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vilket ar orangerott ljus.

Frekvensen.

= 4,84 - 10 Hz

E _ 2,00 eV B
h 4,136-101eV-s

Kontroll: fA = 4,84 - 1014 - 620 - 1079 = 3,00 - 108 m/s = c.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 38.1 Light Absorbed as Photons: The Photoelectric Effect
e 38.2 Light Emitted as Photons: X-Ray Production
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Rontgenstxralning

#fysik  #kvantfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Fotonen

Rontgenstralning med typisk vaglangd 0,001-1 nm produceras nar elektroner accelererade genom
spanningen V bromsas in i ett mal — den omvanda processen mot fotoelektriska effekten, elektron till
foton i stallet for foton till elektron. Vagmodellen férutsager alla frekvenser, men experimentet visar en
skarp undre grans for vaglangden som bara beror pa accelerationsspanningen: den kortaste

vaglangden fas nar hela elektronens kinetiska energi blir en enda foton.

Fysika: Fd3 (grdnsvdgldngd fér kontinuerlig réntgenstrdlning, med U fér spdnningen)

50 kV

40 kV

relativ intensitet

30 kv

20 kv

0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14
vaglangd A (nm)
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FO005T - Rontgenstralning

Formeln, symbol f6r symbol

1240 eV-nm

N

) B hc
min -
eV
kortaste ~~
vaglangden  en elektrons energi

vid anoden

Den kortaste vaglangden far man nar hela elektronens energi eV blir en enda foton. Dubblar man
spanningen halveras Ayp,.

1. Rontgenroret

En glédande katod slapper ut elektroner (termisk emission), och spanningen V' mellan katod och anod
accelererar dem. Varje elektron har laddningen —e och far den kinetiska energin

K=eV

nar den nar anoden. Dar bromsas den in och en del av energin blir rontgenfotoner. Katodens
uttradesarbete och elektronernas starthastighet ar férsumbara jamfért med eV, som ér flera
tusen elektronvolt.

vakuum

anod (volfram)
glodkatod

i

elektronerna
kokas ut

elektroner accelereras: K = eV

— + / ; §
V ~10-100 kV
( ( < rontgenstralning

‘ ‘ A= Ayin = he/ev

Réntgenréret. Glodkatoden kokar ut elektroner, spédnningen V' accelererar dem mot anoden, och ddr
bromsas de in och sdnder ut réntgen. Ingen foton kan fG mer energi édn eV, dédrav Ap;,.

2. Den kortaste vaglangden

Den mest energirika fotonen uppstar nar elektronen stoppas i en enda small och hela K blir en
enda foton:
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hfmax =eV
Med f = c/A svarar storst frekvens mot minst vaglangd:

hc

)\min

=eV

vilket ger formeln i rutan. Tva saker foljer direkt:

e Anin beror bara pd spanningen — inte pd anodmaterialet och inte pa strommen genom roret.
e Med hc ® 1240 eV-nm blir A, i nm lika med 1,24 delat med spénningen i kV.

vagmodellen kan inte forklara gransen: en inbromsad laddning borde strala pa alla frekvenser, ungefar
som cymbaler som slas ihop ger ljud i alla frekvenser.

3. Spektrumets tva delar
Ett uppmatt rontgenspektrum bestar av tva bidrag:

1. Ett kontinuerligt spektrum fran elektroner som bromsas in i manga steg, se Bromsstralning.
Det bérjar vid Amin och stracker sig mot langre vaglangder.

2. Skarpa toppar med vaglangder som ar typiska for anodens grundamne. De uppstar nar en
inkommande elektron slar ut en elektron ur ett inre skal och en elektron langre ut faller ned i
halet, se Moseleys lag. Ky ar évergdngen frann = 2 tilln = 1, Kg frann = 3tilln = 1.

Amin = hc/eV =0,0354 n
Ko

|
|
|
|
-
] I
=
0 |
c
Q |
e
£ I
= |
=
< I
[}
| kontinuerligt bromsspektrum
|
|
|
0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14

vaglangd A (nm)

Réntgenspektrum frdn en molybdenanod vid 35 kV. Kontinuumet bérjar vid Amin = hc/eV och topparna
K, (0,071 nm) och Kg (0,063 nm) ér molybdens egna. Kontinuets form dr schematisk.

Hojer vi spanningen flyttas Amin at véanster medan topparna stér kvar. Okar vi strommen blir allt
starkare men ingenting flyttas.
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FO005T - Rontgenstralning

/\ Vanliga fel

Spanningen i kV satts in som V. 30 kv ar 3,0 - 10* V; med fel faktor tusen blir Amin helt fel.
Amin beror p& anodmaterialet. Det gér den inte — bara topparna gor det.

Strommen paverkar A, . Fler elektroner ger fler fotoner, inte mer energirika.

Amin 0ch Amax férvixlas. Spektrumet har en skarp undre grans i vaglangd, som svarar mot
en ovre grans i frekvens och fotonenergi.

4. Losta exempel

:= Exempel — Tandréntgen vid 30 kV

Ett rontgenror arbetar med 30,0 kV. Bestam den kortaste vaglangden och den hogsta frekvensen

i stralningen.

2 Lésning

Kortaste vaglangden. Elektronens energi areV = 30,0 keV, sa

Amin = — = ——* M _ 190413
min = 5V T 30,0 - 10% eV nm

Hoégsta frekvensen.

7,25+ 10" Hz

fmax

eV _ 300-10°eV
h 4136-1015eV-s

Kontroll: /A, = 2,998 + 108/4,13 - 10711 = 7,26 - 108 Hz.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Exempel — Spanningen ur spektrumet

Ett uppmatt rontgenspektrum har sin kortaste vaglangd vid 0,0500 nm. Vilken spanning ligger
over roret?
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2 Lésning

Lés ut spanningen ur eV = hc/Ap,:

saV =

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

Lasning

e 38.2 Light Emitted as Photons: X-Ray Production
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Bromsstxralning

#fysik  #kvantfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Rontgenstralning

Bromsstralning ar det kontinuerliga underlaget i ett rontgenspektrum. Den uppstar nar infallande
elektroner bromsas upp i en serie kollisioner i malet: varje kollision avger en foton, och eftersom
energin kan fordelas godtyckligt ver kollisionerna blir spektrumet kontinuerligt ovanfor Amin.
Topparna som sticker upp ur kontinuumet kommer daremot fran 6vergangar mellan atomorbitaler och

ar materialspecifika.

Formeln, symbol f6r symbol

hf = K - K < eV
~ ~~ ~~ ~~
fotonens  €nergin  energin allt den
energi ore efter har
K och K ar elektronens rérelseenergi fére och efter inbromsningen, och fotonen tar skillnaden.
Eftersom K kan bli vad som helst mellan 0 och K blir spektrumet kontinuerligt, med en skarp grans

darK =0.

1. Varfor en inbromsad elektron stralar

En laddning som accelereras sander ut elektromagnetisk stralning (se Elektromagnetiska vagor). En
elektron som traffar anoden i ett rontgenrér bromsas in sa kraftigt av atomkéarnornas falt att
stralningen hamnar i réntgenomradet, med vaglangder kring 1072-1072 m. Namnet &r tyskt:
Bremsstrahlung, bromsstralning.
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FO005T - Bromsstralning

foton: hf =K - K'

fore efter

.
L .
atomkarna i anoden s, K!

\ K' <K

hur stor del som blir foton
varierar fran gang till gang

En elektron passerar néra en atomkérna i anoden, dras mot den och byter riktning. Accelerationen gér

att den strélar: fotonen fér energin K — K . Hur stor del som blir foton varierar frén géng till géng.

2. Varfor spektrumet blir kontinuerligt

Elektronen har energin eV nar den nar anoden. De flesta elektroner stoppas inte i en enda kollision
utan tappar energin bit for bit i en serie méten med anodens atomer. I varje moéte kan en foton med
energin lika med den forlorade kinetiska energin sandas ut:

hf = Kiore — Kefter

Eftersom energiforlusten i ett enskilt mote kan vara vad som helst mellan noll och elektronens hela

energi far vi alla fotonenergier upp till eV . Det ger ett kontinuerligt spektrum med en skarp grans:

hc

Gransen harleds i Rontgenstralning; den galler bara bromsstralningen, inte de
karakteristiska topparna.
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relativ intensitet

0,02

50 kV

40 kV

30 kv

0,04 0,06

20 kv

0,1 0,12 0,14

vaglangd A (nm)

Bromsspektrum vid fyra spénningar (schematisk form). Hégre spdnning flyttar Amin mot

kortare vdagldngder och ger mer strdlning totalt. Kurvorna bérjar vid Ay, = hc/eV, oberoende

av anodmaterialet.

3. Bromsstralning eller karakteristisk stralning?

Orsak

Spektrum

Beror p& spanningen

Beror pa

anodmaterialet

/N Vanliga fel

Bromsstrdlning

Elektronen bromsas i

karnornas falt

Kontinuerligt, fr&n Amin

och uppat

Ja, Amin = hc/eV

Formen, inte gransen

Karakteristisk strdlning

Elektron i ett inre skal slas ut, halet fylls

Skarpa toppar (Kq, Kg, ...)

Nej, men spanningen maste racka for att sla

ut elektronen

Ja, helt, se Moseleys lag

e Topparna tas fér bromsstralning. De sticker upp ur kontinuumet men har en helt

annan orsak.
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FO005T - Bromsstralning
¢ Varje elektron ger en foton. En elektron kan ge manga fotoner pa vagen in i anoden; bara
summan av deras energier ar begransad tilleV .

e Kortare vaglangd tros ge mer stralning. Intensiteten ar noll vid Amin och har sitt maximum
en bit ovanfor.

4. Losta exempel
‘= Exempel — En elektron, tva fotoner

En elektron accelereras genom 50,0 kV och bromsas in i tva steg. I det forsta steget sands en
foton med energin 20,0 keV ut. Vilken vaglangd har den fotonen, och vilken ar den kortaste
mojliga vaglangden for fotonen fran det andra steget?

¢ Lésning
Forsta fotonen.

he _ 1240V -
A = o - 20V M et m
E; 200 10°eV

Kvar efter forsta steget. Elektronen hade 50,0 keV och har nu

K = 50,0 - 20,0 = 30,0 keV

Andra fotonen. Kortast vaglangd fas om hela aterstoden blir en foton:

1240 eV  nm 3
30,0 103 eV

Bada fotonerna ar langre an rérets A, = 1240/50 000 = 0,0248 nm, som bara nds om
hela 50 keV blir en enda foton.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.
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Lasning

e 38.2 Light Emitted as Photons: X-Ray Production
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FOOO5T - Comptonspridning

Comptonspridning

#fysik  #kvantfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Fotonen, Rorelsemangd och kollisioner

Nar rontgenstralning traffar materia sprids en del av fotonerna med lagre frekvens &n den infallande —

nagot vagmodellen inte kan ge, eftersom en vag skulle behalla sin frekvens. Compton harledde

vaglangdsforskjutningen genom att behandla métet som en relativistisk kollision mellan en foton och

en elektron, med energi och rorelsemangd bevarade — helt i enlighet med partiklar som krockar.

A—A= i(1—cos¢)
mc

Fysika: Fd3 (Comptonspridning, med 0 fér spridningsvinkeln)
Figure 38.11 A Compton-effect experiment.

Scattered

bhotons
[ Y

X-ray

source

/\r /4

4\

Incident
photons

Formeln, symbol f6r symbol

g

Detector

The change in wavelength
depends on the angle at which

the ]\|lt:l\\ll\ are scattered.

: h
A=A = — (1-cos@)
M~ mc, ——
hur mycket langre ~ 0 rakt fram
vaglangden blir Compton- ) rakt bakat
veigléngden
,43 pm
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FOOO05T - Comptonspridning

Har &r m elektronens massa. Okningen beror bara pa spridningsvinkeln @, inte p4 vilken v&glangd man
startar med. Den &r alltid hogst 2h/mc = 4,9 pm, och darfér marks den bara for réntgen och gamma.

1. Vagmodell mot fotonmodell

végmodellen. Det infallande ljusets elektriska falt far elektronen att svanga med samma frekvens, och
elektronen stralar ut igen som en liten antenn. Det spridda ljuset far dd samma frekvens och vaglangd
som det infallande.

Fotonmodellen. Spridningen ar en kollision mellan tva partiklar: en foton och en elektron i vila.
Fotonen lamnar ifran sig en del av sin energi och rérelseméangd till elektronen, som rekylerar. Den
spridda fotonen har da mindre energi och darmed langre vaglangd, och férandringen beror pa vinkeln.

Compton maétte pa rontgenstralning som spreds mot grafit och fann precis det
fotonmodellen forutsager.

- !
p=p'+P,
rérelsemangden bevaras i stéten

foton A' > A

foton A \ ®
AN NP & ool

rekylerande
elektron

Comptonspridning som en stét. Vinster: fotonen studsar mot en elektron i vila och fortsctter med ldngre
vdgldngd, medan elektronen rekylerar. Héger: rérelsemdngden bevaras, sd p, p " och elektronens P,
bildar en triangel.

2. Harledningen

Elektronens rekyl kan vara relativistisk, sa vi anvander relativistisk energi och rérelsemangd.
Beteckningar: infallande foton p = h/A och energi pc, spridd foton p° = h/A" och energi p'c, elektronens
slutliga rorelsemangd ﬁe och energi E, med E2 = (mc?)? + (P,c)?.
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y‘ Harledning av Comptonformeln
Energins bevarande. Elektronen har forst bara sin viloenergi:
pc+mc* =pc+E,
Flytta over och kvadrera:
(pc — pc+mc?)? = E2 = (mc®)? + (Pec)’

—

Rorelsemingdens bevarande.p = p + P,, alltsa P, = P — P . Skalarprodukten med sig sjalv
ger, med @ vinkeln mellan p och ﬁ

P} =p®+p*—2pp cos @
Satt in. Utveckla vansterledet och satt in P2
p’c® +p?c® + m*c* = 2pp c? + 2pmc® - 2p mc® = mAc* + p*c? + p?c® - 2pp ¢ cos ¢
Termerna p?c?, p?c? och m?c* tar ut varandra. Dela med 2¢?:
—pp +mc(p—p) = -pp cos ¢
mc(p=p) = pp (1 - cos P)

Dela med pp':

mc  mc
— - —=1-cos¢
p p

Sattinp = h/Aoch p’ = h/A" och multiplicera med h/(mc):

: h
A —A—%(l—cosqﬁ)
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3. Comptonvaglangden

Faktorn framfér parentesen har dimensionen langd och kallas elektronens Comptonvaglingd:

h 6,626 - 10734

A~ = =
© me.c 910910731 -2,998 - 108

=2426-10 2 m

Forskjutningen beror bara pa vinkeln, inte pa den infallande vaglangden:

o d) = 0:ingen forskjutning — fotonen har inte krockat.
o @=90":AA=Ac..
o (= 180° (rakt tillbaka): stérst forskjutning, AA = 2A¢.

5 @ =180° A\ =2A; = 4,85 pm

4

e

o

N—

< 3

:'< @ =90 A\ =Ac=2,43 pm
I}

< 2

g

0 30 60 90 120 150 180
spridningsvinkel ¢

Comptonférskjutningen som funktion av spridningsvinkeln. Den véixer frdn noll rakt fram till 2A- =~ 4,85
pm rakt bakat.

4. Varfér bara rontgen?

Forskjutningen ar hogst 4,85 pm. For synligt ljus med A = 500 nm &r den relativa andringen

AX  4,85-10712 .
—<—=———— =10
A~ 500-107°

vilket &r omatbart med enkla medel. F6r rontgen med A ~ 0,1 nm blir den nagra procent och syns

tydligt. Darfoér kravdes rontgen for att se effekten.

I Comptons métningar syns ocksa en topp vid den oférandrade vaglangden. Den kommer fran fotoner
som sprids mot hart bundna elektroner, dar hela atomen rekylerar. Da ska m i formeln vara atomens
massa, och forskjutningen blir forsumbar.
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5. Elektronens rekylenergi

Energin som fotonen forlorar gar till elektronen:

Stérst blir den nér fotonen studsar rakt tillbaka, ¢ = 180°.

I\ Vanliga fel

e Aoch ) byts. Den spridda fotonen har alltid ldngre vaglangd: A = A + AA.
e Felvinkel. @ ar fotonens spridningsvinkel, métt fr&n den infallande riktningen — inte
elektronens rekylvinkel.

e Raknaren iradianer. cos 120° = —0,5; i radianer blir det nagot helt annat.
e Energierna subtraheras i fel ordning. K, = hc/A — he/A’ ar positivt eftersom A > A.

e Forskjutningen tros bero pa A. AA beror bara pa vinkeln; det ar den relativa andringen
AMA som beror pa vaglangden.

6. Losta exempel
‘= Exempel — Réntgen spridd 120°

Réntgenfotoner med A = 0,0500 nm sprids mot fria elektroner. Bestam vaglangden hos fotoner
som sprids 120° och den kinetiska energi som elektronen far.

¢ Lésning
Foérskjutningen. cos 120° = —-0,5, sa
AX = Ac(1 —cos120°) = 2,426 pm - 1,5 = 3,64 pm

Spridd vaglingd.

A= 0,0500 nm + 0,00364 nm =|0,0536 nm
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Elektronens energi. Med hc = 1240 eV-nm:

_ 1240 1240
¢ 0,0500 0,05364

=24800-23117 | 1,68 keV

Fotonen har tappat ungefar 7 % av sin energi.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Exempel — Storsta rekylenergin

Rontgenfotoner med A = 0,100 nm sprids mot elektroner. Vilken &r den stérsta kinetiska energi
en elektron kan fa?

/ Lésning
Stérsta energidverféringen sker vid ¢ = 180°, dar AA = 2A¢:

A =0,100 nm + 2 - 0,002426 nm = 0,10485 nm

1240 1240
K = -~ =12398 - 11825 ~ -574 \V4
emaX 0,100 0,10485 n

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer éverens.

Lasning

e 38.3 Light Scattered as Photons: Compton Scattering and Pair Production
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Parproduktion

#fysik  #kvantfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Fotonen, Relativitetsteori

En gammafoton som traffar ett material kan antingen spridas eller omvandlas till ett elektron-
positronpar. Processen gar inte att beskriva med vagmodellen for ljus 6ver huvud taget. Den kraver en
troskelenergi motsvarande de tva partiklarnas viloenergi, vilket svarar mot en maximal vaglangd

Amax = he/E i = 1,213 pm. Den omvénda processen, Annihilation, &r grunden for PET.

hc

max

Epin = 2mc® = = 1,022 MeV

Fysika: Fd1 (viloenergi), Fd3 (fotonenergi), Te (m_e)

Trick i berdkningar med fysika
m, ges i tre enheter.

okg

o U
MeV
2

S& om man ska rakna ut 2mc? s& kan man rakna flytta éver ¢? sa far man m,c? =

0,510998950MeV = 2m,c’> ~ 1,022MeV

Formeln, symbol f6r symbol

hc
Emn =2 me® = —
~ NG Amax
minsta foton- en partikels ~~
energin viloenergi langsta
vaglangden

E, = 2mec2 + K-+ K.

fotonens ~ skapar parets
energi paret rorelseenergi
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FOOOS5T - Parproduktion

Fotonen maste minst bara viloenergin for tvd partiklar, elektronen och positronen. Allt 6ver
troskeln blir rérelseenergi, och eftersom hela energin sitter i en enda foton svarar tréskeln mot en
storsta vaglangd.

1. Varfor bara fotonbilden fungerar
Tre krav maste uppfyllas samtidigt nar en foton omvandlas till ett elektron-positronpar:

¢ Laddning. Fotonen ar oladdad, sa partiklarna maste komma i par med laddningarna —e och +e.
e Energi. Fotonen maste minst bara parets viloenergi 2meC2, vilket ar gransen i rutan ovan.
e Rorelsemangd. Fotonens rorelsemangd p = E/c maste tas upp av nagot.

Vagmodellen har ingen mekanism for att en vag plotsligt ska forsvinna och ersattas av tva massiva
partiklar, och ingen forklaring till varfor det bara sker under en viss vaglangd. I fotonbilden ar det ren
energibokforing: en enskild foton med E = hc/A racker, eller racker inte.

2. Varfor det behovs en karna i narheten

En ensam foton i vakuum kan inte bilda ett par, hur energirik den an ar, eftersom energi och
rérelsemangd da inte kan bevaras samtidigt. Kombinationen E2 — (pc)? har samma varde i alla
inertialsystem (se Relativitetsteori):

o forfotonen ar E? — (pc)® = 0,
o forparetar E? — (pc)? = (2mec?)?, med likhet nar bada partiklarna star stilla i sitt
gemensamma tyngdpunktssystem.

Vardena kan aldrig vara lika, sa processen ar omojlig. En atomkarna i narheten kan ta upp
rorelsemangd, och da gar det. Karnan far samtidigt lite rorelseenergi, s tréskeln blir ndgot hogre an
2m,c?.

e (mgc?+K)
fore efter

y-foton, energi E,
laddning:
S o 0=(-e) + (+e) K
~ E
Y
\\ 2mee? = _ | el ~
S 1,022 MeV
~ - mec?
~
RS e* (mec?+K,)

karna: tar upp mec?
rérelsemangd

under strecket:
ingen parbildning
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En gammafoton omvandlas till ett elektron-positronpar i kdrnans falt. Kdrnan tar upp rérelsemdngd
men ndstan ingen energi. Till héger energibokféringen: 2m,c? gdr Gt till att skapa paret, och resten blir

parets rorelseenergi.
¢ Hirledning av tréskeln nir en kirna med massan M rekylerar
Fore. Fotonen har energin E och rorelsemangden E/c, och karnan star still:
Ew =E +Mc?
DPtotC = E
Invarianten fore stéten.
E2, - (pwiC)’ = (E + Mc?)? - E*> = 2EMc* + M*c*

Vid troskeln. Karnan, elektronen och positronen star alla still i tyngdpunktssystemet, sa
invarianten ar kvadraten pa den totala viloenergin:

2EMc? + M*c* = (M + 2m,)*c*
2EMc? = 4Mm,c* + 4m§c4

i = 2mec? (1 + )
th e M

Resultatet ar

En =2m 02(1+E)
t e M

Fér en tung kiarna ar me/M av storleksordningen 10° och tillagget forsumbart, sa 1,022 MeV
galler i praktiken. Sker processen vid en elektron, M = m,, blir troskeln dubbelt sa hog — se det

andra exemplet.

3. Hur energin fordelas

Over troskeln gar dverskottet till partiklarnas rérelseenergi. Med karnans rekyl fdrsummad ger
energins bevarande
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E, = (mec® + K_) + (m,c* + K,)

K-+K+=E, - 2mec2

Hur summan delas mellan elektron och positron bestams inte av bevarandelagarna, eftersom karnan
tar upp en okand del av rorelsemangden. Rorelseenergin blir ofta jamférbar med mecz, sa farten maste
raknas relativistiskt med K = (y — 1)mec?.

4. Den omvanda processen: annihilation

Nar en positron méter en elektron férsvinner bada och ersétts av fotoner, oftast tva. En enda foton ar
omojlig av samma skal som i avsnitt 2, nu baklanges: i parets tyngdpunktssystem ar rorelsemangden
noll, men en ensam foton har aldrig rorelsemangden noll.

Ar partiklarna nastan i vila &r den totala rérelseméngden noll. De tva fotonerna gar d& &t motsatta hall
med lika stora energier:

2mec* = 2E,
E, = me.c® = 511 keV

Det ar principen bakom PET. En positronsdandande isotop i kroppen ger fotonpar pa 511 keV som séands
ut rygg mot rygg, och tva detektorer som slar till samtidigt anger en linje genom kroppen dar
annihilationen skedde.

/\ Vanliga fel

e Gl6md faktor 2. Troskeln ar 2m,c® = 1,022 MeV eftersom tva partiklar ska skapas.
mec® = 0,511 MeV ir energin per foton vid annihilation i vila.

¢ Minsta och stérsta vaglangd byts. Troskeln &r en minsta energi och alltsa en stérsta
vaglangd, Apax = 1,213 pm. Kortare vaglangd fungerar, langre gor det inte.

o Klassisk rorelseenergi. Partiklarna far ofta K av samma storlek som mecz, ochv =
\/2K/m, ger da en fart storre an c. Anvand K = (y — 1)m,c?.

e Parproduktion i tomma rymden. Utan en karna eller en annan partikel som tar upp
rorelsemangd kan processen inte ske.

¢ En foton vid annihilation. Ett par i vila ger minst tva fotoner, vars rorelsemangder tar

ut varandra.
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5. Losta exempel

‘= Exempel — Paret fran en 2,50 MeV-foton

En gammafoton med energin 2,50 MeV bildar ett elektron-positronpar nara en blykarna. Karnans
rekyl kan férsummas, och elektronen och positronen far lika stor rérelseenergi. Bestam fotonens

vaglangd, varje partikels rorelseenergi och partiklarnas fart.

2 Lésning

Vaglangden. Med hc = 1240 eV-nm:

A= —=———— =496-10"* nm ={0,496 pm

Den ar kortare &n Amax = 1,213 pm, s& parproduktion ar mojlig.

Rérelseenergin. Overskottet delas lika:

Ey, —2m.c* _ 2,50 - 1,022
2

K = MeV =10,739 MeV

Farten. K ar storre an mecz, sa vi raknar relativistiskt:

K 0,739
y=1+ =1+
MeC? 0,511

=2,45

Fysika: Fd1 (i formen K = mc?(y - 1))

1% 1 1
- = 1-— = 1- —— =~
- \/ e \/ 2457 0,913

Rimlighetskoll. Den klassiska formeln hade gett v = /2K/m, = 1,70 c, vilket ar omojligt.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.
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‘= Exempel — Troskeln vid en blykarna och vid en elektron

Bestam troskelenergin for parproduktion (a) i narheten av en blykarna med massan 208 u och

(b) vid en fri elektron i vila. Hur mycket skiljer sig (a) fran 2mecz? Elektronens massa ar 5,486 -

1074 .

¢ Lésning

a) Kvoten mellan massorna ar

sa tillagget ar

2m,c? - % =1,022-10%eV - 2,64 10°% ~|2,70 eV

Troskeln ar fortfarande Ey, =

|3

. 5486107
208

1,022 MeV

b) Med M = m, blir parentesen 2:

Ewn = 2mec® (1 + 1) = 4mec® = 4+ 0,511 MeV =|2,04 MeV

=264-10°

pa fyra vardesiffror.

Den latta elektronen rekylerar kraftigt och tar med sig en stor del av fotonens energi, sa

troskeln fordubblas. Efterat finns tre partiklar i rorelse: den ursprungliga elektronen och det

nya paret.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer 6verens.

Lasning

e 38.3 Light Scattered as Photons: Compton Scattering and Pair Production
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Komplementaritetsprincipen

#fysik  #kvantfysik  #princip

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Fotonen, Diffraktion

Ljusets vagnatur och partikelnatur utesluter inte varandra utan behovs bada for en fullstandig bild.
Samma diffraktionsexperiment visar det: monstrets form forklaras av vagnaturen, medan det faktum
att en fotomultiplikator raknar diskreta energipaket forklaras av partikelnaturen. Monstret byggs upp
statistiskt av enskilda fotoner. En foton ar inte ett objekt i en punkt, och fotoner med samma initiala
rérelse foljer inte alla samma vag — newtonsk mekanik kan inte ange dess framtida bana, bara
sannolikheten att den traffar en viss punkt.

1. Principen

Niels Bohr formulerade komplementaritetsprincipen ar 1928: vag- och partikelbeskrivningen
kompletterar varandra. Bada behovs for en fullstandig bild av ljuset, men for att beskriva en och
samma del av ett experiment anvands bara den ena. Vilken som galler avgors av vad vi fragar efter.

Beskrivningen som
Fenomen
forklarar det

Interferens och diffraktion, monstrets form pa skarmen Vag
Att detektorn registrerar enskilda nedslag med energin hf Partikel

Fotoelektriska effekten,
Partikel
Comptonspridning, Parproduktion
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2. Monstret byggs upp av enskilda fotoner

Gor vi ljuset i ett dubbelspaltexperiment sa svagt att fotonerna kommer en och en, ger varje foton ett
enda nedslag pa en slumpmassig plats. De forsta nedslagen ser helt oordnade ut. Efter tusentals
fotoner framtrader anda samma interferensmaonster som vagteorin forutsager.

tva spalter skarm 12 fotoner 150 fotoner 2 500 fotoner
B SR adTdashl
I R XN
. o0 S e < & )
O~ A1 BN PR Ledeen | RSRNE
S J it W
e L g Lo
kalla : . .:: . ...0. . ‘;" ﬁ;“;':‘h'\'i~;:: {

samma skarm, allt langre tid

var de hamnar: P « I (vag) varje nedslag: en hel foton pa ett stélle (partikel)

Dubbelspalt med sd svagt ljus att fotonerna kommer en och en. Varje foton ger ett enda nedslag pd ett
slumpmdssigt stdlle, men efter tusentals nedslag framtrdder vagteorins interferensménster.

Tolkningen &r statistisk. Vagteorins intensitet I(y) anger inte hur stor del av en foton som hamnar vid y,
utan hur sannolikt det ar att en hel foton hamnar dar:

P(y)dy o« I(y)dy

Monstret uppstar aven nar det i genomsnitt bara finns en foton at gangen i apparaten (se exemplet).
Det &r alltsd inte olika fotoner som interfererar med varandra; det ar varje fotons vag som passerar
bada spalterna.

3. Vilken vag tog fotonen?

Fragan “genom vilken spalt gick fotonen?” ar stalld i partikelsprak, men det ar vagnaturen som
bestammer var fotonerna hamnar. Forsoker vi ta reda pa vagen, till exempel genom att lata en partikel
vid ena spalten rekylera nar fotonen passerar, andrar sjalva vaxelverkan fotonens rérelseméangd sa
mycket att interferensmonstret forsvinner. Vi kan fa vaginformation eller interferens, men aldrig bada i
samma experiment. Samma grans uttrycks kvantitativt i Heisenbergs osakerhetsprincip.

Principen galler inte bara ljus. Elektroner som skickas en i taget genom en dubbelspalt bygger upp
samma slags monster (se Elektrondiffraktion och De Broglie-vaglangd).
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/\ Vanliga fel

e “Ljuset ar ibland vag och ibland partikel.” Ljuset &r detsamma hela tiden. Det &ar
beskrivningen som valjs efter vilken fraga som stalls.

e Monstret forklaras med att fotoner interfererar med varandra. Monstret uppstar aven nar
fotonerna kommer en och en.

¢ Intensiteten tolkas som en del av en foton. En foton registreras alltid hel och pa ett stalle.
Intensiteten anger en sannolikhet.

¢ Banan forutsags. Tva fotoner med samma begynnelsetillstand kan hamna pa olika stallen.
Bara fordelningen gar att férutsaga.

4. Losta exempel

‘= Exempel — En foton i taget

En dubbelspalt belyses med ljus med vaglangden 550 nm och effekten 1,0 - 10713 w. Avstandet
fran ljuskallan till skarmen ar 1,20 m. Hur manga fotoner passerar per sekund, hur langt ar det i
genomsnitt mellan tva pa varandra féljande fotoner, och hur manga fotoner finns i genomsnitt i

apparaten samtidigt? Vad sager resultatet om hur interferensmonstret uppstar?

2 Lésning

Fotonenergin.

E- hc 6,626 - 10734 - 2,998 - 108 —361-1070]
S 550 - 1079 ’
Fysika: Fd3 (fotonenergi), Te (h, c)
Antal fotoner per sekund. Som i Fotonen:
dNn P _1,0-1071 -
— =—=——__ =(277-10°57!
t E 361-1019

Avstandet mellan fotonerna. Pa tiden 1/(dN/dt) mellan tva fotoner hinner den forsta fardas
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o _ 2998100
T dNjdt 277-105  Lem

Antal fotoner i apparaten.

1,20

T8 108 ~ 1AL 10

N =

Tolkning. I genomsnitt finns det nastan aldrig mer &n en foton i apparaten. Anda byggs
interferensmonstret upp efter tillrackligt lang tid. Monstret kan alltsa inte komma fran att
fotoner vaxelverkar med varandra, utan varje foton landar enligt sannolikhetsférdelningen
P(y) « I(y) fran vagbeskrivningen.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

Lasning

e 38.4 Wave—Particle Duality, Probability, and Uncertainty
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Heisenbergs osakerhetsprincip

#fysik  #kvantfysik  #princip

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Komplementaritetsprincipen, Fraunhoferdiffraktion

Position och rérelseméangd kan inte bada bestammas godtyckligt noga, och det ar inte en fraga om
matinstrument utan en principiell grans. Enkelspaltdiffraktionen visar kopplingen direkt: en smalare
spalt ger mindre osakerhet i y-laget men bredare monster och darmed stérre osékerhet i py — mindre
Ap, gér bara att fa genom att 6ka spaltbredden. Samma slags relation galler mellan energi och tid,

vilket satter den naturliga linjebredden hos ett exciterat tillstand.

h h
AxApy > — AE At > —
2 2
Fysika: Fd3 (i formen Apx-Ax = h/4m och AE-At = h/4m)
Formeln, symbol f6r symbol
h
Ax Apy =2 —
~N~ ~~ 2
osakerhet ogakerhet i ~~
ilage rorelsemangd naturens
nedre grans
h

AE At > —
N~ =~ 2
oskarpa tillstandets
ienergi livstid
Produkten av tva osakerheter kan aldrig bli mindre an f/2: pressar vi ihop den ena méste den andra

vaxa. Gransen ar en egenskap hos vagen sjalv, inte hos méatinstrumentet.

1. Enkelspalten ger relationen

Parallellt monokromatiskt ljus med rérelsemangden p, = h/A faller in mot en spalt med bredden a.
Fore spalten &r p, = 0. Vivet inte var i spalten en viss foton passerar, sa lagesosdkerheten i y-led ar
ungefar a. Efter spalten sprids fotonerna i ett diffraktionsmdnster, och en foton som hamnar i kanten
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av centralmaximum har fatt en rérelsemangd i y-led.

smalare spalt — bredare ménster

px=h/A, py=0

.
|

Ay =la

0, =MNa = Apy = pA/a=h/a centralmaximum

Enkelspalten som ldgesmdtning: fotonen passerade ndgonstans inom bredden a, s Ay = a. En foton
mot kanten av centralmaximum har fétt p, = p, tan 8; ® p,A/a, och ddrmed blir a Ap, = h.

¢ HarledningavaAp, > h

Forsta minimum. Fér A << a ligger det vid den lilla vinkeln

Q| >

0, = sinb; =
Rorelsemangden i kanten av centralmaximum. Fotonens riktning ger

& =tan0; = 0

Px

A
Py:an

Spridningen. Fotonerna i centralmaximum har p, mellan —pxA/a och +pxA/a, sa

A
ApyZan
Sattin A = h/py.
N
py_pxpxa_a
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alAp, >h

En smalare spalt ger mindre lagesosakerhet men ett bredare ménster och darmed storre osakerhet i

rorelsemangd. Relationen ar grov, eftersom varken a eller Ap, har ar standardavvikelser.

2. Den skarpa formen

Mats osakerheterna som standardavvikelser blir gransen /2 i stallet for h. Det ar relationen i rutan
overst, med

h _ B
h:2—=1,055-10 34J.5=6582-10%eV - s
7T

Fysika: Te
Tre saker att halla isar:

e Varje riktning fér sig. Ax Ap, > h/2, Ay Ap, > /2 och Az Ap, > h/2. Osakerheten i x sager
ingenting om py,.

¢ Inte ett matfel. Gransen giller oavsett instrument. En detektor maste vaxelverka med partikeln
och andrar da dess rorelse.

¢ All materia. Relationen harleddes for fotoner, men elektroner och andra partiklar har ocksa
vagegenskaper och lyder samma gréns.

Uppskattning av rorelseenergi. En partikel som ar instangd i ett omrade med storleken Ax har av
symmetriskal medelvardet p, = 0, men spridningen &r minst Ap, = A/(2Ax). Rérelsemangdens
storlek ar alltsa typiskt minst Ap,, och den icke-relativistiska rérelseenergin blir

K~ (APX)z _ h?
2m 8m (Ax)?

Ju trangre instangning, desto hogre energi. For en elektron instangd i en atom ger uppskattningen
nagra eV, alltsa just atomara energier. Samma rakning forklarar varfor elektroner inte faller in i kdrnan:
dar skulle deras rorelseenergi bli enorm (se det forsta exemplet).

3. Vagpaket

En ren sinusvag A sin(kx — wt) har en bestamd vaglangd, och darmed en bestamd rérelsemangd
och energi:

Px =

> =
Il

o
=
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Fysika: Fd3 (de Broglie-vdgldngden)
E =hf = ho
Fysika: Fd3 (fotonenergi)

Da ar Apx = 0. Men vagen har samma amplitud langs hela x-axeln, sa Ax ar oandlig. For att lokalisera
partikeln maste vi lagga ihop vagor med olika k. Summan blir ett vdgpaket som bara ar stort i ett

begransat omrade, men nu ingar flera varden pa px. Ju smalare paket, desto fler vaglangder behovs.

litet Ax
stort Apy

stort Ax
litet Apy

Tva vagpaket med samma medelvagldngd. Det smala (éverst) dr vil lokaliserat men byggs upp av ett
brett band av vdgldngder, alltsd stort Ap,. Det breda (nederst) liknar en ren sinusvdg: litet Ap, men stort
Ax.

4. Energi och tid — naturlig linjebredd

Registreras vagpaketet pa ett fast stélle blir samma resonemang ett samband mellan tid och energi. En
kort puls innehaller ett band av vinkelfrekvenser och darmed ett band av energier Aw. Den andra
relationen i rutan galler darfor for varje tillstand som bara finns under en tid At.

Ett exciterat atomtillstdnd med medellivstiden T har alltsa en oskarp energi. Med At = T blir den

minsta osakerheten

Grundetillstandet lever hur lange som helst och har skarp energi, sa hela osédkerheten hamnar i den
utsanda fotonen och ger spektrallinjen en bredd (se Linjespektrum). Bredden i vaglangd fas genom att
derivera E = hc/A:
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A
A

=~
B>

E
E

Det har ar den naturliga linjebredden. Den ar mycket liten, och i en verklig gas déljs den oftast av
bredare effekter som dopplerbreddning och kollisioner mellan atomerna.

5. Bohrmodellen bryter mot principen

I Bohrs modell ror sig elektronen i en plan cirkelbana. Kallar vi planet fér xy-planet galler alltid z = 0
ochp, = 0,s& Az Ap, = 0 < /2. Modellen kan darfér inte vara en korrekt bild av elektronen, trots att
den ger ratt energinivaer for vate. Det kravs en beskrivning som helt bygger pa elektronens

vagegenskaper, Schrodingerekvationen.
/\ Vanliga fel

o histallet for N. Gransen ar A/2 = h/(4m). Fel konstant ger ett fel pd en faktor 27.

e Fel komponenter paras. Ax hor ihop med Ap,, inte med Ap,,.

¢ Relationen tolkas som ett matfel. Den ar en egenskap hos tillstandet och galler
oavsett instrument.

o Klassisk energi nar Ap c ar stor. Blir Ap ¢ jamférbar med mc? ger p?/2m fel svar. Anvand
K =+/(pc)? + (mc?)? — mc?.

e Livstiden laggs pa grundtillstdndet. Bredden kommer fran det exciterade tillstandets
andliga livstid; grundtillstandet har skarp energi.

6. Losta exempel
:= Exempel — Proton och elektron i en atomkarna

En atomkarna har diametern 5,0 fm. Ta den som lagesosakerheten Ax. (a) Uppskatta den minsta
osakerheten i rorelsemangd for en proton i karnan och motsvarande rorelseenergi. (b) Gor samma
uppskattning for en elektron. Jamfér med elektronens viloenergi 0,511 MeV och med karnors

bindningsenergier, som ar nagra MeV per partikel.
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J Lésning

Rérelsemangden. Den ar densamma for bada partiklarna:

A 1,055-107%
2Ax  2-5,0-10715

=11,05- 10 kg - m/s

Apx =

a) Protonen. Icke-relativistiskt:

P (Apx)* _ (1,055 1072%)?

= ~_ =3,32-10"7=|0,207 MeV
2m,  2-1,673-10%

Det ar langt under protonens viloenergi, sa den klassiska formeln haller, och energin ryms
gott inom karnans bindning.

b) Elektronen. Forst pc:
pc=1,055-10"2°-2,998 - 108 = 3,16 - 10712 J = 19,7 MeV

Det ar mycket mer an mec2 = 0,511 MeV, sa vi maste rakna relativistiskt:

K = +/(pc)? + (m,c?)? — m,c* = /19,72 + 0,5112 - 0,511 ~| 19,2 MeV

Den klassiska formeln hade gett omkring 381 MeV, alltsa helt fel. En elektron instangd i
karnan far en rorelseenergi langt 6ver bindningsenergierna och kan inte hallas kvar dar.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Exempel — Lyman-a-linjens naturliga bredd

Nar en vateatom faller fran det forsta exciterade tillstandet till grundtillstandet sands Lyman-a-
linjen ut med A = 121,6 nm. Det exciterade tillstdndet har medellivstiden 1,60 ns. Bestam den
minsta energiosakerheten, motsvarande frekvensbredd och linjens naturliga bredd i vaglangd.
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/" Losning

Energiosdkerheten. Med At = T:

AE=—=-—2" " _=330-102°J=2,06-10" eV

Frekvensbredden.

AE  3,30-107%°

Af=—=-"2———=1497-10" Hz

h 6,626-1034
alltsa ungefar 50 MHz.

Fotonenergin och den relativa bredden.

E_hc_1240eV-nm_1020V
“ 2 " 1216mm ¢

AE 2,057 -1077

= = 0 -8
o 10,20 2,017 - 10

Linjebredden.

AE

AN =2 - = 121,6 nm - 2,017 - 108 ~[2,45 - 10°® nm

Bredden ar ungefar en hundramiljondel av vaglangden.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 38.4 Wave—Particle Duality, Probability, and Uncertainty
e 39.6 The Uncertainty Principle Revisited

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19

197 /526



FOOO5T - Linjespektrum

Linjespektxrum

#fysik  #atomfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Fotonen

Gaser sander ut ljus bara vid bestamda vaglangder i stallet for ett kontinuerligt spektrum. Det ar ett
direkt tecken pa att atomen har bestamda energinivaer, eftersom varje linje svarar mot en 6vergang
mellan en 6vre och en undre niva. Spektrumet ar unikt for varje amne och anvands darfor for att
identifiera atomer och molekyler.

AE:EU_EL:hf:%

Fysika: Fd3 (fotonenergi)

Formeln, symbol f6r symbol

N’ N~
nivaskillnaden  fotonens o
i atomen energi linjens
vaglangd

hc
EU—EL = hf = 7
~~

Varije linje ar en évergang mellan tva nivaer, och fotonen bar exakt skillnaden. Ett stort sprang ger stor

fotonenergi och kort vaglangd, och absorption &r samma sak baklanges.

1. Kontinuerligt spektrum och linjespektrum
Delas ljuset upp med ett prisma eller ett gitter framtrader tva typer av spektrum:

e En het fast kropp eller vitska, till exempel en glodtrad, ger ett kontinuerligt spektrum dar alla
vaglangder finns med (se Svartkroppsstralning).

e En het gas, till exempel neonet i en skylt, ger ett emissionslinjespektrum: nagra skarpa linjer,
var och en med en bestamd vaglangd.
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Varje grundamne har sin egen uppsattning linjer. Vate har till exempel en réd linje vid 656,3 nm som
inget annat amne har.

2. Emission och absoxrption

Skickas vitt ljus genom en kall gas saknas vissa vaglangder i det ljus som kommer igenom. Det blir
morka linjer i ett annars kontinuerligt spektrum, ett absorptionslinjespektrum. Linjerna ligger pa
samma vaglangder som gasen sander ut nar den ar het. Formeln i rutan dverst galler at bada hall:

e Emission. Atomen faller fran Ey; till E; och sander ut en foton med hf = Ey; — Ej.

e Absorption. En foton med exakt energin E; — Ep lyfter atomen fran E till Ey;. En foton med
lite for mycket eller lite for lite energi passerar opaverkad, eftersom atomen inte kan ha nagon
energi mellan nivaerna.

Alla linjer kommer inte fran samma atom. I en gas finns ett enormt antal atomer i olika exciterade
tillstand, och spektrumet visar summan av alla 6vergangar som sker.

emissionsspektrum: ljusa linjer

urladdningsror

het gas

samma
 vaglangder .

O ]— | 11|

absorptionsspektrum: mérka linjer

vitt ljus samma amne

Overst: en het gas i ett urladdningsrér sénder ut ljus bara vid vissa vdglédngder. Nederst: vitt ljus genom
en kall gas av samma dmne. Just de vdgldngderna saknas, och det blir mérka linjer pG samma stdllen.

3. Hur manga linjexr?

En atom med N nivaer kan i emission ga mellan varje par av nivaer. Antalet par ger det storsta mojliga
antalet emissionslinjer:

NN -1
antal emissionslinjer < NV - 1)
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Det &r ett tak, eftersom urvalsregler kan férbjuda vissa Gvergangar. I en kall gas befinner sig nastan
alla atomer i grundnivan, sa absorption sker bara darifran och ger hogst N — 1 linjer.
Absorptionsspektrumet har darfér oftast farre linjer an emissionsspektrumet. En varm gas har atomer

aven i exciterade nivaer och kan da absorbera ocksa fran dem.

4,60 eV emission (varm gas): 6 linjer absorption (kall gas): 3 linjer
niva 3 A
€
c
[32]
o
=)
—
3,40 eV v
niva 2 A
€ €
(= =
< ©
Te) o
o <
2,10 eV \ 4 A 4
niva 1 A
€ € € € € €
= (= = = = (=
o X9 o o [Te} o
o O o~ o O o~
Yo} (42] N wn [32] N
0,00 eV A 4 A\ 4 h 4

grundniva

Energinivaer for en tdnkt atom med fyra nivder. En varm gas kan sédnda ut sex linjer (neddtpilar). En kall
gas, ddr atomerna sitter i grundnivan, absorberar bara de tre som bérjar i grundnivan (uppatpilar). Det

stérsta energisprdnget ger den kortaste vagldngden.

4. Fluorescens

En atom som lyfts till en hog niva behover inte falla tillbaka i ett enda sprang. Den kan ga via
mellanliggande nivaer och séander da ut flera fotoner, var och en med lagre energi och langre vaglangd
an den absorberade. Det kallas fluorescens: amnet lyser med langre vaglangd an det belyses med.

Energin bevaras 6ver hela kaskaden. For tva steg galler

Eas = E1 + E
hc hc hc
- = — 4 —
)\abs )\1 )\2

1 1 1
_ = — 4 —
Aabs )\1 )\2

Lysror bygger pa detta. Kvicksilverangan i roret sander ut ultraviolett ljus, som absorberas i

belaggningen pa rorets insida och sands ut igen som synligt ljus.
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5. Spektroskopi

Eftersom linjerna ar unika for varje amne fungerar de som fingeravtryck. Solens absorptionslinjer, som
uppstar i den svalare atmosfaren utanfor de hetare lagren, visar vilka @amnen som finns dér, och
astronomer identifierar molekyler i gasmoln langt ute i rymden. Molekyler har egna spektrum (se
Molekylspektra). For vate gar linjernas vaglangder att rakna fram med Rydbergs formel, och nivaerna

bakom dem forklaras av Bohrs atommodell.
/\ Vanliga fel

¢ Nivans energi i stillet for skillnaden. Vaglangden bestams av AE = Ey — E, inte aven
enskild nivas energi.

e Stort energisprang tros ge lang vaglangd. Det ar tvartom: A = hc/AE, s det storsta
spranget ger den kortaste vaglangden.

¢ Absorption fran vilken niva som helst. I en kall gas sitter atomerna i grundnivan, och
absorptionslinjerna utgar darifran.

e Fotonen absorberas delvis. En foton absorberas bara om dess energi exakt matchar en
nivaskillnad. Den kan inte [dmna ifran sig en del och fortsatta.

¢ Fluorescens med kortare vaglangd. Det utsénda ljuset har langre vaglangd an det
absorberade, eftersom energin delas pa flera fotoner.

6. Losta exempel
‘= Exempel — Emissions- och absorptionslinjer for en tankt atom

En tankt atom har energinivaerna 0 (grundniva), 1,50 eV, 2,80 eV och 4,20 eV. (a) Vilka
vaglangder kan gasen sanda ut nar den ar het, och vilka av dem ar synliga (380-750 nm)? (b)
Vilka vaglangder absorberar gasen nar den ar kall?

¢ Lésning

a) Med fyra nivéer finns 4 * 3/2 = 6 par. Varje par ger A = hc¢/AE med hc = 1240 eV-nm:

Overgang (eV) AE (eV) A (nm)

1,50 - 0 1,50 827

2,80 - 0 2,80 443
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Overgang (eV) AE (eV) A (nm)

4,20 - 0 4,20 295
2,80 - 1,50 1,30 954
4,20 - 1,50 2,70 459
4,20 - 2,80 1,40 886

Emissionslinjerna ar alltsa | 295, 443, 459, 827, 886 och 954 nm | Synliga ar bara
| 443 och 459 nm | (blatt). Linjen pa& 295 nm ar ultraviolett, de 6vriga infrardda.

b) I kall gas utgar all absorption fran grundnivan, sa bara de tre 6vergangarna som borjar
dar syns:

295, 443 och 827 nm

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Exempel — Fluorescens i tva steg

Ett fluorescerande amne absorberar ultraviolett ljus med vaglangden 254 nm. Varje exciterad
atom atervander till grundnivan i tva steg, och det forsta steget ger en foton med vaglangden 436
nm. Bestam energin i varje steg och vaglangden hos den andra fotonen.

/ Losning

Energierna. Med hc = 1240 eV-nm:

Ep= 280 iegev B =20 _Daaev
abs = Heg - weoE LT s

Fysika: Te (hc)

E; = Eas —E1 = 4,88 -2,84=12,04 eV

Vaglangden. Direkt med fluorescensformeln:
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1 B 1
254 nm 436 nm

3o = [G08 ]

1
A

Det ar orange ljus. Bada de utsidnda fotonerna har langre vaglangd an den absorberade, som
det ska vara.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 39.2 The Nuclear Atom and Atomic Spectra
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Bohrs atommodell

#fysik  #atomfysik #modell

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Linjespektrum

Bohr postulerade ar 1913 att en atom bara kan ha bestamda energier och inte nagon energi
daremellan, att den har en lagsta niva — grundtillstdndet — och att den vaxlar niva enbart genom att
absorbera eller emittera en foton. Det var ett stort konceptuellt genombrott eftersom klassisk fysik
gor kretsande elektroner omgjliga: en accelererad laddning stralar konstant, forlorar energi och skulle
spiralera in i karnan. Postulaten galler fortfarande, aven om modellens mekanik senare ersattes

av kvantmekaniken.

1. Varfor klassisk fysik misslyckas

Rutherfords spridningsforsok visade att atomens positiva laddning och nastan hela dess massa sitter i
en liten kiarna, med en diameter under 10714 m, medan hela atomen ar omkring 10719 m. Den
naturliga bilden blev elektroner som kretsar kring karnan som planeter kring solen. Klassisk fysik ger
da tre forutsagelser som alla ar fel:

Klassisk forutsagelse Verkligheten

Atomen stralar bara nar den
Elektronen accelererar och stralar hela tiden
har exciterats

Energiforlusten far elektronen att spiralera in i kdrnan paen
Atomer ar stabila
brakdel av en sekund

Banfrekvensen dndras kontinuerligt, sa ljuset far ett
Ljuset har ett linjespektrum
kontinuerligt spektrum
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2. Bohrs postulat
Bohr brot med klassisk fysik och postulerade foljande:

1. Stationdra tillstand. Atomen kan bara ha vissa bestamda energier E; < E» < E3 < ... och
stralar inte sa lange den befinner sig i ett av dem.

2. Overgangar via fotoner. Atomen byter niva genom att sdnda ut eller absorbera en foton, vars
energi ar skillnaden mellan nivderna: hf = E; — Ey.

3. Grundtillstand. Det finns en lagsta niva. En atom dar kan inte sanda ut nagon foton, eftersom
det inte finns nagon lagre niva att falla till. Darfér ar atomer stabila.

Nivaerna ovanfor grundnivan kallas exciterade. Alla atomer av samma grundamne har samma
uppsattning nivaer, men olika grundamnen har olika uppsattningar, vilket ar skélet till att varje amne
har sitt eget spektrum.

3. Excitation med fotoner och med elektroner
En atom kan lyftas till en hogre niva pa tva satt, och de skiljer sig pa en punkt som ofta testas:

¢ Foton. Fotonen absorberas helt eller inte alls, s& dess energi maste vara exakt lika med
en nivaskillnad.
¢ St6t med en elektron eller en annan atom. Den inkommande partikeln kan lamna ifran sig en

del av sin rorelseenergi och fortsatta med resten. Det racker att K > AE.

hf mellan nivaskillnaderna: gar rakt igenom

NNNANNNANNN—>

Es Es
Ex Ex
beort AE
absorberas
hf=E, - E, helt elektron, K
® » K'=K-AE
ANNNNND> >
Eq Eq
foton: exakt ratt energi elektron: racker med K = AE

Vénster: en foton absorberas bara om dess energi dr exakt en nivdskillnad, annars gdr den rakt igenom.
Héger: en elektron med K > AE kan lyfta atomen och fortsdtter med resten, K = K — AE.

Vid en oelastisk stot dar atomen exciteras ger energins bevarande, med atomens rekyl férsummad,

K=K +AE
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K =K-AE (K =AE)

Ar K mindre an den lagsta excitationsenergin blir stéten elastisk, och elektronen studsar utan att
forlora nagon namnvard energi.

Franck—Hertz-férséket ar 1914 visade att nivaerna finns pa riktigt. Elektroner som accelererades
genom kvicksilveranga fick &ngan att sanda ut ultraviolett ljus med A ® 250 nm s snart deras
rorelseenergi nadde 4,9 eV, och hc/(4,9 eV) ar just omkring 250 nm. Kvicksilver har alltsa en niva 4,9
eV ovanfor grundnivan.

4., Livstid

En exciterad atom stannar inte kvar i sin niva. Efter en kort tid, typiskt omkring 1078 s, faller den till en
lagre niva och sander ut en foton. Den korta livstiden gor nivans energi nagot oskarp, vilket ger
spektrallinjen en naturlig bredd (se Heisenbergs osakerhetsprincip). For att en gas ska fortsatta lysa
maste energi tillféras hela tiden, till exempel genom en elektrisk urladdning.

5. Var kommer nivaerna ifran?

Postulaten sager att nivaerna finns men inte var de ligger. For vate raknade Bohr fram dem genom att
krava att elektronens rérelsemangdsmoment ar en heltalsmultipel av h/2m. Med de Broglies bild
betyder kravet att en staende elektronvag ska ga jamnt upp runt banan, med ett helt antal vaglangder
pa omkretsen:

2nr, = nA,
2, =N —
mv,
Fysika: Fd3 (de Broglie-vagldngden)
mv,r, =n —
n'n 27_[

Radierna och energinivaerna som foljer finns i Bohrs modell for vateatomen.

/N Vanliga fel

e Fotonen och elektronen behandlas lika. En foton maste ha exakt ratt energi. En elektron
behover bara ha minst ratt energi och behaller resten.

e Atomen tvingas ta ett steg i taget. En dvergang kan hoppa dver nivaer, till exempel direkt
fran niva 3 till grundnivan.
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6.

Bohrs atommodell

e Atomen i grundnivén stralar. Den kan inte sanda ut nagon foton, eftersom det inte finns
nagon lagre niva.

¢ Postulaten och vatemodellen blandas ihop. Postulaten géller alla atomer. Formeln E, =
-13,6 eV/n? galler bara vate.

Losta exempel

:= Exempel — Elektroner och fotoner med samma energi

En gas bestar av atomer med energinivaerna 0 (grundniva), 3,10 eV och 4,70 eV, och alla atomer

ari grundnivan. (a) Gasen bestralas med elektroner med rérelseenergin 4,00 eV. Vilken niva kan

exciteras, hur stor rérelseenergi har elektronen kvar efter stoten, och vilken vaglangd har ljuset

som gasen sedan sander ut? (b) Gasen belyses i stéllet med fotoner med energin 4,00 eV. Vad

hander? (c) Vilka vaglangder sands ut om elektronernas energi hojs till 5,00 eV?

¢ Lésning

a) Bara nivan 3,10 eV ligger under 4,00 eV. Elektronen har kvar

K =K-AE =4,00-3,10 =|0,90 eV

Atomen faller tillbaka till grundnivan och sander ut

Fysika: Fd3 (fotonenergi), Te (hc)

b) En foton maste ha exakt en nivaskillnad, och ingen niva ligger 4,00 eV ovanfor grundnivan.
Fotonerna absorberas inte utan gar rakt igenom gasen.

¢) Nu kan bada nivéerna exciteras. Fran 4,70 eV kan atomen falla direkt eller via 3,10 eV, sa
tre linjer ar mojliga:

1240 1240 1240 1240
4.70 470-310 1,60 3.10 i
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Svaret ar | 264, 400 och 775 nm |

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer éverens.

‘= Exempel — Nivaer ur ett spektrum

En kall gas av ett okant &mne ger absorptionslinjer vid 500 nm och 310 nm. N&r gasen hettas upp
syns dessutom en tredje emissionslinje. Anta att bara tre nivaer spelar roll. Bestam de exciterade
nivaernas energier éver grundnivan och den tredje linjens vaglangd.

2 Lésning

Nivaerna. I kall gas utgar absorptionen fran grundnivan, sa varje absorptionslinje ger en
niva direkt:

1240 1240
Ey=—— =[248eV| Ey=—"—-=
310

4,00 eV
500

Den tredje linjen. Den varma gasen kan ocksa ga fran E5 till E5:

AE =4,00-2,48 = 1,52 eV

1240
e T

Linjen ligger i det nara infrardda, och den syns inte i kall gas eftersom nastan inga atomer
sitter i nivan E».

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 39.3 Energy Levels and the Bohr Model of the Atom
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Bohxrs modell for vateatomen

#fysik  #atomfysik #modell

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Bohrs atommodell, Rérelsemangdsmoment

Bohr antog att elektronen ror sig i stabila banor och att rérelsemangdsmomentet ar kvantiserat i
enheter av h/2m. Tillsammans med Coulombkraften som centripetalkraft ger det banradier och
hastigheter som bara beror pa huvudkvanttalet n — det var darfér det kom att kallas kvantmekanik.
Minsta radien ar Bohrradien @y = 0,529 * 10710 m, och darefter féljer ry = 4ay, r3 = 9a, och s
vidare. Den totala energin blir E, = K, + U, = —K},, och energin for att ta elektronen fran
grundtillstandet till E,, = 0 &r vatets joniseringsenergi 13,6 eV.

- __h 1 me*  136eV

Fysika: Fd3 (i formen E_n=-E_HZ*n*med Z= 1), Te (E_H)

Formeln, symbol f6r symbol

h
mv,r, = n = —
rorelsemangds- heltal
moment L, 1,2,3, ... kvantum
for L
13,6 eV
n ST T —
~~ n
energin i —
bana n bindningen

avtar som 1/n’

Villkoret valjer ut de banor dar elektronvagen gar jamnt upp runt kdrnan. Energin ar negativ eftersom
elektronen ar bunden; ju hégre n, desto narmare noll och desto lattare att jonisera atomen.
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1. Kvantiseringsvillkoret

Klassiskt kan elektronen kretsa pa vilket avstand som helst, och da kan atomen ha vilken energi som
helst — i strid med linjespektrumet. Bohr beholl den klassiska cirkelbanan men lade till ett villkor:
rorelsemangdsmomentet far bara vara en heltalsmultipel av h/27, som i rutan ovan. Heltalet n =
1,2, 3, ... kallas huvudkvanttalet. Dessutom postulerade han att elektronen inte stralar sa lange
den stannar i en tillaten bana; atomen avger eller tar upp energi bara nar elektronen byter bana (se
Bohrs atommodell).

Villkoret gar att lasa som ett vagvillkor. Ger vi elektronen de Broglie-vaglangden A, = h/(mv;,) och
kraver att banans omkrets rymmer ett helt antal vaglangder, sa far vi

27, = nAp
2nr, = n
mvp
Fysika: Fd3 (de Broglie-vdgldngden)
h
Mmvprp = N—
ntn 27_[

vilket ar precis Bohrs villkor. Elektronen i en tillaten bana ar en stdende vag som sluter sig sjalv.

n = 4: sluter sig 3,5 vaglangder: gar inte fo = N?ag, Vy = Vy/N

V3 =Vq/3

Ao

‘\

\

|

[ ) L I ) v

!

/
15

4a,

2mr = 4\ vagen slacker ut sig sjalv

Vénster: med fyra de Broglie-vagldngder pa omkretsen méter vagen sig sjdlv i fas och bildar en stdende
vég. Mitten: 3,5 vdgldngder gér inte jamnt upp. Héger: de tre férsta banorna i skala, r,, = n*ay, med
farten v, = vi/n.

2. Banradier och hastigheter

Protonen ar nastan 2000 ganger tyngre an elektronen, sa vi later den sta still. Coulombkraften mellan
protonen och elektronen ar den centripetalkraft som haller elektronen i cirkelbanan:
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1 e mv

2
4ney '

Tillsammans med kvantiseringsvillkoret ar det tva ekvationer fér de tva obekanta r och vj,.

/ Harledning av r,, och v,
Forenkla kraftekvationen. Multiplicera med ry:

e2

mvar, = .
0

Dela med kvantiseringsvillkoret. Vansterledet delat med mv,,r,

= nh/2m blir v,
e 2n
V = —
" 4ney nh
22
v =
" 2gunh
Radien. Los ut r, ur kvantiseringsvillkoret och satt in v;;:
nh nh  2egnh
r‘n = = .
2nmv, 2mm  e?
Sonzhz
rn = 5
me
gn*h® e’ Vi
" me? " 2gnh n
Fysika: Fd3 (banradie r_n = aon?/Zmed Z = 1)
Med konstanterna insatta blir
Sohz 11 62 6
ap = 2=5,29-10 m vi= ——=2,19-10" m/s
nime 2e0h

Fysika: Te (ao)

e Radien vixer som n’: aop, 4ag, 9ay, ... Grundtillstandets diameter pa ungefar 0,1 nm stammer
med atomstorlekar méatta pa andra satt.
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e Farten avtar som 1/n. Aven den stérsta farten v; ar under 1 % av ljusfarten (vy/c = 1/137), s&
klassisk mekanik racker.

3. Kinetisk, potentiell och total energi

Med r, och v, kdnda kan varje energi skrivas som funktion av n. Den potentiella energin satts till noll
nar elektronen ar oandligt langt bort, sa den &r negativ i varje bana:

1 1 me*
Ky= —mv2 = — -
"2 & 8n2h?
U -1 e _ 1 me'
" dney &5 4n’h?

Den potentiella energin ar alltsa exakt —2 ganger den kinetiska, och summan blir energin i rutan éverst:

En:Kn+Un:_Kn:_

I elektronvolt ar K,, = 13,6 eV/n?, U, = —27,2 eV/n?> och E,, = —13,6 eV/n?. Samma fordelning
galler for satellitbanor, eftersom bade gravitationen och Coulombkraften avtar som 1/r.

4. Energinivadiagrammet och joniseringsenergin

Nivaerna ligger tatare ju hogre upp vi kommer och hopar sig under E,, = 0. Ovanfér noll ar elektronen
fri och kan ha vilken energi som helst. Varje pil i diagrammet ar en évergang ny — ny, dar en foton
med energin E,,, — E,;, sénds ut; vaglangderna ges av Rydbergs formel.

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 212 /526


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Rydbergs-formel

FOOO05T - Bohrs modell for vateatomen

0 (jonisering)

o

S5 5553
(TR
w ~o1 g

1
-1,51eV v vy
-2 Paschen (IR)

-3,40eV VVVY

-4 Balmer (synligt)

energi E (eV)

-10

-12

-1360eV y v v v ¥
-14 Lyman (UV)

Viitets energinivder E, = —13,6 eV/n?. Pilarna dr évergdngarna i Lyman-, Balmer- och Paschenserien;
seriens namn bestdms av den undre nivan.

Joniseringsenergin ar den energi som kravs for att lyfta elektronen fran niva ntill Ex = O:

13,6 eV

Ejon,n =0-E, = n2

Fran grundtillstandet ger modellen 13,606 eV, mot det uppmatta 13,60 eV. Den lilla skillnaden
kommer av att protonen inte star still, se Reducerad massa.

I\ Vanliga fel

e Tecknet pa E,,. Energierna ar negativa, och en hégre niva har mindre negativ energi: E3 =
—1,51 eV ligger 6ver E, = —3,40 eV.

e K och E rér sig at olika hall. Nar atomen exciteras okar E,,, men K, = —E,, minskar —
elektronen gar langsammare i den storre banan. U,, 6kar dubbelt s& mycket som E,,.

e Radien skalar som n?, inte n. r3 = 9qy, inte 3ay.

e Joniseringsenergin fran en exciterad niva ar 13,6 eV/n?, inte 13,6 eV.
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5. Losta exempel
= Exempel — Elektronen i n = 2 som stadende vag

En vateatom &r i sitt forsta exciterade tillstand, n = 2. Bestam elektronens banradie, fart och
omloppstid enligt Bohrs modell. Berdkna ocksa elektronens de Broglie-vaglangd och visa att

banans omkrets rymmer precis tva vaglangder.

2 Lésning

Radien.r, = n2a0 ger

rp=4-529-10"m={2,12-10""m

Farten. v, = vy/n ger

_2,19-10°

Vs 1,09 - 10° m/s

Omloppstiden.

2 22,12 - 10710 -
T,= 02 -5 =[1,22-105 s
v, 1,09 - 106

De Broglie-vaglangden.

ho 6,626 - 10734
mev, 9,109 - 103! - 1,094 - 106

A = =16,65-10""m

Kontroll av omkretsen.
2mry =2m+2,117-107°=133-10"m=2-6,65-10"" m = 21,
Omkretsen rymmer exakt n = 2 vaglangder, som kvantiseringsvillkoret kraver.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.
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‘= Exempel — Banradien blir nio ganger sa stor

En vateatom i grundtillstandet absorberar en foton, och darefter ar elektronens banradie nio
ganger sa stor som forut. Bestam fotonens vaglangd. Hur mycket andras elektronens kinetiska
energi respektive atomens potentiella energj?

 Lésning
Slutnivan. r, = nay = 9a, gern = 3.
Fotonenergin.

13,6
9

Es—-E, = -(-13,6) = -1,51+13,6 = 12,1 eV

Vaglangden.

hc 1240 eV - nm
A= = =(103 nm
BB 12096V
Det ar ultraviolett ljus, den andra linjen i Lymanserien.

Kinetiska energin. K, = 13,6 eV/n’:

AK =1,51-13,6 = (-12,1 eV

Potentiella energin. U, = —27,2 eV/n’:

AU =-3,02 - (-27,2) =|+24,2 eV

Rimlighetskoll. AK + AU = -12,1 + 24,2 = 12,1 eV, vilket ar fotonens energi.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

Lasning

e 39.3 Energy Levels and the Bohr Model of the Atom
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Rydbexgs formel

#fysik  #atomfysik #samband

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Bohrs modell for vateatomen

Skillnaden mellan tva av vateatomens energinivaer ger en vaglangd som bara beror pa de tva
kvanttalen. Formeln hittades empiriskt ar 1888 och foll sedan ut ur Bohrs modell med en
Rydbergkonstant uttryckt i fundamentala konstanter; 6verensstammelsen ar battre an 0,1 %. Serierna
namnges efter den undre nivan: Lyman (n; = 1), Balmer (2), Paschen (3), Brackett (4) och Pfund (5).

1 1 1
_:R —_
A (n% n%])
Formeln, symbol f6r symbol
1 1 1
P T ROy )

N~ Rydberg- (o @~
Vagtal  konstanten

undre niva  ovre
(serien) niva
Parentesen ar energiskillnaden mellan nivderna i enheter av hcR = 13,6 eV. Den undre nivan

bestammer serien, och later viny — oo far vi seriegransen.

1. Fran energinivder till vaglangder

Nar atomen gar fran en 6vre niva ny till en undre ny, bar fotonen bort energiskillnaden, hc/A = E,,, —
E,, (se Linjespektrum). Energierna i Bohrs modell for vateatomen skrivs forst om sa att en konstant

med dimensionen invers langd bryts ut:
_hcR me*

E =--= -
! n? 8e3h3c

Fysika: Fd3 (i formen E_n=-E_H Z*/n? med E_H = hcR)
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FOOO05T - Rydbergs formel
Sattin i energivillkoret:

— EHL

7
Fysika: Fd3 (fotonenergi)

hc hcR hcR

7))

hc 1 1
7 = I’ICR(—2 - —2)
n, Ny
Division med hc ger formeln i rutan 6verst. Rydbergkonstanten ar alltsa inte langre en anpassad
parameter utan byggd av m, e, €y, h och c:

4

R=—2¢ _1097-10’m"!  hcR=13,6eV
8elh3c ’

Fysika: Te (Reo och R_H)

Samma formel galler fér absorption: en foton med just den vaglangden kan lyfta atomen fran ny till ng;.

1) mate: dsinB=A He 656 nm (3-2)

2) Rydberg: 1/A =R(1/22 - 1/ny?)
gitter med 1 200 streck/mm Hg 486 nm (4-2)
H, 434 nm (5-2)

Hs 410 nm (6-2)

spalt lins

—> . ------------------------------------------------- m=0

vatelampa | H
gitter, d

Sa mdits linjerna: ljuset fran en vdtelampa gar genom spalt och lins till ett gitter, och varje Balmerlinje
hamnar vid sin egen vinkel dér d sin @ = A. Med A kdnd ger Rydbergs formel den évre nivdn ny.

2. Spektralserierna

Haller vi ny fast och laterny; = np + 1, ny + 2, ... far vi en serie. Den langsta vaglangden kommer fran
det minsta hoppet, n; = ny + 1. Narny — oo gar 1/n%1 — 0, och linjerna hopar sig mot
seriegransen, seriens kortaste vaglangd:
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Agrans = ﬁ
R

Serie nr, Lingsta A (ny =n. +1) Seriegrins Omrdde
Lyman 1 122 nm 91,2 nm ultraviolett
Balmer 2 656 nm 365 nm synligt och UV
Paschen 3 1,88 um 820 nm infrarott
Brackett 4 4,05 um 1,46 um infrarott
Pfund 5 7,46 um 2,28 um infrarott

Bara Balmerserien har linjer i det synliga: H, = 656 nm, Hg = 486 nm, H, = 434 nm och Hs = 410
nm. Resten av serien ligger i ultraviolett. Overgangarna finns utritade i energinivddiagrammet i Bohrs
modell for vateatomen.

synligt
Lyman (n =1) - UV
01’ 2-1

Balmer (n_ = 2) - synligt + UV

02" 3

Paschen (n = 3) - IR
oo—>3:

80 100 200 300 500 1000 2000
vaglangd A (nm), logaritmisk skala

-2

Vétets Lyman-, Balmer- och Paschenserie pd en logaritmisk vagldngdsaxel: i varje serie ligger den
ldngsta linjen vid ny; = ny, + 1, och linjerna tdtnar mot den streckade seriegrédinsen o — np; bara
Balmerserien ndr in i det synliga.

3. Antal linjer och absorption

En atom i niva n kan falla tillbaka i ett enda hopp eller i flera steg, och varje par av nivaer ger en egen
linje. Ett helt prov av atomer exciterade till niva n ger darfor
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FOOO05T - Rydbergs formel

_n(n-1)
N—T

olika linjer i emission. I absorption ar det annorlunda: i en kall gas sitter nastan alla atomer i
grundtillstandet, sa bara Lymanlinjerna syns som morka linjer. Balmerlinjer i absorption kraver att
manga atomer redan arin = 2, alltsd en het gas.

/\ Vanliga fel

e n; och ny byts. D& blir 1/A negativt. ny ar alltid den undre nivan, bade i emission och
i absorption.

¢ Serien namnges efter fel niva. Det &r den undre nivan som bestammer serien: 4 — 2 &r
Balmer, inte Brackett.

e Seriegriansen tas for den langsta vaglangden. Gransen n%/R ar den kortaste; den langsta
kommer fran ny = np + 1.

e Enheterna. R har enheten m™, s& 1/A kommer ut i m™ . Alternativt raknar vi i eV med
hcR = 13,6 eV och hc = 1240 eV-nm.

¢ Atomen tros bara kunna hoppa en niva i taget. 4 — 1 ger en enda foton; nivaer far
hoppas Gver.

4. Losta exempel
‘= Exempel — Vilken 6vergang ger 434 nm?

I vatets emissionsspektrum syns en violett linje vid 434 nm. Visa att den tillh6r Balmerserien och
bestam fran vilken niva 6vergangen sker. Vilken energi har fotonen?

/ Lbésning

Vilken serie? Lymanserien ligger helt under 122 nm och Paschenserien helt 6ver 820 nm, sa

en linje vid 434 nm maste vara en Balmerlinje, n, = 2.

Ovre nivan. Los ut 1/n7; ur Rydbergs formel:

1 05— 1 = 0,25 - 0,2100 = 0,0400
2 234-1079 - 1,097 - 107
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1
ny = ——=15
Y~ /0,0400
Linjen ar Hy, évergangen 5 — 2.

Fotonenergin.

hc _ 1240 eV - nm - [2.86 eV

E -
A 434 nm

Rimlighetskoll. Es — E, = 13,6 (1/4 — 1/25) = 2,86 V.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

‘= Exempel — Vatgas exciterad tilln =4

Vatgas bombarderas med elektroner sa att atomerna exciteras till som hégst nivan = 4. Hur
manga olika spektrallinjer kan gasen sanda ut? Bestam den kortaste och den langsta vaglangden,
och ange vilka linjer som ligger i det synliga omradet, 400-700 nm.

 Lésning

Antal linjer. Varje par av nivaerna 1-4 ger en linje:

4'3_
N=—==|g]

Kortaste vaglingden. Storsta hoppet, 4 — 1:

% =1,097 - 10”7 (1 - %) =1,028-10'm?' = A=|972nm

Langsta vaglangden. Minsta hoppet, 4 — 3:

1 7 1 1 5 =il
Z=1,097-10"(= - —)=5333-10°m" = A=[1,88um
A 9 16
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Synliga linjer. Bara dvergangar ned till n;, = 2 kan vara synliga: 3 — 2 ger och

4 — 2ger . Ovriga linjer ar 122 nm och 103 nm (Lyman, UV) samt 1,88 um
(Paschen, IR).

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 39.2 The Nuclear Atom and Atomic Spectra
e 39.3 Energy Levels and the Bohr Model of the Atom
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Vateliknande system

#fysik  #atomfysik #modell

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Bohrs modell for vateatomen

Bohrs modell fungerar fér varje system med en enda elektron — He*, Li®" och s& vidare — om e? byts

mot Ze?. Den fungerar approximativt ocksa for alkalimetallernas yttersta valenselektron, som ser en

effektiv karnladdning nara ett eftersom de inre elektronerna skarmar karnan, och bast av allt f6r
Rydbergatomer i mycket héga n. Har slutar modellen: Bohr blandar partikel- och vagbeskrivning av

elektronen, och atomer med fler an en elektron kraver kvantmekanik.

_ 1 mz?*
" & 8n2h?

Fysika: Fd3 (i formen E_n = -E_H Z?/n?)

Foxrmeln, symbol f6r symbol

ZZ
E, =-13,6eV " —
~~ N—_—— n
niva n vatets N~

grundniva ~ kérnladdning
och kvanttal

N

n
I'n = da 0 p—
O~ Y4
banradie Bohr- N~

radien storre Z:
mindre bana

Karnladdningen Ze gor attraktionen Z ganger starkare. Banan dras in med en faktor Z och bindningen

blir Z2 ganger starkare, medan resten av Bohrs modell ar oférandrad.

1. En elektron kring Z protoner

Ett vateliknande system har en enda elektron kring en kdrna med laddningen Ze. Det enda som andras

i Bohrs modell for vateatomen ar Coulombkraften, som blir Z ganger starkare:

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19

223 /526


file:///opt/buildhome/repo/public/tags/fysik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/atomfysik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/modell
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Bohrs-modell-f%C3%B6r-v%C3%A4teatomen
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Bohrs-modell-f%C3%B6r-v%C3%A4teatomen

FOO05T - Vateliknande system

1 Ze* mv?

2
4ney r; n

Kvantiseringsvillkoret mv,r, = nh/2m ar oférandrat. Samma rakning som for vate, med e? utbytt mot
Ze?, ger

Zez Vi
vn = = [—
2gonh n
gon’h®> _ n?
nmZe* Z
Fysika: Fd3 (banradie r_n = aon?/Z)
Energin i rutan verst innehaller e* = (e?)? och véxer darfér med Z2. I elektronvolt:
ZZ
E,=-13,6eV" —
n

Fysika: Te (E_H)

Den storre karnladdningen drar alltsd in banan med en faktor Z och gér bindningen Z? ganger starkare.

2. Spektrum och jamforelse med vate

Eftersom alla nivaer skalas med Z2 gor aven Rydbergkonstanten det, och Rydbergs formel blir

L U
n H((Z=1  He' (Zz=2) Li* (Zz=3)
1 -13,6 eV ~54,4 eV -122 eV
2 -3,40 eV -13,6 eV -30,6 eV
3 -1,51 eV —6,04 eV -13,6 eV
4 -0,85 eV -3,40 eV 7,65 eV

I He" har niva 2n samma energi som vatets niva n, eftersom Z2/(2n)?> = 1/n?. Varje 6vergang mellan
tva jamna nivaer i He" ger darfér nastan samma linje som en vitelinje, medan évergdngar som berér
en udda niva inte har ndgon motsvarighet i vate. Den lilla skillnaden, runt 0,05 %, kommer av att
karnorna har olika reducerad massa.

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 2241526


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Rydbergs-formel
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Reducerad-massa

FOO05T - Vateliknande system

3. Alkalimetaller och effektiv karnladdning

En alkaliatom har en ensam valenselektron utanfor en karna omgiven av fyllda inre skal. Karnan och de
inre elektronerna har tillsammans laddningen +e, sa l[angt ute ser valenselektronen nastan en
vatekarna. Hur val det stammer beskrivs av en effektiv kdrnladdning Z¢;, definierad sa att den
uppmatta energin foljer vatets form:

ZZ
E,~-13,6 eV - it

n2
I hogt exciterade nivaer, dar elektronen haller sig langt utanfor de inre skalen, ar Zqg ~ 1.1 de lagsta
nivaerna tranger elektronen delvis in genom skalen och kdnner mer av karnan, s Zegr > 1. Natrium,
med valenselektronen in = 3 och joniseringsenergin 5,14 eV, har till exempel Zugs = 34/5,14/13,6 =
1,84.

Na: 11 protoner, 10 inre elektroner

HZ=1) He* (Z=2) Li?* (z=3) -~ e valens-e~
-~ ~
7 N
/ N\
/ \
/ D \
/ . . \
I ° N |
\ o o I
\ 2 /
\ 10inree” /
\ /
rp=ag ry=ag/2 rp=ao/3 N N P 4
~ _ -
E;=-13,6 eV E,=-54,4eV E,=-122¢eV ==

langtute: +11e - 10e=+e = Zy=1

banan krymper som 1/Z, bindningen vaxer som Z2

Véinster: grundtillsténdet i H, He" och Li** i skala. Banan krymper som 1/Z och bindningen véixer som
VA Héger: natriums valenselektron ser kdrnans +11e skdrmad av tio inre elektroner, alltsd ndstan
en vdtekérna.

4. Rydbergatomer

En atom vars yttersta elektron ar exciterad till ett mycket hégt n kallas Rydbergatom. Elektronen ar da
sa langt ute att den nastan bara ser en punktladdning +e, och Bohrs modell fungerar mycket bra. For
n = 1000:

r=n%a;=10°-529-10 " m=5,29-10"m
Fysika: Te (ao)

— en atom ungefar lika stor som ett sandkorn. Nivaerna ligger mycket tatt. For stora n ar avstandet
mellan tva grannivaer
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1. 2-136eV

En _En—l = 13,6 eV(m - n—2 ~ 3

vilket fér n = 1000 blir 2,72 - 1078 eV. Motsvarande foton har vaglangden hc/AE ~ 45 m,
alltsa radiovagor.

5. Var modellen tar slut
Trots traffsakerheten for vate och vateliknande system lamnar Bohrs modell mycket obesvarat:

e Blandade principer. Klassiska cirkelbanor kombineras med kvantiseringspostulat som strider
mot klassisk elektrodynamik, dar en accelererad laddning alltid stralar.

¢ Ingenting om sjilva 6vergangen. Modellen sager inte vad som hander medan elektronen byter
bana, och elektronens omloppsfrekvens ar i allmanhet inte frekvensen hos det utsanda ljuset.

¢ Fler elektroner. Forsok att utvidga modellen till atomer med tva eller fler
elektroner misslyckades.

e Magnetiskt moment. En kretsande elektron ar en stromslinga och borde ge ett magnetiskt
dipolmoment, men vate i grundtillstandet har inget sadant moment fran banrorelsen.

Svaren kraver kvantmekaniken, se Schrodingerekvationen for vateatomen och Atomorbitaler.
/\ Vanliga fel

e Fel potens av Z. Energin skalar som 72, radien som 1/Z och farten som Z.

¢ Formeln anvands fér atomer med flera elektroner. Neutralt helium har tva elektroner och
ar inte vateliknande; —54,4 eV giller bara He™.

o Z? gloms i Rydbergs formel. Fér en jon med Z = 3 blir alla vaglangder nio ganger kortare
an motsvarande vatelinjer.

e Z.tf blandas ihop med Z. For natriums valenselektron ar Z = 11 men Zegs = 1,8.

6. Losta exempel
‘= Exempel — Dubbeljoniserat litium

For jonen Li®" (Z = 3): bestam joniseringsenergin fran grundtillstandet, radien fér banan n =
1 och vaglangden for fotonen vid évergangenn = 2 — n = 1. Ivilket omrade av spektrumet
ligger fotonen?
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J Lésning
Joniseringsenergin.

2

Ejon = 13,6 €V - % =[122ev]

Radien.

5,29 - 10711
p=en s s R e

Fotonenergin.
1
E,-E{=1224eV(1 - 4_1) =91,8eV

Vaglangden.

_ 1240 eV -nm _

13,5 nm
91,8 eV

Det ar extremt ultraviolett ljus, pa gransen mot mjuk réntgen — nio ganger kortare an vatets
Lyman-a vid 122 nm.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

:= Exempel — Heliumjonen som harmar vate

Vétets linje Hg uppstar vid évergdngen 4 — 2. Vilken évergang i He" ger (nastan) samma
vaglangd? Berikna vaglangden. Bestdm ocksa vaglangden for dvergdngen 3 — 2 i He" och
forklara varfér den saknar motsvarighet i vatets spektrum.

2 Lésning

Motsvarande vergang. Niva 2n i He™ har samma energi som niva ni vate, sa 4 — 2 ivate

motsvaras av i He".
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Vaglangden.

1 1 1
X:22-1,097-107(———

1 1 _
)=1,097 - 10’ (= - —) = 2,057 - 10° m™!
16 64 4 16

4 =[486 nm]

Overgangen3 — 2.

11 1240
Ey—FE)=544eV(7-5)=756eV  A=—— =164 nm |

Nivdn n = 3iHe" ligger pd —6,04 eV, och véte har ingen niva dar. Darfér finns ingen vatelinje
vid 164 nm.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer éverens.

Lasning

e 39.3 Energy Levels and the Bohr Model of the Atom
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Reducerad massa

#fysik  #mekanik #storhet

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Masscentrum

I ett tvakropparssystem ror sig bada kropparna kring det gemensamma masscentrumet, och
problemet kan skrivas om till en enda kropp med den reducerade massan. For vate ar korrektionen
liten eftersom protonen ar 1836,2 ganger tyngre an elektronen, men den racker for att skilja vate fran
deuterium spektroskopiskt — sa upptacktes deuterium ar 1932. Samma storhet aterkommer i

molekylers rotation och vibration.

mymy
m,= ———
mp +mp
Formeln, symbol f6r symbol
my
mr = m 1 - -
N~ ~~ mjpt+tm
ersattnings- ena N——
kroppens massa  KIOPPeN oy andel,
alltid <1

Den reducerade massan ar den ena massan ganger en faktor som alltid &r mindre &n ett. Ar den andra
kroppen mycket tyngre gar faktorn mot ett, och vi far tillbaka bilden med en orérlig karna.

1. Tva kroppar blir en

Tva kroppar som bara paverkar varandra kretsar bada kring sitt gemensamma masscentrum. Lat r
vara avstandet mellan dem och ry, r, deras avstand till masscentrum. Bada har samma
vinkelhastighet w, och den relativa farten ar v = rw. Det visar sig att rorelsen beskrivs exakt som om
en enda kropp med massan m, kretsade pa avstandet r kring en fast punkt.
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tva kroppar kring masscentrum

Mqry =Mplrp, T+ =Tr

en kropp med massan m,

fast punkt
x """"""""" . m;
/
/
~ — >

m; = Myma/(My + my)

Vénster: tvd kroppar kretsar kring sitt gemensamma masscentrum med samma vinkelhastighet, och den

tyngre gar i den mindre cirkeln. Héger: samma rérelse som en enda kropp med massan my pd det

relativa avstdndet r kring en fast punkt.

2 Hirledning av enkroppsbilden

Masscentrum. myr; = myr, ochry +ry =r ger

nmy
=

————If
m1+m2

my

= —— |F
m1+m2

Kraften pa kropp 1. Den haller kropp 1 i en cirkel med radien ry:

F = m1r1w2 =

2
2 1%

ro =m,—

r

Roérelsemangdsmomentet. Summan for bada kropparna:

- 2 2 o _
L=mriw+mriw =

L =

Kinetiska energin. P4 samma satt:

1 1 1 1
K ==-mi(ro)’ + §m2(r2w)2 = Em,a(ra))2 = Emrv

2
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2
1
F = mrv— L =m,vr K = Emrv2
r

Tva gransfall ar varda att komma ihag:

e En kropp mycket tyngre, my >> mi: m, — mj. Den tunga kroppen star i praktiken still.
e Lika massor,m; = my, = m: m, = m/2.

Den reducerade massan ar alltid mindre an den minsta av de tv& massorna.

2. Korrektionen i Bohrs modell

I Bohrs modell for vateatomen antog vi att protonen star still. Eftersom kraftekvationen,
kvantiseringsvillkoret och energin har exakt samma form med m, och det relativa avstandet r, racker
det att byta me mot m, i alla formler. Energierna och Rydbergkonstanten ar proportionella mot massan,
banradierna omvant proportionella:

1
E, «< m, Iy € —
my
m, R,
Ry =Ro— = ———
me 1+m./M

dar Rew = 1,0974 - 107 m™" &r vardet f6r en oandligt tung karna och M karnans massa. For vate ar
M =1836,2m,, sa

_ 1836,2
Mr= 18372

m, = 0,99946 m,

Fysika: Te (m_p/m_e)

Joniseringsenergin blir d& 0,99946 - 13,606 eV = 13,599 eV i stallet for 13,606 eV, i
overensstammelse med matvardet 13,60 eV. Korrektionen ar ungefar 0,05 % — liten, men mycket
storre an spektroskopins matosakerhet.

3. Isotopforskjutning: vate och deuterium

Deuteriumkéarnan bestar av en proton och en neutron och ar ungefar dubbelt sa tung som protonen.

Kemiskt &r deuterium véte (Z = 1), men den reducerade massan skiljer sig:
mru = 0,99946 m, mrp = 0,99973 m,

Alla vaglangder ar omvant proportionella mot m,, sa varje deuteriumlinje ligger nagot kortare an

motsvarande vatelinje:
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Ap _ My

)\H mr,D

=0,99973

Den relativa forskjutningen ar 0,027 %, eller omkring 0,18 nm f6r den roda Balmerlinjen. Det var den

forskjutningen som avsldjade deuterium ar 1932.

4. Exotiska tvakropparssystem
Nar de tva massorna ar jamférbara ar korrektionen inte langre liten:

e Positronium ar en elektron bunden till en positron — samma massa, motsatt laddning. Med
m, = m,/2 halveras alla energier, E, = —6,80 eV/n?, och avstandet mellan partiklarna dubblas.
¢ Myoniskt vate ar en proton med en myon, 207 ganger tyngre an elektronen, i stallet fér en
elektron. Da ar m, = 186 m,, sa grundtillstandets energi blir —2,53 keV och radien 186 ganger
mindre an ay.

/\ Vanliga fel

e Massan byts ut pa fel stillen. Bara massan byts mot m,; laddningarna och Z &r desamma.

¢ Felradie i positronium. Bohrformeln med m, ger avstdndet mellan partiklarna, r = 2ay.
Varje partikel kretsar pa avstandet ag fran masscentrum.

o For fa vardesiffror. Isotopeffekten ligger pa fjarde decimalen; avrundas Ag och Ap till tre
vardesiffror blir de lika. Rakna skillnaden via kvoten m, u/my p.

e m, storre an den minsta massan. Den reducerade massan ar alltid mindre an bade m; och
my — en snabb kontroll av rakningen.

5. Losta exempel
:= Exempel — H-alfa i vate och deuterium

Berakna vaglangden for Balmerlinjen Hy (3 — 2) i vate och i deuterium med hansyn till den
reducerade massan, och bestam skillnaden mellan dem. Anviand Ry, = 1,0974 - 10’ m™!,

protonens massa 1836,2 m, och deuteronens massa 3670,5 me.

2 Lésning

Reducerade massor.
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My _ 18362 _ 999456 Mrp = 35705 _ 1 999708
m, 18372 m, 36715
Vite. Ry = 0,999456 - 1,0974 - 107 = 1,09680 - 107 m™!:
1 36
Ag = = =1656,45 nm
Ru(1/4-1/9)  5-1,09680 - 107

Deuterium.
N = e 0,999456 65627
b =" 5999728 e/ il
Skillnaden.
A=Az (1 - O’99ﬂ) = 656,45 2,72 - 1074 = 0,179 nm
0,999728

Har kravs fem vardesiffror i vaglangderna for att skillnaden alls ska synas.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

:= Exempel — Positronium

Positronium ar ett bundet system av en elektron och en positron, som har samma massa som
elektronen men positiv laddning. Bestam med Bohrs modell och reducerad massa

joniseringsenergin, avstandet mellan partiklarna i grundtillstandet och vaglangden for fotonen vid

overgangen 2 — 1.

J Lbésning

Reducerad massa.

Joniseringsenergin. £, « m,:
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_13,6eV

Ejon D)

6,80 eV

Avstandet. r,, < 1/m,, och Bohrradien avser nu avstandet mellan partiklarna:

r=2ap=2-529-10"m=[1,06-10""m

Overgdngen2 — 1.

_ 1240 eV - nm

1
AE =6,80(1-7)=510eV A W:
,10 e

Det ar dubbelt sa lang vaglangd som vatets Lyman-a, eftersom alla energier ar halverade.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

Lasning

e 39.3 Energy Levels and the Bohr Model of the Atom
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De Broglie-vaglangd

#fysik  #kvantfysik #samband

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Fotonen, Bohrs modell for vateatomen

Om ljus med vaglangden A bar rérelsemangden p = h/A, foreslog de Broglie ar 1924 att sambandet
kan vandas: varje partikel med rorelsemangden p har en vaglangd. For en elektron accelererad genom
en spanning blir vaglangden av storleksordningen 10710 m, alltsa jamfrbar med atomavstand, medan
den 1836 ganger tyngre protonen far en motsvarande kortare. Antagandet forklarar ocksa Bohrs
kvantiseringsvillkor: en bana méste rymma ett helt antal vaglangder, 2tr, = nA, vilket ger
kvantiseringen av L,, utan postulat.

Fysika: Fd3

Formeln, symbol f6r symbol

h h
A = =
~N~ p 2m K
partikelns ~~ ~~
vaglangd  jprelse- rorelse-
mangd energi

Samma samband som fér fotonen, p = h/A, men last baklanges: storre rérelseméangd ger kortare
vaglangd. For en partikel med massa vaxer p bara som \/R sa fyra ganger rorelseenergin
halverar vaglangden.

1. Vaglangd och frekvens for en partikel

De Broglie gav partikeln samma tva samband som fotonen har: vaglangden bestams av
rorelsemangden som i rutan ovan, och frekvensen av energin,
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E
f= n
Men de Ovriga fotonsambanden galler inte for en partikel med massa. Den ror sig inte med ljusfarten,

sdf = c/Aoch E = pc ar fel. For en icke-relativistisk partikel kopplas rérelsemangden i stallet till den
kinetiska energin:

1 2
K = —mv2=p—
2 2m

p=+Vv2mK

vilket ger den sista formen i rutan, A = h/a/2mK. Vaglangden &r alltsd omvant proportionell mot v/K
for en partikel men mot E for en foton.

2. Elektron accelererad genom en spanning

En elektron som startar fran vila och accelereras genom spanningen V' far den kinetiska energin K =

eV .InsattiA = h/v/2mK:

h
VvV 2meeV

Med konstanterna insatta blir det en praktisk tumregel, med V' i volt:

1,226

\/‘7

Redan 150V ger A ® 0,100 nm, samma storlek som avstandet mellan atomerna i en kristall — darfor

A nm

kan elektroner visa diffraktion mot kristaller. Fyra ganger hégre spanning halverar vaglangden.

A materievag
«—
K=eV K=eV
W— B
p=v(2m.eV)
A/2 4 ganger spanningen:
> 2 génger p, halva A
4-eV

150 V ger A = 0,1 nm, samma som atomavstanden i en kristall

En elektronkanon: elektronerna faller genom spénningen V och far K = eV, och deras vagldngd blir
A = h/v/2m.eV . Fyra gdnger hégre spdnning dubblar rérelsemédngden och halverar vdgldngden.
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1000

100 foton: A = hc/E

10

g 1 neutron elektron

<

-t?o 0,1
c
i@

O?UD 0,01
>

0,001

104

10>

1meV 10meV 0,1eV 1eV 10eV 100eV 1keV 10keV 100 keV

kinetisk energi K (fotonenergi E)

Védgldngd mot energi for foton, elektron och neutron. Fér att nd A = 0,1 nm (skuggat band) behéver
fotonen 12 keV, elektronen 150 eV och neutronen bara 0,08 eV. Fotonlinjen har lutningen —1 och

partikellinjerna —1/2, tills elektronen blir relativistisk och béjer av mot fotonens lutning.

3. Relativistiska partiklar

atomavstand i kristaller

Nar den kinetiska energin inte langre ar liten jamfoért med viloenergin mc? — for elektroner 511 keV —
maste rérelsemangden tas ur det relativistiska sambandet E = (pc)? + (mc?)? med E = K + mc?:

(K +mc?)* = (pe)® + (mc?)’

(pc)* = K* + 2Kmc?

hc
VK2 + 2Kmc?

e K < mc?: K? férsummas, och vi far tillbaka A = h/v/2mK.
e K > mc?: A = hc/K, samma som for en foton med energin K.

Den klassiska formeln ger for lang vaglangd, och felet ar ungefar K/(4mc?). Fér elektroner blir det 1 %

vid omkring 20 keV; i elektronmikroskop, med 40-400 kV, maste man rékna relativistiskt.

4. Varfor vi inte ser materievdgor i vardagen

Vageffekter som diffraktion méarks bara nar vaglangden ar jamforbar med hindret eller 6ppningen. En

tennisboll pa 57 g med farten 50 m/s har
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Fysika: Te (h)

— langt under storleken av en atomkarna. Det ar Plancks konstants litenhet som gor
vardagsforemalens vagnatur omarkbar. Fér elektroner i atomer ar daremot A lika stor som atomen
sjalv, och dar bestammer vagnaturen allt: Bohrs kvantiseringsvillkor &r just kravet att en stdende

elektronvag ska fa plats runt banan, se Bohrs modell for vateatomen.
/\ Vanliga fel

 Fotonformler anvands for elektroner. f = ¢/A och E = pc galler bara fér masslésa
partiklar. Fér en elektron arp = \/W

e eVoch Jblandas. IA = h/4/2mK med SI-enheter ska K varaijoule: K = eV mede =
1,602 - 107 c.

e Fel massa. En proton eller neutron med samma kinetiska energi som en elektron har
ungefar 4/1836 ~ 43 ganger kortare vaglangd.

o Klassisk formel vid héga energier. Over ett tiotal keV for elektroner blir felet markbart;
anvand A = hc/+/K? + 2Kmc2.

e Samma energi tros ge samma vaglangd. En foton och en elektron med samma energi har
mycket olika vaglangder, eftersom de har olika samband mellan energi och rérelsemangd.

5. Losta exempel
:= Exempel — Elektron och foton med samma energi

En elektron har den kinetiska energin 150 eV, och en foton har energin 150 eV. Bestam bada
vaglangderna och kvoten mellan elektronens och fotonens rérelsemangd.

/ Lésning

Elektronen. K = 150 - 1,602 - 1071° J = 2,403 - 10717 3, s&

Pe = /2mK = /29,109 - 10731 - 2,403 - 1077 = 6,62 - 10 >* kg * m/s

Ae = — = —————- =|0,100 nm
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Fotonen.

3, = e _1240eV-nm _——m——
= E 150 eV ’

Kvoten. Fotonen har p; = E/c, sa med mec2 =511 keV:

pe _ V2mK _ [2mec® _ [2:511000 _ T
Df K/c K 150 ’

Samma kvot fas som A¢/A,, eftersom p = h/A for bada. Vid samma energi har elektronen

alltsa mycket storre rérelsemangd och mycket kortare vaglangd.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

‘= Exempel — Elektroner i ett elektronmikroskop

I ett transmissionselektronmikroskop accelereras elektroner fran vila genom spanningen 100 kV.
Bestam de Broglie-vaglangden, dels med den klassiska formeln och dels relativistiskt. Hur stort
blir det relativa felet om man raknar klassiskt?

J Lésning

Klassiskt. Tumregeln ger

1,226 .
= —"" _ nm-=3,88-10">nm=3,88 pm

)\ =
M /1,00 105

Relativistiskt. Med K = 100 keV, mc? = 511 keV och hc = 1,240 keV-nm:

VK2 +2Kmc? = 4/1002 +2 - 100 - 511 = 4/112 200 = 335 keV

_ 1,240 keV - nm
~ 335keV

=3,70 - 10~ nm =|3,70 pm

Felet.
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3,88 -3,70 _
3,70

Det stammer med uppskattningen K/(4mc?) = 100/2044 ~ 4,9 %.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

Lasning

e 39.1 Electron Waves
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Elektrondiffraktion

#fysik  #kvantfysik #experiment

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: De Broglie-vaglangd, Diffraktion

Elektroner som passerar en kristallin metall ger ett diffraktionsmonster — det avsldjade elektronens
vagnatur for forsta gangen. Kristallplanens avstand d spelar samma roll som spaltavstandet i optiken,
och samma villkor anvands for rontgen- och neutrondiffraktion. Alla tre mater kristallstruktur och ger
medelvardesavstand: atomstorlekar kring 1071% m och bindningsavstand kring 2 + 10710 m.

dsin 0 = mA, m=1,2,3,...

Formeln, symbol f6r symbol

d sinf = m A
~~ ~—~ ~~ ~~
atomradernas vinkel mot ordning elektronens
avstand inkommande 1,2,3,... vaglangd

Vanstra ledet ar vagskillnaden mellan vagorna fran tva grannatomer, det hégra ett helt antal
vaglangder. Bara vid de vinklar dar de stammer 6verens forstarker alla atomernas vagor varandra.

1. Davisson-Germer: kristallytan som reflektionsgitter

I Davisson och Germers forsok ar 1927 accelererades elektroner genom en kand spanning och skéts
vinkelratt mot en nickelkristall. En detektor matte hur manga elektroner som studsade ut vid olika
vinklar 0 fr&n den infallande riktningen. I stallet f6r en jamn férdelning fick de en skarp topp vid en viss
vinkel, och toppens lage flyttade sig nar spanningen andrades.

Atomerna i ytan ligger i rader med avstandet d, och varje atom sprider elektronvagen at alla hall. Tva
vagor som sprids fr&n grannatomer mot vinkeln 6 har vagskillnaden

As =dsinf

och de forstarker varandra nar vagskillnaden ar ett helt antal vaglangder:
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dsin 0 = mA

vilket ar villkoret i rutan 6verst — samma som for ett optiskt reflektionsgitter (se Diffraktion). Eftersom
sin 6 < 1 finns ordning m baraom mA < d.

forstarkning nar As = mA

elektronkanon
K=eV

detektor

. (vridbar)

As =dsin 6

Ni-kristall

Véinster: Davisson—Germers uppstdllning. Elektroner med kénd energi faller vinkelrdtt mot en
nickelkristall, och en vridbar detektor riknar de spridda elektronerna vid vinkeln 0. Héger: vdgorna fran
tvd grannatomer har végskillnaden d sin 6 och férstédrker varandra ndr den dr ett helt antal végldngder.

2. Vinkeln beror pa spanningen

Elektronens vaglangd bestams av accelerationsspanningen V' genom de Broglie-sambandet, A =
h/\/2m.eV . Insatt i gittervillkoret:

Fysika: Fd3 (de Broglie-vdgldngden)

Hogre spanning ger kortare vaglangd och darmed mindre vinkel. Det var precis det beroendet Davisson
och Germer sag, och vinklarna stamde med de Broglies formel — det férsta direkta beviset for
elektronens vagnatur. Det ger ocksa en lagsta spanning for varje ordning: ordning m syns férst nar A <
d/m.
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topp vid 6 = 50,9°

54 eV =A=h/V(2meV) =0,167 nm N dsinB=A
Ni:d =0,215 nm '
<
[=
(O]
o
©
o
9
-
[0]
=
»
c
i)
£ bakgrund
he)
S
—
o
»n
0 15 30 a5 60 75 90

spridningsvinkel 6 fran infallande riktning (°)

Davisson—-Germer (schematiskt): 54 eV-elektroner mot nickel ger A = 0,167 nm, och den spridda
intensiteten far en topp 6ver den jamna bakgrunden vid 6 = 51°, ddrdsin 8 = A.

3. Braggs lag: reflektion mot kristallplan

Tranger stralningen in i kristallen, som rontgen, neutroner och snabba elektroner gor, sprids den mot
manga parallella atomplan med avsténdet d. Vinkeln 8 méts nu fran planet, inte fran normalen
(glansvinkel). En vag som reflekteras mot nasta plan gar en extra striacka d sin 6 pa vagen in och lika

mycket pa vagen ut:

As = 2dsin 0

| 2dsin 0 = mA |

Den totala avbéjningen fran den infallande riktningen ar 20. Samma lag anvéands for rontgendiffraktion

mot kristallgitter.

G. P. Thomson skot ar 1928 elektroner genom en tunn folie av manga sma, slumpvis orienterade
kristaller. Varje kristall som rakar ha ratt vinkel ger en strale, och tillsammans bildar de koner kring den
infallande stralen. Pa en skarm syns de som koncentriska ringar — samma monster som réntgen ger
genom samma folie.

4. Rontgen, elektroner och neutroner

Alla tre kan mata kristallstruktur, eftersom alla kan fa en vaglangd kring 0,1 nm. Energin som kravs
skiljer sig daremot kraftigt, eftersom sambandet mellan energi och vaglangd ar olika:
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Strdlning Enexgi for A =0,100 nm Samband

Rontgenfoton 12,4 keV E = hc/A
Elektron 150 ev K = h%/(2m.A?)
Neutron 0,0818 ev K = h?/(2m,A?)

Neutronens energi ar jamférbar med den termiska energin vid rumstemperatur, kg T ~ 0,026 eV, och
neutroner med sadana energier kallas termiska neutroner. Elektroner ar laddade och vaxelverkar
starkt med materia, sa de passar for ytor och tunna folier; oladdade neutroner tranger djupt in.
Kurvorna finns i figuren i De Broglie-vaglangd.

O\ Vanliga fel

e Tva olika vinklar. I ytgittret (d sin 8 = mA) méts 0 fran den infallande strélen; i Braggs lag (
2d sin 8 = mA) mats 0 fran kristallplanet, och avbdjningen ar 26.

e V3glangden riknas inte ut férst. Vinkeln bestams av A, och A av spanningen genom
h/+/2m.eV —inte av hc/(eV), som giller fotoner.

e Ordningar som inte finns. Ger réakningen sin 8 > 1 existerar den ordningen inte.

¢ m betyder tva saker. Skriv elektronens massa m, sa att den inte férvaxlas med
ordningstalet m.

5. Losta exempel
:= Exempel — Elektroner mot en kristallyta

Elektroner accelereras fran vila genom 100 V och faller vinkelratt in mot en kristallyta dar
atomraderna ligger p& avstandet d = 0,250 nm. Vid vilka vinklar 8 fr&n den infallande riktningen
far vi intensitetsmaxima? Vilken ar den lagsta accelerationsspanning som ger ett maximum av

andra ordningen?

J Lésning
Vaglangden.

h 6,626 - 10734

)\ — =
v2meeV \/2 9,109 - 1073 - 1,602 - 10719 - 100

=0,123 nm
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Fysika: Te (h, m_e, e)

Ordningarna. sin 6,,, = mA/d:

122
sing, = 22228 _ 491 = 0, =[294°
0,250
20,1226
sinf, = ——=-=-09811 = 0,=|789°
0,250

Form = 3 blirsin 63 = 1,47 > 1, s& det finns bara tvd maxima.

Lagsta spanningen for andra ordningen. Kraver 24 < d, alltsa A < 0,125 nm:

2 (6,626 - 10734)?

V = = =196,3V
2meeA2  2-9,109- 10731 - 1,602 - 10719 - (0,125 * 1079)2 ’

Vid 100 V &r vi alltsa just 6ver gransen, vilket forklarar att andra ordningen hamnar nara 90°.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

‘= Exempel — Braggreflektion av neutroner

Neutroner med den kinetiska energin 0,0500 eV riktas mot en kristall med planavstandet d =
0,200 nm. Bestam neutronernas fart och de Broglie-vaglangd, och alla glansvinklar 6 dar

Braggreflektion sker. Neutronens massa ar 1,675 * 10727 kg.

2 Lésning

Farten. K = 0,0500 - 1,602 - 10719 J = 8,01 - 1072 J:

2K 2:8,01-107 3
v=y4/—= — =13,09 - 10° m/s
my 1,675 10727

Vaglangden.
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ho 6,626 - 1073
m,v 1,675 102 - 3,093 - 10°

A= =10,128 nm

Glansvinklarna. sin 8,, = mA/(2d) = m - 0,1279/0,400 = 0,3198 m:

01 = arcsin0,3198 = [18,6° 0, = arcsin 0,6395 =|39,8° 03 = arcsin 0,9593

Form = 4 blirsin 0 = 1,28 > 1, s& det finns tre reflexer.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

Lasning

e 39.1 Electron Waves
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Elektronmikxroskop

#fysik  #kvantfysik #metod

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: De Broglie-vaglangd, Elektrondiffraktion

Uppldsningen hos ett mikroskop begransas av vaglangden, och elektronens de Broglie-vaglangd ar
omkring 10719 m mot synligt ljus 5 - 1077 m — tusentals ganger battre.
Transmissionselektronmikroskopet (TEM) skickar elektroner genom ett 10-100 nm tunt prov

och nar 0,1 nm upplésning. Svepelektronmikroskopet (SEM) slar i stéllet loss sekundarelektroner
fran ytan och mater variationen i strom; det ger 10 nm upplésning, ser bara ytan men ger en bra
tredimensionell bild.

Formeln, symbol f6r symbol

) h
eleMens v 2me ev
vaglangd N
rorelsemangden

efter spanningen V

1,23
A =

_ \%4
inm ~~

ivolt

Spanningen ger elektronen rorelseenergi, rorelseenergin ger rérelsemangd, och stérre rorelsemangd
betyder kortare vaglangd — men bara som 1/4/V . Det ar den korta vaglangden, inte férstoringen, som
gor elektronmikroskopet skarpare an ljusmikroskopet.

1. Upploésningen bestams av vaglangden

Ett mikroskop kan inte skilja at detaljer som ar mycket mindre an vaglangden pa det som belyser
provet, eftersom diffraktionen suddar ut varje punkt till en flack av ungefar den storleken. Med synligt

ljus kring 500 nm stannar gransen darfor pa nagra hundra nanometer, hur bra linserna an ar.
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FOOO05T - Elektronmikroskop

En elektronstrale kan avbildas pa samma satt som en ljusstrale: elektriska och magnetiska falt bojer
elektronbanorna sa som linser bryter ljus. Sjalva férstoringen kraver alltsa inga vagegenskaper —
banorna kan réknas ut klassiskt. Vagnaturen kommer in forst i upplosningen, och dar vinner elektronen
stort eftersom dess de Broglie-vaglangd ar tusentals ganger kortare an ljusets.

2. Elektronens vaglangd vid spanningen V

Elektronerna lamnar en glodkatod med férsumbar fart och accelereras genom spanningen V' . Faltet
utrattar arbetet eV, sa

K=eV

Klassiskt ar K = p2/2me, alltsd

p=+/2m.K = \/2meV

och de Broglies samband A = h/p ger

h
v/ 2m.eV

Fysika: Fd3 (de Broglie-vdgldngden, i formen A = h//2mK med K = eV)

A=

Séatter vi in konstanterna blir A # 1,23 nm/4/V med V ivolt: 100 V ger 0,123 nm, allts& ungefar ett
atomavstand, och 10 kV ger 0,0123 nm. Vaglangden avtar bara som 1/4/V, s&a hundra ganger hogre
spanning ger tio ganger kortare vaglangd.

3. Relativistisk korrektion

Ett transmissionselektronmikroskop arbetar med 40-400 kV. Elektronens viloenergi ar m,c?> = 511
keV, sa vid nagra hundra kV ar K inte langre litet jamfort med mec? och den klassiska formeln ger for
lang vaglangd. Relativistiskt blir

hc
VK2 + 2Km,c?

¢ Harledning av den relativistiska vaglangden
Den totala energin ar viloenergin plus den kinetiska energin, se Relativitetsteori:

E=K+mec2
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FOOO05T - Elektronmikroskop

Energi och rérelsemangd hanger ihop via
E? = (pc)’ + (mec?)y’
Satt in E och utveckla kvadraten:
(pc)? = (K + m,c?)? = (m,c?)? = K* + 2Km,c?

Med A = h/p = hc/(pc) foljer formeln i rutan. For K << m,c? kan K? strykas mot 2Km,c?, och
da blir pc = v/2Km,c? och A = h/4/2m,K — den klassiska formeln.

Rakna garna med he = 1240 eV-nm och mec? = 511 keV; d& behéver inga joule anvindas alls.
Skillnaden &r 0,5 % vid 10 kV, 2 % vid 40 kV och 5 % vid 100 kV.

typiskt TEM
40-400 kv
atomavstand = 0,1 nm = 100 pm

- 50
e A= h/V(2meV)
=
~< 20
yol
5
o] 10
o0
°g

5

2 — — Klassiskt

= relativistiskt
1
100V 1 kV 10 kv 100 kV

accelerationsspanning V

Elektronens de Broglie-vagldngd mot accelerationsspdnningen, i logaritmisk skala. Under ungefér 10 kV
sammanfaller den klassiska och den relativistiska kurvan; i det skuggade omrddet déir TEM arbetar ger
den klassiska formeln ndgra till knappt 20 % fér ldng vdgldngd.

4. TEM och SEM

I ett transmissionselektronmikroskop (TEM) gar stralen rakt genom provet. En kondensorlins av
magnetfalt gor stralen parallell, en objektivlins ger en mellanbild och en projektionslins en slutlig reell
bild pa en fluorescerande skarm eller en detektor — samma roller som objektiv och okular i ett optiskt
mikroskop. Allt sitter i vakuum, annars sprids elektronerna mot luftmolekylerna.

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 249 /526



FOOO05T - Elektronmikroskop

ljusmikroskop

lampa

oga eller kamera

ljus: A = 500 nm
upplosning ~ 200 nm

kalla

kondensorlins

tunt prov

objektivlins

okular / projektor

bild

elektronmikroskop (TEM)
vakuum MW glddkatod,
V ~100 kV

fluorescerande skarm

elektroner: A = 0,004 nm
upplésning ~ 0,1 nm

Ljusmikroskopet och TEM sida vid sida: samma roller fér kélla, kondensor, prov, objektiv och projektor,

men glaslinserna dr utbytta mot magnetspolar och ljuset mot elektroner i vakuum. Det som éndras ér

vdgldngden, och ddrmed upplésningen.

Upplosningen blir sallan battre an 0,1 nm, trots att vaglangden kan vara en hundradel av det. En orsak

ar att den magnetiska linsens brannvidd beror pa elektronens fart, och alla elektroner i stralen har inte

exakt samma fart.

I ett svepelektronmikroskop (SEM) fokuseras stralen till en fin punkt som sveper éver provet. Dar
stralen traffar slas sekundarelektroner loss, och en anod nagra hundra volt positiv relativt provet
samlar upp dem. Strommen varierar med ytans lutning, och den variationen blir bilden.

Stralen
Provet

Det som mats
Uppldsning

Bilden

/\ Vanliga fel

e Fotonformeln anvands for elektronen. A = hc/E géller bara masslosa fotoner. For

TEM

gar genom provet
10-100 nm tunt
transmitterade elektroner
ca0,1 nm

tvarsnitt, inre struktur

SEM

sveper over ytan

far vara tjockt

sekundarelektroner fran ytan

cal0nm

ytan, tydligt tredimensionell

elektronen ar A = h/p med p = 1/2mcK, eller den relativistiska formeln.

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19

250/526



FOOO5T - Elektronmikroskop

¢ Spanning och energi blandas. En elektron accelererad genom V volt far K = eV, alltsa V
elektronvolt — men i SI-enheter ska K i joule in, eV med e = 1,602 + 10719 C.

 Den klassiska formeln anvinds vid hundratals kV. Jamfor alltid K med m.c? = 511 keV.
Redan vid 100 kV ar felet 5 %.

e Upplésningen sitts lika med vaglangden. Vaglangden &r en nedre grans; linsfel gor att
TEM i praktiken stannar vid ungefar 0,1 nm.

5. Losta exempel
‘= Exempel — TEM vid 200 kV

Ett transmissionselektronmikroskop accelererar elektroner fran vila genom 200 kV. Bestam
elektronernas de Broglie-vaglangd, dels med den klassiska formeln och dels relativistiskt. Hur
stort blir felet med den klassiska formeln, och hur manga ganger kortare ar vaglangden an gront
ljus med 550 nm?

2 Losning

Energierna. K = eV = 200 keV och m,c? = 511 keV. Kvoten K/m,c? ~ 0,39 &r inte liten,
sa den relativistiska formeln behovs.

Klassiskt.

pc = v/2Km,c? = v/2 - 200 - 511 keV = 452 keV

hc 1240 eV : nm
M=—=——>—=|2,74pm

Fysika: Te (mec?, hc)

Relativistiskt.

pc = /K2 +2Km,c2 = 1/2002 + 2 - 200 - 511 keV = 494 keV

_ 1240 eV -nm _
494 - 103 eV

A 2,51 pm

Felet. Den klassiska formeln ger
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2,742 — 2
’—’508 ~19,3%
2,508
for lang vaglangd.
Jamforelse med ljus.
550
M (2,19 10°
2,51 1073 nm

Att upplosningen anda bara blir omkring 0,1 nm beror pa linsfelen, inte pa vaglangden.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Exempel — Elektron eller proton

En elektron och en proton accelereras var for sig fran vila genom 1,00 kV. Bestam de Broglie-
vaglangden for bada och kvoten mellan dem.

¢ Lésning

Klassiskt racker. Bada far K = 1,00 keV, vilket ar litet jamfért med bade 511 keV och
protonens viloenergi 938 MeV.

Elektronen.
h 26 - 10734 -
Ao = = 6,626 - 10 =13,88-10 'm
v2meeV  (/2-9,109 10731 - 1,602 - 10719 - 1,00 - 103
Protonen. Samma formel med m, = 1,673 - 107" kg:
6,626 - 107>
Ap = =[9,05- 10 m
v/2+-1,673+107%7 - 1,602 - 10719 - 1,00 - 103

Kvoten. Laddning och spanning ar desamma, sa bara massan skiljer:
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=,/ —2 =41836~ 42,9

Protonen ger alltsa kortare vaglangd vid samma spanning. Elektronerna anvands
anda, bland annat for att de ar latta att producera med en glodkatod och bgjs latt av

magnetiska linser.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

Lasning

e 39.1 Electron Waves
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Stimulerad emission

#fysik  #optik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Fotonen, Bohrs atommodell

En atom vaxlar mellan energinivaer pa tre satt. Vid absorption tar den upp en foton vars energi matchar
en energidvergang i atomen. Vid spontan emission faller den tillbaka av sig sjalv och sander ut en foton
med samma frekvens men slumpmassig riktning och fas. Vid stimulerad emission traffar en foton en
redan exciterad atom och tva fotoner gar ut — varje ingdende foton genererar alltsa en extra.
Resonansen mellan foton och atom gor att de tva far samma riktning, fas och polarisation: de ar
koherenta. Det ar en ovantad kvanteffekt och hela grunden for ljusforstarkning.

Formeln, symbol f6r symbol

dN
x (nex - ng) N
L o~
" T otoner
fotonernas overvikt i det i stralen

e ovre tillstandet
tillvaxt

Varje foton i stralen kan antingen stimulera en exciterad atom eller absorberas av en atom i
grundtillstandet, och det som avgor vilket som vinner ar bara vilket tillstdnd som har flest atomer.
Eftersom tillvaxten dessutom ar proportionell mot N sjalvt vaxer en forstarkt strale som en lavin.

1. Resonansvillkoret

Betrakta en atom med ett grundtillstdnd E4 och ett exciterat tillstdnd E,,. En foton kan bara
vaxelverka med just den dvergangen om dess energi passar energiskillnaden, samma villkor som
ger linjespektrumet:

hf = E, -~ E,

Fotoner med andra energier gar forbi utan att paverka 6vergangen. Alla tre processerna nedan handlar
om fotoner med exakt den har energin.
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FOOO05T - Stimulerad emission

2. Tre processer
Absorption. En atom i grundtillstandet tar upp fotonen och hamnar i E,,. Fotonen férsvinner.

Spontan emission. En exciterad atom faller av sig sjalv tillbaka till Eg, typiskt inom 1078 s, och sander
ut en foton med samma frekvens. Riktning och fas ar slumpmassiga — varje atom stralar oberoende av
de andra.

Stimulerad emission. En foton traffar en atom som redan ar exciterad. Atomen faller till E4 och sander
ut en andra foton som ar en kopia av den forsta: samma frekvens, riktning, fas och polarisation. Den

inkommande fotonen fortsatter oférandrad. Energin i den nya fotonen kommer fran atomen:

hf +(Eex_Eg):2hf
N ——

in fran atomen ut
absorption spontan emission stimulerad emission
hf
Eex
N n AN\
AN AN 2nf
\N\N\N»>
Eg
fotonen tas upp, en foton, slumpvis tva identiska fotoner:
atomen exciteras riktning och fas samma riktning och fas

De tre processerna som nivascheman. Ofylld ring: atomens tillstdnd fére, fylld prick: efter. Vid
absorption férsvinner fotonen, vid spontan emission gar en foton ut at ett slumpvis hall, och vid
stimulerad emission gar tvd identiska fotoner ut 4t samma hall.

Fore Efter Utgdende fotoner

Absorption foton + atom i Eg atom i Epy inga

en, slumpmassig riktning

Spontan emission atomi E,, foton + atom i 4

och fas
Stimulerad foton + atom tva fotoner + atom

tva, identiska och koherenta
emission i Eex iEg

Varje stimulerad emission fordubblar alltsa antalet fotoner i just det tillstandet. Upprepas processen
langs stralen vaxer en enda foton till en lavin av koherenta fotoner — det &r forstarkningen i en laser.
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3. Forstarkning eller dampning

En foton som fardas genom en gas kan antingen absorberas av en atom i E eller stimulera en atom i
E.x. For en 6vergang mellan tva enkla tillstand ar de tva processerna lika sannolika per atom. Takterna
blir darfor proportionella mot hur manga atomer som finns i respektive tillstand:

Rabs « Ng Rstim & Nex

Varje absorption tar bort en foton och varje stimulerad emission lagger till en, sa nettoférandringen av
antalet fotoner N i stralen ar

dN

E (69 (nex - ng)N

Arn,, < ng ddmpas stralen, ar ne, > ngy forstérks den. I termisk jamvikt &r nastan alla atomer i

grundtillstandet, s ljuset absorberas. For forstarkning kravs populationsinversion.
/\ Vanliga fel

¢ Den inkommande fotonen absorberas. Den gor det inte — den gar vidare oférandrad, och
en ny, identisk foton tillkommer.

¢ Stimulerad emission skapar energi. Den extra fotonens energi E.x — Eg tas fran atomen,
som hamnar i det lagre tillstandet.

¢ Vilken foton som helst kan stimulera. Fotonens energi maste stamma med 6vergangen,
hf = Eex — Eq.

e Spontan emission ar koherent. Spontant utsanda fotoner har slumpmassig riktning och
fas; bara stimulerad emission ger koherent ljus.

e Stimulerad emission racker for forstarkning. Den konkurrerar med absorptionen, och

vinner bara om ney > ng.

4. Losta exempel
‘= Exempel — Neondvergangen
Neondvergangen som ger rott ljus har vaglangden 632,8 nm.

1. Hur stor ar energiskillnaden mellan nivaerna, i eV?

2. En foton med vaglangden 632,8 nm traffar en neonatom i den 6vre nivan. Vad lamnar
atomen, och hur stor ar fotonernas sammanlagda energi efterat?

3. Vad hander om i stéllet en foton med vaglangden 500 nm traffar atomen, raknat bara med

den héar 6vergangen?
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2 Lésning

1. Energiskillnaden.

Eex—Eg=—="—"——=[196eV

Fysika: Te (hc)

2. Stimulerad emission. Fotonen har ratt energi, sa atomen sander ut en andra foton med
samma frekvens

2,998 - 108

T 4,74 - 10" Hz

c
f:X:

och samma riktning, fas och polarisation. Tva fotoner ldmnar atomen, med sammanlagt

2hf =2-196eV =(3,92 eV

Den extra energin 1,96 eV kommer fran atomen, som hamnar i den lagre nivan.

3. Fel energi. En foton med 500 nm har

124
hf = 1240 eV =2,48eV E 1,96 eV
500

Den passar inte 6vergangen och kan darfor varken stimulera emission eller absorberas i den.
Fotonen passerar.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Exempel — Stimulerad emission mot absorption i jamvikt

En gas med 6vergangen 1,96 eV ar i termisk jamvikt. Absorption och stimulerad emission antas
vara lika sannolika per atom. Bestam kvoten mellan takten for stimulerad emission och takten for
absorption vid 300 K och vid 3000 K.
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J Lésning

Kvoten dr populationskvoten. Eftersom takterna ar proportionella mot ney respektive ng
och Boltzmannfaktorn ger populationerna, se Populationsinversion:

Rstim _ Mex _ o~ (EeEq)ksT

Vid 300 K. kgT = 8,617 - 107> - 300 = 0,0259 eV, sa

E. — Eg _ 1,96 _ 75,8 Rstim =8 [12-1070
kgT 0,0259 Il

Vid 3000 K. kgT = 0,259 eV, sa

Eox = Eg — 758 Rt _ 6_7’58 ~ (5,1 - 10—4
kBT Rabs

Aven vid glodtrddstemperatur absorberas ljuset ndstan tva tusen ganger oftare dn

det forstarks.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer éverens.

Lasning

e 39.4The Laser
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Populationsinvexrsion

#fysik  #optik  #princip

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Stimulerad emission

I termisk jamvikt ar nastan alla atomer i grundtillstandet. Maxwell-Boltzmannférdelningen ger kvoten
mellan exciterade och icke-exciterade atomer till 0,00044 f6r en 6vergang pa 2 eV vid 3000 K — en
forsvinnande liten andel, sa absorption ar langt mer sannolik an stimulerad emission aven vid hog
temperatur. For att forstarka ljus maste jamvikten brytas sa att den évre nivan ar mer befolkad &n den
undre. Det kréver ett metastabilt tillstand med livstid kring 107> s i stillet fér normala 1078 s.

Mex _ - (BoEg)kT
Ng

Formeln, symbol f6r symbol

energisteget
—
nex _ Eex - Eg
ng kT
e ok
atomer uppe per b
atom ggrep energl

Kvoten avgors av hur stort energisteget ar jamfort med den termiska energin kT. Exponenten &r
negativ vid varje temperatur, sa i jamvikt ar det dvre tillstandet alltid glesare befolkat — en inversion
kraver att jamvikten bryts.

1. Nivaer och tillstand

En energiniva kan ofta nds pa flera satt, och varje satt ar ett eget tillstdnd. Vateatomens grundniva
—13,6 eV har tva tillstand och forsta exciterade nivan —3,40 eV har atta. Maxwell-
Boltzmannfordelningen galler per tillstand: i jamvikt vid temperaturen T &r antalet atomer i ett
tillstand med energin E;
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nl — Ae_El/kBT

dar A bestams av det totala antalet atomer. Kvoten mellan tva tillstand ger formeln i rutan 6verst —
konstanten A tar ut sig. Jamfor vi i stallet tva nivder med g, och gy tillstdnd var, raknas varije tillstand

for sig:

Nex = & e_(Eex_Eg)/kBT

Ng  gg

2. Termisk jamvikt ger aldrig inversion

Exponenten ar negativ for varje T > 0, sa ett hogre tillstand ar alltid glesare befolkat an ett lagre. For
en Overgang pa 2,0 eV:

T kgT Nex/Ng

300 K 0,026 ev 2,5-10734
3000 K 0,26 eV 4,4-107
10000 K 0,86 eV 0,098

Forst nar T — oo narmar sig kvoten 1 — den blir aldrig stérre. Eftersom stimulerad emission och
absorption ar lika sannolika per atom, se Stimulerad emission, absorberar en gas i jamvikt alltid mer
an den forstarker.

Att lysa in ljus med just dvergdngens frekvens hjdlper inte heller. S& lange ng >> n,, gar nastan all
energi at till absorption, och aven med enormt intensivt ljus nar man i basta fall n,, = Ng: dar tar
absorption och stimulerad emission ut varandra och gasen blir genomskinlig for stralningen.

Populationsinversion ar det icke-jamviktslage dar ett hogre tillstand har fler atomer an ett lagre. Satter
viin nex/ng > 1 i Boltzmannfaktorn och l6ser ut T' blir temperaturen negativ — ett formellt satt att sdga
att inget termiskt jamviktslage kan ge inversion.

termisk jamvikt populationsinversion
(X ] 000000000
Eex Eex
Ve Ve 2
m ANN> AN AN
AN
£ 00000000OCOCO £ [ X X )
g
Ney < Ng: stralen ddmpas Ney > Ng: stralen forstarks
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Varje prick dr en atom. I jaimvikt ligger de flesta i grundtillstdndet, sd fotonerna i en strdle absorberas
oftare dn de stimulerar emission och strdlen ddmpas. Vid inversion dr det tvdrtom: de flesta atomerna

véntar i det 6vre tillstandet, och strdlen férstdrks.

3. Metastabilt tillstand och pumpning

Inversionen byggs i stéllet upp med atomer som har ett metastabilt tillstand. Vanliga exciterade
tillstand téms genom spontan emission p& omkring 108 s, medan ett metastabilt tillstand lever
omkring 1072 s, ungefar 10° ganger langre. Det kan intraffa nar bevarandet av rérelseméangdsmoment

forsvarar 6vergangen nedat.

Atomerna pumpas upp ur grundtillstandet, i en gas till exempel med en elektrisk urladdning dar
elektroner och joner exciterar atomerna genom kollisioner. De kortlivade tillstanden toms pa 1078 s,
men atomerna samlas i det metastabila tillstandet. Det har fortfarande farre atomer an
grundtillstandet, men manga fler &n ett nastan tomt tillstand strax ovanfor grundtillstandet.
Inversionen galler mellan de tva — det ar sa lasern arbetar.

trenivasystem antal fyrnivsystem antal

atomer atomer
E E
S \ : PTTA
! snabbt ! snabbt
; [ ; [
E2 e E2 e
00
o0 £
£ s
5 g laser
o
2 laser
w |
E1
snabbt 1
w . ;
E1 Eo h 4
N2z > N1 mot grundtillstdndet: N2z > N1 mot en nastan tom niva:
6ver hilften av atomerna maste pumpas lite pumpning racker

Tre- och fyrnivdsystem jamférda: i bada pumpas atomerna till E3 och faller snabbt till den metastabila
E,, men i trenivdsystemet mdste E, inverteras mot grundtillstdndet, medan fyrnivdsystemets undre
laserniva E1 téms snabbt och ndstan dr tom (staplarna visar antal atomer,).

/\ Vanliga fel

“AE/ksT < 1 f5r alla positiva T.

e HOg temperatur ger inversion. Den gor det aldrig: e
¢ Inversionen maste galla mot grundtillstandet. Det racker att den 6vre lasernivan har

fler atomer an den undre lasernivan, som garna ligger strax ovanfor grundtillstandet och

toms snabbt.
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¢ Nivaer och tillstdnd blandas. Boltzmannfaktorn galler per tillstand. Jamfors tva nivaer
maste antalet tillstand g i varje niva tas med.
o kgT ifel enhet. Rikna antingenieV med kg = 8,617 - 107 eV/K elleri I med kg =
1,381 - 10723 3/K — exponenten maste bli dimensionslés.

e Metastabil betyder stabil. Tillstandet har en andlig livstid kring 1073 s; det &r bara
ovanligt [anglivat.

4. Losta exempel
‘= Exempel — Exciterat vate pa solytan

Solens yta har temperaturen 5800 K. Vateatomens grundniva har 2 tillstand och forsta exciterade
nivan 8 tillstand, och energiskillnaden mellan nivaerna ar 10,2 eV. Hur manga vateatomer finns i
den forsta exciterade nivan per atom i grundnivan?

2 Lésning
Termisk energi.

ksT = 8,617 - 10~ eV/K - 5800 K = 0,500 eV
Fysika: Te (k)

Exponenten.

Ee—E, 10,2

- = 20,4 e %4 =137-107°
kgT 0,500

Med tillstandsfaktorn. g,,/g, = 8/2 = 4, sa

Nex

g

=4-137-10°=|5,48-10"°

Ungefar fem atomer pa en miljard ar exciterade — anda ar de manga nog att ge
solspektrumets vateabsorption i Balmerserien, eftersom solen innehaller sa enormt

mycket vate.
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Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Exempel — Termisk pumpning racker inte

Tva enkla tillstand skiljer sig med 1,17 eV.

1. Vid vilken temperatur &r n,,/ngy = 0,100?

2. Vilken temperatur skulle formellt krévas for att nex/ng = 2,00?

¢ Lésning

Los ut temperaturen. Logaritmera Boltzmannfaktorn:

1 Ney _  AE
ng kBT
AE
T =-
kg In(nex/ng)
1. Med In 0,100 = —2,303:
T = L,17ev ~(5.90 - 103 K
~ 8617-10°eV/K - 2,303 L=
2. Med In 2,00 = 0,693:
= 1,17 =(-1,96 - 10* K

8,617-10° - 0,693

Temperaturen blir negativ: ingen jamvikt, hur varm som helst, ger inversion. Den maste

skapas genom pumpning.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 39.4 The Laser
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Laser

#fysik  #optik #modell

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Populationsinversion, Stimulerad emission

Lasern kombinerar populationsinversion med en resonator: speglar later ljuset passera det aktiva
mediet manga ganger, sa att varje foton hinner utlésa allt fler stimulerade emissioner. I fyra-nivalasern
skapas inversionen genom excitationspumpning — elektriska urladdningar genom en gas ger
elektroner och joner som exciterar atomer via krockar — och den sker mellan tva exciterade nivaer, sa
den undre behéver inte vara grundtillstandet. Halvledarlasern ger i stéllet kontinuerlig drift och sitter i
laserpekare, dvd och Blu-ray.

Formeln, symbol f6r symbol

hf = E 2 - E 1
~N~ ~N~ N~
laserfotonens ~ ©vre laser-  undre laser-
energi nivan nivan

ut per foton

—

E, - Ey
Nmax =
N~~~ E3
storsta ~N~

verkningsgrad in per atom

Pumpen betalar hela vagen upp till E3, men laserfotonen tar bara med sig steget E» — E1. Resten blir
varme i de snabba 6vergangarna, och darfor har laserljuset alltid langre vaglangd an pumpljuset.

1. Tre ingredienser

Namnet ar en forkortning av light amplification by stimulated emission of radiation, och en laser
behover tre delar:

1. Ett aktivt medium — en gas, ett fast amne eller en halvledare med lampliga energinivaer, dar
stimulerad emission kan forstarka ljuset.

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 265 /526


file:///opt/buildhome/repo/public/tags/fysik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/optik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/modell
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Populationsinversion
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Stimulerad-emission
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Stimulerad-emission

FOOO5T - Laser

2. En pump som tillfér energi och haller uppe en populationsinversion, annars absorberar mediet

mer an det forstarker.

3. En resonator — tva speglar som skickar ljuset fram och tillbaka genom mediet, sa att varje foton

hinner stimulera manga atomer.

Resultatet &r en strale som ar nastan monokromatisk, parallell och koherent 6ver hela tvarsnittet.

spegel
100 %

aktivt medium med populationsinversion

delvis genomslapplig
spegel, t.ex. 99 %

.
°

Sk

\\'

|

|

|

pump: urladdning eller blixtljus

T

snett: lamnar
mediet

N\NNNND>

laserstrale
Pyt = T-Peirk

De tre delarna i en bild. Pumpen hdller uppe inversionen i det aktiva mediet, och speglarna

skickar ljuset ldngs axeln fram och tillbaka sa att det forstdrks vid varje passage. Fotoner som

gar snett [dmnar mediet, och en liten andel av det cirkulerande ljuset sldpps ut genom den delvis

genomsldppliga spegeln.

2. Fyra-nivalasern

Atomen har grundtillstandet Ey = 0 och tre exciterade tillstand E; < E, < E3. E; och E3 har vanliga
livstider kring 1078 s, medan E» ar metastabilt med livstid kring 107> s.

1. Fére pumpning ar alla atomer i grundtillstandet.

2. Pumpningen lyfter atomer till E¢, E5 och Es.
3. Efter ungefar 1078 s har E3 témts, delvis ned till E», och E1 har témts till grundtillstandet.
Atomerna har samlats i E5, som nu har fler atomer an det nastan tomma E.

4. Laserovergangen E, — Ej startar med ndgra spontana fotoner. Speglarna skickar tillbaka dem

genom mediet, och de stimulerar allt fler atomer i E».

Laserfotonens energi ar energiskillnaden i 6vergangen, som i ett linjespektrum:
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antal atomer
kort livstid, ~10-8 s

E3 A
i snabbt
E V metastabil, ~103 s _
2
o0
£
s laser inversion:
§ hf=Ez2-E1 N2 >> N1
o
w kort livstid, ~10~8 s |
E1 T
snabbt !
v grundtillstand
Eo

Fyra-nivdlasern. Pumpningen lyfter atomer till E3, som snabbt faller till det metastabila E.
Laserévergdngen gar till E1, som i sin tur téms snabbt till grundtillstdndet. Staplarna till héger visar
populationerna strax efter pumpningen, schematiskt: E har fler atomer én E; trots att grundtillstdndet
har flest.

Bada hjalpnivaerna fyller en funktion. E3 matar E> med atomer, och E1 gor inversionen latt: eftersom
den undre lasernivan téms snabbt racker det med ett fatal atomer i E; for att den ska ha fler an E;.
Vore den undre lasernivan grundtillstandet skulle mer an halften av alla atomer behéva pumpas upp.

Varje pumpning kostar minst E3 per atom och varje laserfoton bar E; — E1, sd hogst andelen

E, - E;
Es3

Nmax =

av pumpenergin kan komma ut som laserljus. Resten blir virme i de snabba Gvergangarna.

3. Resonatorn

Den ena spegeln reflekterar 100 %, den andra kanske 95-99 %. Fotoner som gar snett ut ur mediet

forsvinner, medan de som gar langs axeln passerar manga ganger och tar éver. Det ar darfor stralen
blir parallell.

Den delvis genomslappliga spegeln slapper ut en andel T av den effekt som cirkulerar i resonatorn:
Put =T Pcirk

Antalet fotoner per sekund i stralen féljer ur effekten och fotonenergin, se Fotonen.
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4. Pulsad och kontinuerlig drift

En pulsad laser ger en blixt varje gang atomerna pumpas: inversionen byggs upp, téms genom
stimulerad emission och byggs upp igen. I en kontinuerlig laser pumpas atomerna hela tiden. Da
maste pumpningen vara sa stark att lika manga atomer per sekund fors upp till E> som lamnar E,
genom emission, annars bryts inversionen.

Bara vissa material har ratt nivastruktur. Gaslasrar och fasta lasrar med till exempel neodymglas
anvander atomernas nivaer. Den vanligaste typen, halvledarlasern i laserpekare, laserskrivare och dvd-
och Blu-rayspelare, anvander i stallet energiband for elektroner som ror sig fritt i en halvledare.

Ett neonror i en reklamskylt lyser med samma roda linje som en helium—neonlaser, men dar sker bara
spontan emission: det finns varken inversion eller speglar.

/\ Vanliga fel

¢ Laserfotonen fr pumpenergin. Den far E, — E{, som &r mindre &n pumpenergin Es.
Laserljuset har darfor langre vaglangd an pumpljuset.

¢ Inversionen giller mot grundtillstandet. I fyra-nivalasern racker det att E, har fler atomer
an Eq.

o Bada speglarna reflekterar allt. D& kommer ingen stréle ut; den ena maste slappa igenom
en liten andel.

¢ Kontinuerlig drift utan jamvikt i takterna. Pumptakten in i E> maste vara minst lika stor
som takten ut ur E», annars upphor inversionen.

¢ Halvledarlasern anvinder atomnivaer. Den anvander energiband i halvledaren.

5. Losta exempel
:= Exempel — En fyra-nivalaser

En fyra-nivalaser har nivderna E; = 0,25eV, E;> = 1,42 eV och E3 = 1,80 eV
over grundtillstandet.

1. Vilken vaglangd har laserljuset, och vilken vaglangd maste pumpljuset ha for att lyfta
atomer fran grundtillstandet till E3?

2. Hur stor andel av pumpenergin kan som mest komma ut som laserljus?

3. En puls témmer 2,00 - 10 atomer i E> genom stimulerad emission under 10,0 ns.
Bestam pulsens energi och medeleffekt.
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J Lésning

1. vVaglangderna. Laserdvergangen har E» — E1 = 1,17 eV, sa

hc 1240 eV : nm
}\ P B = = ]_
lase E2 — El 1,17 oV 060 nm

Fysika: Te (hc) Pumpningen kraver 1,80 eV:

1240 eV - nm
Apmp = —Jao oy T

Laserljuset ar infrarott, pumpljuset rott.

2. Storsta verkningsgraden.

_ E;-E 1,17

Mmax = E3 1,80 -

65,0 %

3. Pulsen. Varje atom ger en foton med 1,17 eV:

E=2,00-10"%-1,17-1,602-10"*J=(0,375J

p=—=—""""_ =1375-10' W

En mattlig energi blir en mycket hég effekt nar den kommer ut pa nagra nanosekunder.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer 6verens.

‘= Exempel — Helium—-neonlaser i kontinuerlig drift

En helium—neonlaser ger 1,00 mW kontinuerligt vid 632,8 nm. Utgangsspegeln slapper igenom
1,0 % och reflekterar resten.

1. Hur manga fotoner per sekund lamnar lasern?
2. Hur stor effekt cirkulerar i resonatorn?
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3. Hur manga atomer per sekund maste minst pumpas upp till den évre lasernivan?
2 Losning
1. Fotontakten. Fotonenergin ar

6,626 - 10734+ 2,998 - 108
632,8 - 1079

hf = % _ =3,14-107°7J

dN P 1,00+ 1073
eV _ & _ 5 — 3’19 . 1015 S—l
dt ~ hf 3,14-10719

2. Cirkulerande effekt. Ur Pyt = T Peirk:

3. Pumptakten. I kontinuerlig drift ar antalet fotoner i resonatorn konstant. Varje foton som
lamnar lasern ersatts av en stimulerad emission, och varje sadan tdmmer en atom i den évre

nivan. Pumpen maste darfor féra upp minst

3,19 - 10'° atomer/s

I verkligheten kravs mer, eftersom en del atomer faller spontant och en del fotoner gar
forlorade i speglarna.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 39.4 The Laser
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Svartkroppsstralning

#fysik  #kvantfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Temperatur och varme, Linjespektrum

Vatskor och fasta amnen stralar med kontinuerligt spektrum i stallet for det linjespektrum en gas ger.
Idealfallet ar svartkroppen, som absorberar och emitterar vid alla vaglangder. Experimenten ger fyra
resultat: den totala intensiteten I i W/m? varierar med temperaturen, spektralemittansen I(A) i W/m?>
varierar med vaglangden och har ett maximum, laget A, forskjuts mot kortare vaglangder nar T dkar,

och alla kurvor har samma form — de faller pa varandra om axlarna skalas om.

Formeln, symbol f6r symbol

I =] ) d
N~ 0 ~~ ~~
total intensitet spektralemittans smalt
i W/m? PO a1 Vaglangdsband

I(A) &r kurvans héjd — hur mycket som strélas ut per meter vaglangd — och I &r arean under hela
kurvan, alltsa allt som stralas ut per kvadratmeter yta.

1. Svartkroppen som idealisering

En svartkropp absorberar all stralning som faller in, vid alla vaglangder, och reflekterar ingenting. Kall
ser den darfor helt svart ut. Samma yta ar ocksa den basta tankbara stralaren. En kropp i termisk
jamvikt med omgivningen maste namligen strala ut lika mycket som den absorberar vid varje vaglangd,
annars skulle den av sig sjalv bli varmare eller kallare &n omgivningen.

En perfekt svartkropp finns inte, men ett halrum med ett litet hdl kommer nara. Ljus som gar in genom
halet reflekteras manga ganger mot insidan och absorberas till slut. Nar halrummet varms upp blir
stralningen som kommer ut genom halet nastan ideal svartkroppsstralning. Spektrumet beror da bara
pa temperaturen och inte pa vilket material vaggarna ar gjorda av.
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ljus som gar in uppvarmt: halet stralar
»
e T
g
reflekteras manga ganger spektrumet beror bara pa T,
och absorberas till slut inte pa vaggmaterialet

Hdalrummet som svartkropp. Vénster: ljus som gdr in genom hdlet studsar mot vdggarna och férsvagas
vid varje reflektion, sd ndstan inget kommer ut igen. Héger: vdrms hdalrummet upp strdlar hélet ut
svartkroppsstrdlning med ett spektrum som bara beror pd T .

2. Intensitet och spektralemittans

Spektralemittansen I(A) ar intensiteten per vaglangdsintervall. I(A) dA &r alltsa den intensitet som
strélas ut i intervallet mellan A och A + dA. Den totala intensiteten far vi genom att summera 6ver alla

vaglangder, och den &r arean under kurvan:

[ee]

I=f IQ)d\
0

Fysika: Fd4 (i Stefan-Boltzmanns lag, som I(T) = fooo I(A, T)d))

Storhet Betydelse Enhet
I effekt per ytenhet, alla vaglangder W/m?
IY) effekt per ytenhet och per vaglangdsintervall ~ W/m?

For ett smalt intervall AA racker det att multiplicera héjden med bredden:

AT = I(}) AX

3. De experimentella lagarna

De fyra observationerna i ingressen motsvarar var sin lag:
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Observation Lag Not
Totala intensiteten vaxer kraftigt med T I=0T* Stefan-Boltzmanns lag
Toppen flyttas mot kortare vaglangder nar T dkar  AmaxI = konstant — Wiens férskjutningslag

Kurvorna har samma form vid alla temperaturer hela I(A) Plancks stralningslag

Stefan-Boltzmanns och Wiens lagar hittades forst empiriskt. Bada féljer ur Plancks lag, den forsta

genom integration och den andra genom derivering.

12 \
synligt
\
\
10 \
\
\
o 8 \  Rayleigh (klassisk), 5000 K
(=
- \
; toppens lage \
‘QO 6 AmaxT = konstant .‘ \
=) ' \
= L 5000 K \
= 4
2
0
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

vaglangd A (um)

Spektralemittansen vid tre temperaturer. Toppen blir hégre och flyttas mot kortare vagldngder ndr
temperaturen 6kar (prickat). Streckat: Rayleighs klassiska forutsdgelse vid 5000 K, som stimmer vid
ldnga vagldngder men véxer utan grdns vid korta.

4. Den klassiska fysikens misslyckande

Rayleigh behandlade stralningen i halrummet som staende elektromagnetiska vagor, alltsa
svangningsmoder. Enligt ekvipartitionsprincipen skulle varje mod f& medelenergin kg T . Nar han
raknade antalet moder per vaglangdsintervall fick han

2nickg T

10) = =3

Vid langa vaglangder stammer uttrycket med matningarna. Vid korta vaglangder gar det daremot mot

oandligheten, medan de uppmatta kurvorna gar mot noll. Integralen éver alla vaglangder blir
dessutom oandlig. Det kallades den ultravioletta katastrofen.
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Planck l6ste problemet genom att lata svangarna i vaggarna bara ha energierna 0, hf, 2hf, ... En
svangare med hog frekvens behdver ta emot ett stort energikvantum hf for att alls bli exciterad.
Andelen svangare i forsta exciterade nivan ar Boltzmannfaktorn g hf/keT (se Populationsinversion). Nar
hf > kgT ar nastan inga svangare exciterade, och da stralar de nastan inget vid korta vaglangder. Vid

rumstemperatur ar kgT ~ 0,026 eV, medan en foton av synligt ljus har 2-3 eV.
/\ Vanliga fel

e I ochI(}) blandas ihop. I mats i W/m? och &r arean under kurvan. I(A) mats i W/m?> och
ar kurvans hojd.

e Temperaturen anges i Celsius. Alla stralningslagar kraver absolut temperatur i kelvin.

e “Svart” tolkas som “stralar inte”. Svartkroppen stralar mer an ndgon annan kropp vid
samma temperatur. Vid rumstemperatur ligger stralningen i det infrardda, och darfor ser vi
den inte.

e Spektrumet tros bara finnas néara toppen. En svartkropp stralar vid alla vaglangder. Langt
frdn Apax ar intensiteten bara mycket liten.

5. Losta exempel
:= Exempel — Hur stor ar den ultravioletta katastrofen?

En svartkropp har temperaturen 2500 K. Berdkna kvoten mellan Rayleighs klassiska
spektralemittans och Plancks spektralemittans vid vaglangderna 10,0 um, 1,00 um och 400 nm.

2 Lésning
Kvoten allmant. Satt x = hc/(AkgT'). D& ar

Inayteigh . 2mckgT/A* __Ahﬂ“@x_l):ex—l

Ipnck  2mhc®/ (A3(e*— 1)) he
Exponenten. Med hc/kg = 1,439 - 1072 m-K blir

1,439+ 1072
2 - 2500

vilket ger x = 0,5755, 5,755 och 14,39 for de tre vaglangderna.
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Kvoterna.

e0,5755 _ 1
100 um: = ~[1,35
05755
5,755
755 _ |
1,00 m: S~ ~[547
5,755
14,39
39 _
400nm: S ~|1,23-10°
14,39

Langt ute i det infraréda ligger den klassiska formeln bara 35 % for hogt. I det synliga ar den
fel med en faktor hundratusen.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer éverens.

‘= Exempel — Stralning ur ett halien ugn

En ugn haller temperaturen 1000 °C. I luckan finns ett runt hal med diametern 5,00 mm, och
halet stralar som en svartkropp. Berakna effekten som stralar ut genom halet och den vaglangd

dar spektralemittansen ar storst.

2 Lésning
Temperatur och area. T = 1000 + 273 = 1273 K och
A=mr?=m(2,50-1073)° = 1,963 - 107 m?
Effekten. Stefan-Boltzmanns lag ger intensiteten, och effekten ar intensitet ganger area:
I=0T*=567-10"°"1273" = 1,49 - 10° W/m’

Fysika: Fd4 (Stefan-Boltzmanns lag), Te (o)

P=IA=0T*A=5,670-10%-1273*-1,963-107° ~[2,92 W

Toppens lage. Wiens férskjutningslag ger
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B
- 2,90 - 10 ~[2.28 pm
1273

Fysika: Fd4 (Wiens férskjutningslag) Toppen ligger i det infraréda. Bara den kortvagiga
svansen nar det synliga omradet, och darfér gloder ugnen svagt rod.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer éverens.

Lasning

e 39.5 Continuous Spectra
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Stefan-Boltzmanns lag

#fysik  #kvantfysik #samband

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Svartkroppsstralning

Den totala intensiteten fran en svartkropp — effekten per kvadratmeter yta, summerad 6ver alla
vaglangder — vaxer med fjarde potensen av temperaturen, med o = 5,6704 - 1078 W/(m?K*%). Lagen
fas genom att integrera Plancks stralningslag dver alla vaglangder.

I=o0T*
Fysika: Fd4 (Stefan-Boltzmanns lag)
Foxrmeln, symbol f6r symbol
I = o T
~~ ~—~ ~~
utstralad effekt  Stefan-Boltzmanns absolut temp.
per m? konstant upphojd till 4
P= e o A T
~~ ~~ ~
effekt  emissivitet stralande
O<e<1 yta

Fjarde potensen gor temperaturen helt dominerande: en dubbelt s& varm kropp stralar sexton ganger
mer. Arean och emissiviteten skalar bara resultatet rakt proportionellt.

1. Fran intensitet till effekt

I ar effekt per kvadratmeter. En svartkropp med ytan A stralar darfor ut effekten cAT#. En verklig yta
stralar mindre, och det beskrivs med emissiviteten e, dar 0 < e < 1 och e = 1 galler fér en svartkropp:

P = ecAT*

En kropp tar ocksa emot stralning fran omgivningen. Den nettoeffekt som stralar ut beror darfér pa
bada temperaturerna, se Varmetransport:
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FOO05T - Stefan-Boltzmanns lag

Pnetto = edgA (T4 - Tfmg)

2. Harledning ur Plancks lag

Den totala intensiteten ar arean under Plancks kurva. Integralen ger T*-beroendet och uttrycker
samtidigt o' i naturkonstanter.

/ Harledning av Stefan-Boltzmanns lag

Integralen.

* 2mthc?
I= IO E (ehc/AkBT — 1) dA

Fysika: Fd4 (Plancks strdlningslag, med c1 = 21thc? och ¢ = he/k)

Variabelbyte. Satt x = hc/(AkgT). Da galler

he oo he 1 xkgT
et ™ B Che)

= XkBT

och gransernaA : 0 — oo blirx : 0 — 0. Minustecknet vander tillbaka granserna.

Sattin.

5
dx

* xkgT 1 hc
= 21thc? B .
! ncjo ( hc ) ex—1 x’kgT

_2nkiT Y X3

I= dx
h3c? J ex—1
© 3 vt
Standardintegralen. dx = — = 6,494, sa
andardintegralen fo e B . sa
_ 2m°ks, -
15¢2h3

Jamfor vimed I = 0T ser vi att Stefan-Boltzmanns konstant ar en kombination av naturkonstanter:
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_ 2wk

o=—_B =567-10"°% wW/(m’K*
15213 (m"K%)

Fysika: Te (0, i formen m2k*/(60h3¢c?))

3. Fjarde potensen
Eftersom intensiteten vixer som T* far sm& temperaturandringar stor effekt:

e Dubblas T blir I 2* = 16 ganger stérre.

e Okar T med 10 % okar I med 1,14 — 1 ~ 46 %.

Al AT
e Forsma andringar galler T R4 T

10°

solytan, 5800 K /
8 6,4-107 W/m?
10 / ()
. glodtrad, 3000 K
10 4,6:10% W/m? ®

. 106
(3]
(= Ix24=16
§ 105
:/ Tx2
b5 10
Il
— rumstemperatur, 300 K
0? 459 W/m?
()
107 lutning 4
102
10°
100 200 500 1000 2 000 5000
temperatur T (K)

I = 0T* i log-log-skala blir en rét linje med lutningen 4: en fordubbling av T ger 16 gdnger stérre
intensitet, och fran rumstemperatur till solytan véxer intensiteten med éver fem tiopotenser.

/\ Vanliga fel

o Temperaturen anges i Celsius. T forstarker felet enormt. Rékna alltid i kelvin.

e Fel area. En kula stralar frn hela ytan 47tr?, inte fran tvarsnittet 7ir2.

e Omgivningen gloms bort. Fragas det efter den effekt som maste tillforas for att halla
temperaturen ar det nettoeffekten som galler.

o Tomg dras av fére upphéjningen. T* — T ar inte samma sak som (T = Tomg)*.
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4. Losta exempel
‘= Exempel — Svart kula i ett rum

En svart kula med radien 3,00 cm halls vid temperaturen 800 K i ett rum déar vaggarna har
temperaturen 20 °C. Berakna den effekt kulan stralar ut, den effekt den tar emot fran vaggarna

och den effekt som maste tillféras for att halla temperaturen konstant.

2 Lésning
Arean.

A = 4nr® = 47+ 0,0300° = 1,131 - 107> m?
Utstralad effekt. Med e = 1:

P, =0AT*=5,67-10"%-1,131- 1072 - 800* ~ [263 W

Mottagen effekt. En svartkropp absorberar allt, och vaggarna har Tj,s = 293 K:

Pin = 0AT4, = 5,67+107° - 1,131+ 107% - 293* = 4,73 W

omg

Nettoeffekt.

Preio = 263 — 4,73 = | 258 W
Omgivningen betyder bara ett par procent, eftersom (293/800)* ~ 0,018.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer 6verens.

‘= Exempel — Tva stjarnor med samma effekt

Tva stjarnor stralar som svartkroppar och sander ut samma totala effekt. Stjarna A har sin
spektrala topp vid 400 nm och stjarna B vid 800 nm. Hur manga ganger storre ar B:s radie an A:s?

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 280 /526



FOO05T - Stefan-Boltzmanns lag

J Lésning
Temperaturerna. Wiens forskjutningslag ger

~290-107
~400- 109

~2,90-107

= 800109 = 3625 K

Ta = 7250 K Tg

Fysika: Fd4 (Wiens forskjutningslag)
Lika effekt. Med P = o * 41R? - T* fér bada:

RiTA = R3Ty

2
RB TA 2
Rp ( Ts )
Den kallare, réda stjarnan maste vara fyra ganger storre for att strala lika mycket.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

Lasning

e 39.5 Continuous Spectra
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Wiens forskjutningslag

#fysik  #kvantfysik #samband

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Svartkroppsstralning

Vaglangden dar spektralemittansen ar som stérst &r omvant proportionell mot temperaturen: en
varmare kropp lyser blaare. Lagen fas genom att derivera Plancks stralningslag och séka maximum.

AmaxT =2,90-102 m - K

Fysika: Fd4 (Wiens férskjutningslag, som A,,T = b med b = 2,8978 - 1073 m-K)

Formeln, symbol f6r symbol

}\max T = b
~~ ~~
toppens _ absolut Wiens konstant
Vaglangd temperatur 2 90.107% m'K
hc
= 4,965 kT
}\max ~~
~~ termisk
fotonenergin energi
vid toppen

Toppen ligger dar fotonerna har ungefar fem ganger den termiska energin kgT . Dubblas temperaturen
dubblas den typiska fotonenergin, och vaglangden halveras.

1. Vad lagen sager

Amax &r omvant proportionell mot T'. Dubblas temperaturen halveras alltsa vaglangden fér toppen.
Nagra typiska varden:

Kxopp T Amax Omrade

Manniskokropp 310K 9,35 um infrarott
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Kxopp T Amax Omrade
Glédande jarn 1000 K 2,90 um infrarott
Glodtrad 2800 K 1,04 um nara infrarott
Het stjarna 6000 K 483 nm synligt
Mycket het stjarna 10000 K 290 nm ultraviolett

Kurvorna for olika temperaturer korsar aldrig varandra, sa en varmare kropp stralar mer vid varje
vaglangd. Nar kroppen varms upp gar fargen fran morkrod éver gul och vit mot blavit. Lagen gor det
ocksa mojligt att mata temperaturen pa avstand, eftersom det racker att veta var i spektrumet toppen
ligger. Det galler till exempel for stjarnor och fér smalt metall.

6000 K- 483 nm

1014 ®
»,
1013 ‘~
1012
1011
nligt
1010

S
0 500 1000 1500 2000
vaglangd A (nm)

... 3000K-966nm

I (W/m?)

Plancks kurvor for 3000-6000 K med logaritmisk intensitetsaxel: toppen (punkterna) flyttas mot kortare
vagldngd ldngs den streckade kurvan Amax = b/T, frdn ndra infrarétt in [ det synliga, och en varmare
kurva ligger 6ver en kallare vid varje vagldngd.

2. Harledning ur Plancks lag

Toppen ligger dar derivatan av Plancks spektralemittans &r noll. Konstanten i lagen visar sig da besta
av naturkonstanter.

2 Harledning av Wiens férskjutningslag

Férenkla. SkrivI(A) = aA™ (e? — 1)_1 med a = 2mhc? och b = he/(kgT).
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Derivera. Med produkt- och kedjeregeln:

dl _ -6, _biA s 2 b
a—a[—S)\ (e™-1) +A7(E™"-1) e F]

2
Sitt lika med noll och multiplicera med A° (e?* — 1) /a:
b/A b b/A _
5" -1)+—-e""=0
A
Dimensionslés form. Med x = b/A = hc/(AkgT) blir det
xe* =5(e* - 1)
5-x=5e"

L6s numeriskt. Iterera xx+1 = 5(1 — e ™) fran xo = 5. Det ger 4,966 och sedan 4,965, sd x =
4,965.

Toppen ligger alltsd vid hc/(Amaxks T) = 4,965:

hc
AIIl(:lX =
4,965 kg T

hc  6,626-1073*-2,998 - 108
4,965 kg 4,965 - 1,381 - 10723

=2898-102m" K

Fysika: Te (h, ¢, k)

Det stammer med det uppmatta vardet i rutan éverst.
I\ Vanliga fel

e Temperaturen anges i Celsius. Lagen galler for absolut temperatur.

o Fel enhet pad svaret. Konstanten &ar i m-K, s& A« kommer ut i meter. Rdkna om till um eller
nm forst i sista steget.

o C/Anax tas for frekvensen dir stralningen dr storst. Ritar man spektrumet per
frekvensintervall hamnar toppen i stallet vid hf = 2,821 kg T, alltsd inte vid C/Apax. Fragas
det om Amax ar det lagen ovan som géller.

o Kroppen tros bara strla vid A,,,. Spektrumet ar brett. A, ar bara laget for toppen.
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3. Losta exempel
‘= Exempel — Varmekamera och glédlampa

Huden har temperaturen 34,0 °C och en glédtradd 2700 K. Behandla bada som svartkroppar,
berdkna Ay, och avgor i vilken del av spektrumet toppen ligger.

/ Losning

Huden. T = 34,0 + 273,15 = 307,15 K:

~2,90-107

AT =9,44-10°m =|9,44 pm

Det ar langvagigt infrarott, och darfor ar varmekameror byggda for vaglangder runt 10 um.

Glodtraden.

12,9010

= = . —6 =
Amax 5700 1,07 -10° m ={1,07 pm

Toppen ligger i det nara infrardda, strax utanfor det synliga. Det mesta av glodlampans effekt
blir darfér varme och inte ljus.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer éverens.

:= Exempel — Kosmisk bakgrundsstralning

Universum &r fyllt av svartkroppsstralning med temperaturen 2,725 K. Bestdm Apmax och
fotonenergin vid den vaglangden.

/ Lésning

Toppens lage.
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©2,90-1073

= = . -3 =
Amax 2725 1,06 -10° m =| 1,06 mm

Det ligger i mikrovagsomradet.

Fotonenergin. Med hc = 1240 eV-nm och A = 1,06 - 10® nm:

1240 eV - nm N

~|1,17-103%eV
1,06 - 106 nm

hc
E=—=
A

Det ar ungefar tusen ganger mindre an energin hos en foton av synligt ljus.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 39.5 Continuous Spectra
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Plancks stralningslag

#fysik  #kvantfysik #samband

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Svartkroppsstralning, Fotonen

Klassisk fysik kunde varken férklara varfor det finns ett A, eller kurvornas form. Planck l6ste det &r

1900 genom att anta att energin utbyts i kvanta hf — an act of desperation, som han sjalv kallade det,
och férsta gangen Plancks konstant dyker upp. Einstein anvande samma hypotes fem ar senare for att
forklara fotoelektriska effekten. Derivering av lagen ger Wiens forskjutningslag, integration ger Stefan-

Boltzmanns lag.

27thc?

I()\) - e (ehc/)\kT - 1)

Fysika: Fd4 (Plancks strdlningslag, i formen I(A, T) = ¢,/ (A>(e®*T - 1)))

Formeln, symbol f6r symbol

1) = 2mthc? 1
~~ YE ehc/AkT — 1
spektral- . —
emittans ~ VAXer mot  kvantsparren: dor
korta A ut vid korta A

ett kvantum

hc  hf
AKT kT
~~
termisk
energi

Den forsta faktorn vaxer utan grans mot korta vaglangder, precis som den klassiska forutsagelsen. Den
andra &r Plancks bidrag: nar ett kvantum hf ar mycket storre &n kT blir den exponentiellt liten, och
den ultravioletta katastrofen uteblir.

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 287 1526


file:///opt/buildhome/repo/public/tags/fysik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/kvantfysik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/samband
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Svartkroppsstr%C3%A5lning
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Fotonen
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1. Kvanthypotesen

Rayleigh lat varje svangningsmod i halrummet ha medelenergin kg T, oberoende av frekvensen, och
fick den ultravioletta katastrofen (se Svartkroppsstralning). Planck antog i stallet att svangarna i
vaggarna bara kan ha energierna

E, = nhf n=0,1,2,...

Nivaerna ligger pa avstandet hf fran varandra, och energi kan bara tas upp och avges i hela kvanta
hf.1jamvikt vid temperaturen T &r andelen svangare i forsta exciterade nivan jamfort med
grundnivan Boltzmannfaktorn

mno_ o hfksT
no
o L3g frekvens, hf << kgT': manga svangare ar exciterade, och stralningen blir ungefar som
Rayleigh forutsade.
e Hog frekvens, hf >> kgT: nastan alla svangare ligger i grundnivan och kan inte strala. Darfor
dor spektrumet ut vid korta vaglangder.

Gransen gar dar hf = kgT, alltsa vid A ® hc/(kgT). Vid 3000 K &r det ungefar 4,8 um.

lag frekvens: hf < kgT hog frekvens: hf > kgT klassiskt (Rayleigh)
(]
(]
° -
(]
[ X ) [
®
(X hf °
(X X °
8 o
P — seee o |eoo o e __ % _
XXX XX o L4
°
XX XXX XX o % ~3
000000000000 Ihf 00000000000 | ®e '. ® o ®
manga svangare exciterade: nastan alla i grundnivan: vilken energi som helst:
stralar ungefar klassiskt stralar nastan inget medel kgT vid alla

Plancks svingare som energitrappor med stegen hf, ddr varje prick dr en svingare i jamvikt. Vid l4g
frekvens dr stegen smd mot kg T och mdnga svéingare dr exciterade; vid hég frekvens dr redan férsta
steget for hégt och ndstan alla ligger kvar i grundnivdn. Klassiskt finns inga steg, och varje mod far
medelenergin kg T oavsett frekvens.

2. Gransfallen

Det ar lattast att se hur lagen beter sig med den dimensionslésa exponenten

. hc
AkgT
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Langa vaglangder,x < 1.Daare* ~ 1 +x,sa

hc

-1~
AkgT

27thc? AkgT _ 2mckgT
A5 hc 2

1) ~

Det ar Rayleighs uttryck. h har férsvunnit, vilket betyder att kvanteffekterna inte spelar ndgon roll néar
fotonenergin ar liten jamfért med kg T .

Korta vaglangder, x > 1.Daare* — 1 = e¥,sd

2
27the o helilsT

10~ =5

Exponentialfaktorn trycker ner kurvan mot noll mycket snabbare an A~ vaxer, och den ultravioletta
katastrofen forsvinner. Figuren i Svartkroppsstralning visar bada gransfallen.

3. F6ljder av lagen

e Derivering ger toppens lage Amax = hc/(4,965 kg T), alltsd Wiens forskjutningslag.

o Integration 6ver alla vaglangder ger I = 0T* med 0 = 2n5k§/(15C2h3), alltsa Stefan-
Boltzmanns lag.

e Samma form vid alla temperaturer. [(A) beror pd A och T bara genom kombinationen AT,

bortsett fran en skalfaktor. Darfor kan kurvorna laggas pa varandra om axlarna skalas om.

4. Att rakna med lagen

Rakna forst ut exponenten x och sedan resten. Konstanterna

_ h _
21thc? = 3,742 - 107 W+ m? k—C=1,439-102m-K
B

Fysika: Te (c1 = 21the?, ¢o = helk)

sparar mycket raknande. Intensiteten i ett smalt intervall ar I(A) AA. Kvoten mellan tva vaglangder vid
samma temperatur blir

M) A0

e -1

I(A2) A7 oen—1

dar konstanterna framfor har tagit ut varandra.
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/\ Vanliga fel

e Blandade enheter i exponenten. A ska vara i meter om h, ¢ och kg ar i SI. Med A i nm blir
exponenten fel med en faktor 10°.

o I(A) tolkas som en intensitet. I(A) har enheten W/m?3. Multiplicera med A i meter for att
fa W/m?.

e kblandas ihop med vagtalet. I lagen ar k = kg Boltzmanns konstant.

e Ettan i nimnaren stryks alltid. Approximationen e* — 1 = ¢ giller bara nar x > 1. Vid
langa vaglangder ger den helt fel svar.

5. Losta exempel
‘= Exempel — Spektrumet fran en glodtrad

En glodtrad stralar som en svartkropp vid 2800 K. a) Berakna spektralemittansen vid 500 nm och
vid 1,00 um. b) Berdkna ungefar den intensitet som stralas ut mellan 995 och 1005 nm, och
jamfér med den totala intensiteten.

J Lésning
Exponenterna.
1,439 - 1072 1028 1,439 - 1072 138

X = = 5 X = = 5

°00 7 500 - 107 - 2800 10907 00- 1076 - 2800
a) Vid 500 nm:

742 - 10716 742 - 10716
I= = . 0 = b ~|4,12 - 10" W/m®
(500 - 1079)° (1028 -~ 1)  3,125- 10 <40 eI o 1107

Vid 1,00 pm:

3,742 - 10716 3,742 - 10716

_ _ ~ L1012 3
N . 10-6)° (05138 — 1y 1,00-10730-169,5 2,21 - 107 W/m
(1,00 - 1076)° (5138 — 1) 1, ,

I

Spektralemittansen ar drygt fem ganger storre i det nara infraréda an i det grona.
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b) Intervallet &r smalt, AA = 10,0 nm, s&

AI =~ I()AA=2,21-10"-10,0 - 107 ~|2,21 - 10* W/m”

Den totala intensiteten ar

I=0T*=5,67-10"°2800* = 3,49 - 10°® W/m?

Fysika: Fd4 (Stefan-Boltzmanns lag), Te (0) s& andelen ar 2,21 - 10%/3,49 - 10° ~ 0,63 % |.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer éverens.

= Exempel — Lika stark vid tva vaglangder

Vid vilken temperatur har en svartkropp samma spektralemittans vid 500 nm som vid 1000 nm?

2 Lésning

Satt upp villkoret. Lat a = hc/(A2kpT) med A2 = 1000 nm. Eftersom A; = A2/2 &r
exponenten vid A; lika med 2a. Villkoret I(A;) = I(A;) blir

1 _ 1
AEa-1) A(e*-1)

2a _)‘25 a _ a
e —1—(}\—) (e"-1)=32("-1)
1

Faktorisera. e’ —1 = (e? — 1) (e? + 1),oche? — 1 & 0, s&
e’ +1=232 == a=1n31=23,434

Temperaturen.

hc 1,439 - 1072
T = = ’ ~ 4190 K
Rhoa 100105 343 " 0K
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Rimlighetskoll. Wiens lag ger Ay = 2,90 - 1073/4190 = 692 nm, alltsd mellan de tva
vaglangderna, som sig bor.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 39.5 Continuous Spectra
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Schxodingerekvationen

#fysik  #kvantfysik #samband

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: De Broglie-vaglangd, Differentialekvationer

Newtons lagar fungerar inte for sma partiklar med vagkaraktar, sa vi behdver en ekvation som
beskriver vagen i stallet. Den tidsoberoende Schriodingerekvationen gor det for tillstand vars
egenskaper inte andras med tiden — stationara tillstand — och skrivs kompakt som
egenvardesekvationen IqL[I = Ey. Arbetsgangen ar alltid densamma: formulera ekvationen med ratt

potential U, konstruera en lamplig ¥, bestam ¢ och E ur randvillkoren, normera.

_h? d*y(x)

o2m  dx?

UMYX = Ey(x)

Foxrmeln, symbol f6r symbol

h? d*y
omae IWYTEY
potentiell total

rorelseenergi i i
(krokningen) energi energi
H y= E vy
~~ ~~
Hamilton- egenvardet
operatorn

Ekvationen ar energins bevarande, K + U = E, skriven for en vag: rorelseenergin sitter i hur mycket ¢/
kroker sig. Stor E — U ger snabb svangning och kort vaglangd, och dar E < U kroker sig i bort fran
axeln i stallet for att svanga.

1. Varfér en ny vagekvation?

For en vag pa en strang giller w = vk: vinkelfrekvensen ar proportionell mot vagtalet. Fér en fri
partikel med U = 0 ger de Broglies samband E = hw och p = Ak (se De Broglie-vaglangd)

tillsammans med E = p?/2m nagot annat:
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2

_ P
E_2m
21,2
ﬁw:hk
2m

Har ar  proportionell mot k?. Den vanliga vagekvationen, med andraderivator i bade x och t, kan inte
ge det sambandet. Materievagens ekvation behdver en andraderivata i rummet men bara en
forstaderivata i tiden.

2. Den tidsberoende Schrédingerekvationen

Den allmanna endimensionella ekvationen for en partikel med massan m i potentialen U (x) ar

_ﬁ_z 02¥(x, 1)
2m  0x?

0¥(x, 1)

+U(x)P(x,t) = ih o

Ekvationen kan inte harledas ur ndgot mer grundlaggande. Den motiveras av att den ger ratt samband

for en fri partikel, och den accepteras for att dess forutsagelser stammer med experimenten.
2 Motivering: varfér i maste finnas med

Ansats. Préva en sinusvag for en fri partikel, ¥ = A cos(kx — wt) + B sin(kx — wt), i en ekvation
av formen

h? 0%y oY
mae - N

med en okand konstant C.

Vansterledet. Tva derivator i x ger faktorn —k?:

2 52 2).2
—h_ o h—k [A cos(kx — wt) + B sin(kx — wt)]
2m 0x>  2m

Hogerledet. En derivata i t:

Ch aa;f = Chw [Asin(kx — wt) — B cos(kx — wt)]

Jamfor. Med Aw = A2k%/2m tar faktorerna framfor ut varandra, och koefficienterna framfor

cosinus respektive sinus maste vara lika:
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A=-CA = C'=-1 = C=i
Losningen. B = iA ger, med Eulers formel,
W(x, ) = Alcos(kx — wt) + i sin(kx — wt)] = Ae'®*)

Med potential. Fér denna vag ar —%83‘1’ = KW och ih 0,% = EW. Lagger vi till termen U¥Y
sager ekvationen alltsa K + U = E, ganger .

Eftersom i star i ekvationen ar lésningarna i allmanhet komplexa (se Komplexa tal). Det &r bara |‘P|2
som gar att mata, se Vagfunktion.

3. Stationadra tillstand

Ett tillstand med bestamd energi E kan skrivas som en rumsdel ganger en ren tidsfas:

P 0 =y e ™"

Satter vi in det i den tidsberoende ekvationen ger tidsderivatan faktorn —iE/h:
e —-iEt/h : iE —-iEt/h -iEt/h
1ﬁ5ﬂw@k ]=ﬁu—ﬁow@k = E y(x)e

Faktorn e_"Et/ﬁ finns i alla termer och kan forkortas bort. Kvar blir den tidsoberoende ekvationen i rutan

overst. Sannolikhetstatheten beror inte pa tiden, eftersom
|‘P|2 — l/j*eﬂ'Et/ﬁ l[le_iEt/ﬁ — |¢,|2

Det ar darfor tillstandet kallas stationdrt. Det ar fordelningen som star still, inte partikeln.

4. Losningarnas form

Skriver vi den tidsoberoende ekvationen som

dy _ 2m(E-U)
dx? h? v

ser vi direkt hur l6sningen beter sig i ett omrade dar U ar konstant:
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Omrade Lésning Konstant

E > U, Kassiskt tilatet ¢ = Asinkx + Bcoskx, svanger k= Y.2ME ~U)

h
E < U, klassiskt forbjudet ¢y = Ce®™ + De ™, vaxerelleravtar = V zm(fl,J - E)

Det forbjudna omradet behandlas i Partikel i potentialbrunn och Kvantmekanisk tunnling. For en fri
partikel ar iy = A;e™ + A,e ™ med E = A?k?/2m. Det r tva vagor som gar at var sitt hall, och med
lika stora amplituder blir de tillsammans en staende vag.

Losningarna maste ocksa uppfylla nagra krav:

e | &r kontinuerlig 6verallt.

e dy/dx ar kontinuerlig 6verallt dar U ar andlig.
e Y=0darU = oo,

e U garattnormera, alltsd y — O narx — +oo.

Kraven valjer ut vilka energier som ar tillatna. Ekvationen ar dessutom linjar, s en summa av lésningar
ar ocksa en losning.

/N Vanliga fel

¢ | tolkas som en forskjutning eller en bana. Vagfunktionen svanger inte i rummet som en
strang. Bara | /| 2 har en fysikalisk tolkning.
e Felteckenpd E — U.Dar E < U blir l6sningen exponentiell, inte en sinus. Kontrollera

alltid tecknet innan du valjer ansats.

e “Stationart” tolkas som “i vila”. Ett stationart tillstand har bestamd energi och en
tidsoberoende | W |2. Partikeln har anda rérelseenergi.

e hochhblandas. E = h?k?/2m med k = 211/A ger E = h?/(2mA®?). Skriver man h i stallet
for A blir svaret fel med en faktor 472

5. Losta exempel
:= Exempel — Fri elektron som stdende vag

Visa att (x) = Asinkx + B cos kx loser den tidsoberoende Schrddingerekvationen med U = 0,
och bestam energin. Berdkna energin i eV for en elektron med vaglangden 0,400 nm.
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J Lésning

Derivera tva ganger.
@ = —k*Asinkx — k’B cos kx = ki
dx?

Satt in. Med U = 0 blir vansterledet

h? h2k?

_—2 = —
2m Ky) 2m

Det ar en konstant ganger i, sa funktionen ar en ldsning med

h2k? h?
E= 2m  2mA2

Siffror.

e (6,626 - 10734)
2-9,109 - 1073 - (0,400 - 1079)°

=151-1018J~

Fysika: Te (h, m,)

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer éverens.

:= Exempel — Elektron i ett klassiskt férbjudet omrade

En elektron med energin 2,00 eV kommer in i ett omrade dar U = 5,00 eV. a) Visa att Y(x) =
De ™" |6ser den tidsoberoende Schrédingerekvationen dar, och bestam k. b) Hur l[angt in i

omrédet har | |2 sjunkit till 1,00 % av vardet vid grinsen?

¢ Lésning

a) Tva derivator ger l,U” = K Y. Insatt:
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ﬁ2
—5- Ky Uy = Ey

_2m(U - E)

Med U — E = 3,00 eV = 4,806 - 10719 3:

_4/2+9,109 - 10731 - 4,806 - 10719
o 1,055 - 10-3%

~|8,87-10° m!

b) |(/J|2 e e—ZKX, s3

e 2% =0,0100

L _In100 4605
2k 2-8,874-10°

~ 10,259 nm

Partikeln tranger alltsd in ungefar en atomdiameter i ett omrade som den klassiskt aldrig
kan na.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer 6verens.

Lasning

e 40.1 Wave Functions and the One-Dimensional Schrédinger Equation
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Vagfunktion

#fysik  #kvantfysik #storhet

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Schrodingerekvationen

Vagfunktionen y(x) beskriver partikelns fordelning i rummet, men &r inte sjalv matbar. Max Born gav ar

1926 tolkningen att | y(x) | 2 dx ar sannolikheten att hitta partikeln nara x. Eftersom partikeln maste

finnas ndgonstans ger det ett randvillkor utéver de rumsliga: integralen 6ver hela omradet ska vara
ett, vilket ar det som bestammer amplitudkonstanten. iy maste dessutom vara kontinuerlig och

andlig overallt.

[ ly@|Pdx=1

—00

Formeln, symbol f6r symbol

summera overallt

N\

00 5 ~
[ lPdo= 1

sannolikheten att

hitta den nara x nagonstans

2 _ *
lyl® = vy
—— ~—~
sannolikhets-  alltid reell
tathet, 1/m och >0

partikeln finns

Vagfunktionen sjalv mats aldrig; det ar | ] | 2 som sager var partikeln brukar hittas. Upprepar man en

lagesmatning manga ganger hamnar resultaten tatt dar | Y | 2 4r stor, och sannolikheterna 6ver hela

axeln maste summera till ett.

1. Komplex vagfunktion och sannolikhetstathet

Losningarna till Schrodingerekvationen ar i allmanhet komplexa, sa ¢ sjalv kan inte vara en méatbar

storhet. Det som har en fysikalisk tolkning ar absolutbeloppet i kvadrat,
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ly|* = y*y

som alltid &r reellt och aldrig negativt. | ()| ? kallas sannolikhetstathet. I en dimension har den
enheten m™ !, och det &r férst produkten |yr|? dx som &r en sannolikhet.

For en fri partikel med bestamd rérelsemingd, ¥ = Aelk*@0 p|jr
|1P|2 — A*e—i(kx—wt) Aei(kx—wt) — |A|2

Tatheten ar densamma dverallt, sa partikeln kan finnas var som helst. Det stammer med Heisenbergs
osakerhetsprincip: Apx = 0 kraver Ax = oo. En sadan vag kan inte normeras. En lokaliserad partikel
beskrivs i stllet av ett vigpaket, en 6verlagring av manga vagor med olika k. Ju fler k-varden som
ingar, desto smalare blir paketet.

2. Sannolikhet i ett intervall

Sannolikheten att hitta partikeln mellan a och b &r arean under | |? éver intervallet:

b
Pla<x<b)={ |y®)|* dx

Normeringsvillkoret i rutan 6verst ar specialfallet dar intervallet &r hela x-axeln, och sannolikheten da
ar 1.

varje prick: en matning av laget 15 % av prickarnai[a, b]

W)l

P(a = x = b) = arean

Borns tolkning i bild. Overst: mdnga ldgesmditningar pd identiskt preparerade partiklar, en prick per
mdtning. Nederst: |y|? féry o« e X, Prickarna ligger titt déir |y|? ér stor, och andelen prickar

mellan a och b ndrmar sig den skuggade arean.
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3. Normering

Ofta ar vagfunktionens form kand men inte konstanten framfér, till exempel ¢y = C sin(nnx/L) i

Partikel i [ada. Konstanten bestams i tre steg:

1. Skriv | /| % med konstanten okand.
2. Integrera 6ver hela omradet dar ¢ & 0.
3. Satt integralen lika med 1 och l6s ut konstanten.

For ett stationart tillstand ar | W(x, t)|% = | @(x)|?, s& en normerad vagfunktion férblir normerad vid
alla tider. Konstanten kan valjas reell och positiv. En gemensam fasfaktor ' dndrar inte ly| 2 och har

ingen fysikalisk betydelse.

4. Krav pa en godtagbar vagfunktion

Normerbar: [ || dx ar andlig, alltsd y — 0 narx — oo

Kontinuerlig: annars vore andraderivatan i Schrédingerekvationen oandlig.

Kontinuerlig derivata 6verallt dar potentialen ar andlig.
Noll dar U = oo: partikeln kan inte finnas dar.

Funktioner som loser ekvationen men bryter mot nagot krav stryks. Det &r sa de tillatna energierna

valjs ut.
I\ Vanliga fel

o |y 2 tas for en sannolikhet. Det ar en tathet med enheten m ™, och den kan vara stérre
an 1. Sannolikheten fas forst efter integration Gver ett intervall.

o istillet for ||, For en komplex vagfunktion ar |y |? = y* y. Kvadraten g2 &r |
allmanhet komplex och saknar tolkning.

e Man integrerar | i stallet for | Y | 2, Bade normering och sannolikhet bygger pa kvadraten.

* Felintegrationsomrade. Ar iy = 0 utanfér ett omrade racker det att integrera éver
omradet. Ar iy symmetrisk kan man integrera éver halva och multiplicera med tva.
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5. Losta exempel
:= Exempel — Normering av en exponentiell vagfunktion

En partikel beskrivs av Y(x) = Ae 1¥1/8 g3r @ > 0. Normera vagfunktionen och berékna
sannolikheten att partikeln finns i intervallet —a < x < a.

2 Losning
Normering. Funktionen &r jamn, sa vi integrerar 6ver X > 0 och multiplicerar med tva:

00 00

J‘ Aze—2|x|/a dx — ZAZJ‘ e—ZX/a dX — 2A2 . :Aza

|
8
o
N Q

-

Sannolikheten.

a

1
P=2f —e*idx=2-
0o a

[1-e?]=1-¢e2~|0,865

Q| =

a
2

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer éverens.

:= Exempel — Parabel som vagfunktion i en lada

Ienldda 0 < x < L approximeras grundtillstandet med y/(x) = Ax(L — x), och ¢y = 0 utanfér
ladan. Normera funktionen och berakna sannolikheten att partikeln finns i 0 < x < L/4. Jamfor
med den exakta sinusfunktionen, som ger 1/4 — 1/(2m) =~ 0,0908.

¢ Lésning
Normering. Med u = x/L ar x*(L — x)* = L*u?*(1 - u)® och dx = L du:

! woout
AL w1 -ufdu=AL [ - —+—]
0

v
3 2 59, 30
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1 1 1 . 53
Y1 =30(—-—+——)= — «[0,104
57, 192 512 51200 512

Parabeln ger 0,104 mot sinusfunktionens 0,0908. Den lagger lite for mycket sannolikhet
nara vaggarna men fangar huvuddragen: partikeln finns oftast i mitten.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer 6verens.

Lasning

e 40.1 Wave Functions and the One-Dimensional Schrédinger Equation
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Partikel i lada

#fysik  #kvantfysik #modell

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Schrodingerekvationen, Vagfunktion, Staende vag

Den enklaste bundna kvantmekaniska modellen: en partikel instangd mellan 0 och L med U = O inuti
och oandligt utanfor, anvandbar som modell for en elektron i en linjar molekyl eller i en tunn
metalltrad. Randvillkoren /(0) = ¢(L) = 0 tvingar losningen att bli en sinus med ett helt antal halva
vaglangder i ladan — precis som en stdende vag pa en strang — och ur det féljer kvantiserade
energinivaer. Nivan n = 1 har inte energin noll trots att U = 0i ladan, och antalet bukar i s ger
kvanttalet n direkt.

]2 nmx _ n*m*h?
v =\ psin B

Fysika: Fd3 (fri partikel i endimensionell [dda, med a fér lddans storlek)

Formeln, symbol f6r symbol

®) 2 nrmx
X) = — Sln —
Vi L L
V ,
normering n halva vag-
langder i fadan
) m*h?
E.= n . 5
~~ 2mL

kvanttalet N—

ikvadrat  E;, grundnivan

Randvillkoren l&ter bara ett helt antal halva vaglangder fa plats, sa A, = 2L/n. Kortare vaglangd
betyder storre rorelsemangd, och eftersom all energi ar kinetisk vaxer den som n® — och blir stérre ju

trangre ladan ar.
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1. Potentialen och randvillkoren

Potentialen ar

0 0<x<L
U =1

00 annars

Dar U = oo maste ¢y = 0, annars blir termen Uy i Schrodingerekvationen oandlig. Eftersom y ska

vara kontinuerlig ger det randvillkoren
p@O)=0  y@)=0

Klassiskt studsar partikeln fram och tillbaka med konstant fart. Den kan ha vilken energi som helst,

aven noll, och den ar lika sannolik att finnas dverallt i ladan.

2. Losningen

Inneiladan ar U = 0, sa ekvationen ar densamma som for en fri partikel. Randvillkoren valjer ut vilka
[6sningar som &r tillatna.

¢/ Harledning av vdgfunktioner och energinivaer

Ekvationen i lAdan.

h? d*y
- _ T -F
2m dx>? v

Allmén 18sning. Tva motriktade vagor med E = h?k?/2m. Med Eulers formel:
P(x) = A1 + Are ™ = (A; + Ay) coskx + i (A; — Ay) sin kx
Vanster vagg. (0) = A; + A, = 0 ger A, = —A;. Da férsvinner cosinustermen:
Y(x) = 2iA; sinkx = C sin kx
Hoéger vagg. y(L) = C sinkL = 0 med C B 0 kraver
kL = nn n=123,...

n = 0gery = 0, alltsa ingen partikel, och negativa n ger samma tillstand med omvant tecken.
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Vaglangd och rérelsemangd.

2r 2L ﬁ nh

K o PR

Ay =
Fysika: Fd3 (de Broglie-vdgldngden)

Energin. All energi ar kinetisk:

~ p% n2 h2 n2n2 ﬁZ

2m B 8mL2  2mL2

Ladan rymmer alltsa ett helt antal halva vaglangder, precis som en staende vag pa en strang som sitter
fast i bada andar:

)
klassiskt kvantmekaniskt (n = 3)
A2 N2 A2
11 11
LA LA
studsar med vilken fart som helst
«— Qo —»
{
lika sannolik 6verallt
E kan vara vilken som helst, aven 0 P =0vid vaggarna = L =n-A/2

bara vissa A, allts& bara vissa E

Klassiskt kan partikeln studsa mellan véggarna med vilken fart som helst och dr lika sannolik éverallt.
Kvantmekaniskt mdste Y vara noll vid bada viggarna, sd bara ett helt antal halva vagldngder ryms —
hédrn = 3 — och ddrmed bara vissa energier.

3. Normering

Konstanten C bestims av normeringsvillkoret i Vagfunktion. Med sin® u = (1 — cos 2u)/2:

L L
L 2 L
[ csin? Tax=c?[E - —sin ) =22
) L 2 dnm L, 2
a2ty — C=y/2
2 L
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vilket &r amplituden i rutan 6verst. Till skillnad fran en strang, dar amplituden beror pa hur man satte

igang svangningen, ar C har helt bestamd.

4. Energinivaerna

Med grundnivan E1 = h?/(8mL?) ar E, = n’E;. Nivaerna glesnar alltsa uppat:

Eni —En=(@2n+1)E,

e Energin ar aldrig noll. Den lagsta energin ar E; > 0. Partikeln &r instangd pa strackan L, sa

Ax < L, och da kan inte rérelsemangden vara exakt noll enligt Heisenbergs osakerhetsprincip.

e Mindre lada ger hégre energier. E, « 1/L%. Darfér lyser sma halvledarkristaller blaare an stora.

o Tyngre partikel ger tatare nivder. E, < 1/m. For makroskopiska féremal ligger nivaerna sa tatt

att kvantiseringen inte marks.

o Fotoner. Vid ett hopp frdn n; till nf sénds en foton ut med hc/A = Ep,, — E, = (nl2 - n?)El.

vagfunktion y,(x)

16E1
o0
()
CIC.) 9E1
4E1
Ea

sannolikhetstathet [y, (X)[?

n=4,E=16E,

n=3,E=9E

n=2E=4E,

n=1E=E,

De fyra ldgsta tillstdnden, ritade pd sina energinivder. Vénster: Y, har n bukar och n — 1 noder inne i

l&dan. Héger: sannolikhetstdtheten |y, |

5. Sannolikhetsfdrdelningen

dar noll vid vdaggarna och i noderna.

Sannolikhetstatheten |y, |2 = (2/L) sin?(n7x/L) 4r inte jamn som i det klassiska fallet. I
grundtillstandet ar partikeln oftast nara mitten. I n = 2 ar tatheten noll just i mitten. Sannolikheten for

ett intervall far vi genom att integrera som i avsnitt 3:
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For stora n svanger tatheten sa snabbt att medelvardet Gver ett intervall gar mot det klassiska 1/L. Sa
overgar kvantmekaniken i klassisk mekanik.

Den fullstandiga tidsberoende vagfunktionen ar W,(x, t) = Wn(x) e Enth Tigsfaktorn férsvinner i
| W, |2, satillstanden &r stationara.

/\ Vanliga fel

n = 0 tas med. Den lagsta nivanarn = 1.n = 0 ger ¥ = 0 och ingen partikel alls.

e Niv3erna tros ligga pa jamnt avstand. E, < n?, s E, = 4E, inte 2E;.

e Fel antal noder. Y, har n bukar och n — 1 noder inne i ladan, plus noderna vid vaggarna.

¢ hoch hblandas. E,, = n*h?/(8mL?) = n’>n*h?/(2mL?). En blandning ger fel med en
faktor 47m°.

e Energi i joule jimférs med eV. Rikna om med 1 eV = 1,602 -+ 107" Jinnan

fotonvaglangden beraknas med hc = 1240 eV-nm.

6. Losta exempel
‘= Exempel — Elektron i en 1,00 nm lang molekyl

En elektron kan rora sig fritt langs en rak molekyl med langden 1,00 nm och modelleras som en
partikel i en lada. a) Berdkna de tre lagsta energinivaerna i eV. b) Berakna vaglangden hos fotonen
som sands ut vid 6vergangenn =3 — lochvidn=2 - 1.

/ Lésning
a) Grundnivan:

n? (6,626 - 104’ 20
= = = > =6,02-10°J=0,376 eV
8mL*  8-9,109 1073 - (1,00 - 1079)

185

Fysika: Te (h, m,)

E>, =4E; = 1,50 eV Es3 = 9E1 = 3,38 eV
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b) Overgdngen3 — 1har AE = 8E; = 3,008 eV:

h 1240 .
Joy = oS = 1220V MM 1515 o]

g 3,008 eV

Overgangen2 — 1 harAE = 3E; = 1,128 eV:

1240 eV -
Azl = ﬂ I 1’10 um
1,128 eV

Den forsta ligger i det violetta, den andra i det infrardda.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

‘= Exempel — Mittersta tredjedelen av ladan

En partikel i en ldda med bredden L ar i tillstdndet n = 1 respektive n = 2. Berakna i bada fallen
sannolikheten att hitta partikeln i den mittersta tredjedelen, L/3 < x < 2L/3, och jamfér med det

klassiska vardet.

¢ Lésning

Formeln. Med P = [x/L — sin(2nnx/L)/(21’171)]%5:_3/3 blir férsta termen alltid 1/3.

n = 1.sin(4n/3) = —+/3/2 och sin(271/3) = 1/3/2:

1 1 /3 3

1
pPi= = - —(-X= -
! T 2 3

3
+ £ ~ 10,609
3 T

3
e ~ 0,196

Jamforelse. Klassiskt ar sannolikheten 1/3 = 0,333. Grundtillstandet samlar partikeln i

mitten, medan n = 2 har en nod déar och trycker ut partikeln mot sidorna.

309/526
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Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 40.2 Particle in a Box
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Partikel i tvadimensionell lada

#fysik  #kvantfysik #modell

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Partikel i lada

Utvidgningen till tva dimensioner separeras genom ansatsen i/ = Y, sd att randvillkoren i x- och y-
led kan behandlas var for sig. Varje riktning ger sitt eget kvanttal ur sitt eget randvillkor, och den

totala energin blir summan av bidragen, E = Ex + E,. Med olika sidlangder Ly och Ly, ligger nivaerna
oregelbundet, sa vilket tillstand som ar narmast under ett givet maste avgéras genom att rakna

pa kandidaterna.

2/2 2 2
m*h (&+n—y
2 2
L Ly

X

Enn =
x>y 2m

Fysika: Fd3 (i formen for en endimensionell [dda, E,, = n’>m?h?/2ma?; hir en sddan term per riktning)

Formeln, symbol f6r symbol

m*h?  n? ny
Enx,n = - t = )
Y 2m L? L;
V ~~ ~~

samma for -
S rorelsen o
bada leden rorelsen

ix-led 1y-]ed

Varije riktning ar en egen endimensionell lada med sitt eget kvanttal, och energierna adderas: E =
E, + E,. En kort sida ger stora energisteg i sin riktning, eftersom sidlangden stari namnaren.

1. Separation av variabler

Ladan &r en rektangel 0 <x < L,,0 <y <L, med U = 0 inuti och odndligt utanfor. Precis som i den

endimensionella ladan maste  vara noll pa hela randen. Inuti lyder Schrodingerekvationen

A2 52 2
- a_w + a_w = E[l[
2m " 0x*>  0y?
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Poangen med ansatsen Y(x,y) = X(x) Y (y) ar att en partiell differentialekvation i tva variabler delas
upp i tva vanliga ekvationer, en per riktning.

2 Harledning av vagfunktionerna

Satt in ansatsen. Derivatan med avseende pa x verkar bara pa X, och den med avseende pdy

barapaY:
2 " "
-—— XY +XY )=EXY
2m
Dela med XY.
_f)2 X" B A2y’ B
2Zm X 2mY

Forsta termen beror bara pa x och andra bara pa y. Summan ar konstant for alla x och y, sa varje
term maste vara konstant for sig:

h? _. h?_.
X =EX -—_Y'=EY E=E-+E

Randvillkoren. ¢y = 0 pad x = 0 och x = L, for alla y kraver X(0) = X(L,) = 0, och pa samma sétt
Y (0) = Y(Ly) = 0. Varje ekvation &r alltsd en endimensionell lada:

2 NxTTX n’m’h?
X(x) =4/ —si E, =2
(%) L sin L X 2mL2

2 nny 22 h2
Y(y) =4/ — sin =< E, =2
\' L, "L, 2mL2

Normering. Integralen av |y/| 2 bver rektangeln delas upp i en x-integral ganger en y-integral,
och var och en ar redan 1. Produkten ar darfér normerad.

Resultatet ar ett tillstand per talpar (ng, ny) med ny,ny = 1,2,3, ...

2 . MJIX | nymy
sin sin

ny,n X) =
lllx;y( y) /LxLy LX Ly

Fysika: Fd3 (i formen yn(x) = /2/a sin(nmx/a); hir en sddan faktor per riktning)
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Energin E = E, + E,, &r formeln i rutan 6verst. Tva dimensioner kraver tva kvanttal, ett per riktning,

2. Kvadratisk lada och degeneration

Med L, = L, = L blir energin ett heltal gdnger en grundenhet:

Grundtillstandet &r (1, 1) med E = 2E,, alltsd inte E. De lagsta nivaerna:

2 4 2
ng +n;

10
13

17

tillstand
(L1
(1,2),(2,1)
(2,2)
(1,3),(3,1)
(2,3),(3,2)

(1,4),4,1)

m?h?

Enx,ny = EO (l’li + n)2/) EO = 2mL2

degenerationsgrad

Tillstanden (1, 2) och (2, 1) ar olika vagfunktioner med samma energi. En niva med flera oberoende

tillstand kallas degenererad, och antalet tillstand ar nivans degenerationsgrad. Har kommer
degenerationen frdn symmetrin: att vrida kvadraten 90° byter x mot y och darmed (ny, n,) mot

(ny, nx).

Det finns ocksa tillfallig degeneration, som inte foljer av nagon symmetri. Talet 50 kan skrivas bade

som 1% + 72 och som 5% + 52, sa nivan 50E har de tre tillstanden (1, 7), (7, 1) och (5, 5).

3. Rektangulir lada

Med L, B L, & symmetrin borta, och (1, 2) och (2, 1) far olika energi: degenerationen hévs. Figuren

visar hur nivaerna delar sig nar ladan dras ut i y-led.
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12
3.1)
e
£ 8
N
=
&
=
6
{]
o 1,2) = (2,1) , : 2.3)
- 2.2)
? 1)
- 4 ~ (14)
N~~~
L
1.3)
’ 1,2)
1)
0
1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2

sidkvot L,/Ly

Energinivderna i enheter av Eq = nzﬁZ/ZmL)% ndr Ly véxer frdn Ly till 2,3Ly. Vid kvadraten
sammanfaller (1, 2) och (2, 1), och (1, 3) och (3, 1). Tillstdnd med stort n,, sjunker snabbast. Vid L, =
2Ly korsas (2, 2) och (1, 4), och ger en ny, tillféllig degeneration.

Tva foljder:

e Ordningen maste riaknas fram. Det lagsta exciterade tillstandet &r det med n = 2 langs den
langsta sidan, eftersom n®/L? 6kar minst dar. Nivaerna hégre upp hamnar i en ordning som inte
gar att gissa.

e Heltalskvoter ger nya sammanfall. Om L, = 2L, blir E 4n)2( + n}z,, och da ger till exempel
(2,2) och (1, 4) bada 20.

4. Sannolikhetstathet och nodlinjer

Sannolikhetstatheten ar en produkt av tva endimensionella tatheter:

4  , ngx . ,n,may
|‘l’nx,ny |2 = — SlIl2 X Sln2 A
LyL, L, L,

Dar |y| 2 = 0inne i ladan ligger nodlinjer, rita linjer parallella med sidorna. Tillstandet (nx, ny)
har n, — 1 lodréta och n, — 1 véagrata nodlinjer, och delar darfor ladan i nyn,, rutor med ¢ av
vaxlande tecken.
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samma energi, olika tillstand

|

|
4s

|
45

[
I (I
I (R
+ P N T N S T
I (I
I (R
| 1 |

+ + : - + -+
1
@D (2,1 1,2) (2,2) (3,2)
E = 2E, E = 5 E = 56 E = 8 E=13E,

streckat: nodlinjer dar ¢ = 0 - farg: tecknet pa ¢

Tecknet pd Y i fem tillstdnd i en kvadratisk ldda. De streckade linjerna dr nodlinjer: (ny, n,) harn, — 1
lodrdta och ny — 1 vdgrdta, som delar lddan i nxny, rutor. (2, 1) och (1, 2) har samma energi men dr
olika tillsténd.

e (1, 1):ingen nodlinje, en enda puckel mitt i ladan.
e (2,1): enlodrat nodlinje vid x = L,/2, tva pucklar bredvid varandra.
* (1,2):envégrat nodlinje vid y = L,/2, tvd pucklar ovanfor varandra.

De tva sista har samma energi i en kvadratisk lada men olika tathet. Degenererade tillstand ar alltsa
fysikaliskt olika tillstand, inte samma tillstand raknat tva ganger. Samma sak i tre dimensioner, med tre
kvanttal, ger den degeneration som bygger upp skalen i atomer.

/\ Vanliga fel

e Ett kvanttal sétts till noll. Bdde ny och ny bérjar pa 1. Med ny = 0 blir ¢y = 0. Grundnivan i
en kvadratisk lada ar darfor 2E, inte Ej.

e (1,2)och (2, 1) raknas som ett tillstand. De ar tva olika vagfunktioner, och
nivan har degenerationsgrad 2. Det spelar roll nar elektroner fylls pa enligt
Paulis uteslutningsprincip.

* Nivaordningen gissas. I en rektangular l[ada ska kandidaterna raknas ut. Med L, = 2Ly
ligger till exempel (1, 3) under (2, 1).

e Ly och Ly byts. ny hérihop med Ly. Ett byte ger fel energi sé fort sidorna ar olika.

» Degenerationen tros forsvinna helt i en rektangel. Vid heltalskvoter som L, = 2Ly kan
nivaer ater sammanfalla.
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5. Losta exempel
‘= Exempel — Elektron i kvadratisk lada

En elektron ar instangd i en kvadratisk tvadimensionell lada med sidan 0,500 nm. Bestam de fyra
lagsta energinivaerna och deras degenerationsgrad (utan spinn). Bestam ocksa vaglangden hos

den foton som lyfter elektronen fran grundtillstandet till den forsta exciterade nivan.

2 Lésning
Grundenheten.

h? 2 (1,055 - 10734)°

EO = =
2m.L2  2.9,109 - 1073 - (0,500 - 1079)?

=241-10"J=1,504 eV

Fysika: Te (A, me)

Nivaerna. De minsta vardena pa n)z( + n§ ar2,5,8o0ch 10:

El,l = 2E0 =13,01 eV (1 tillsfand)

E1’2 = E2’1 = SEO =17,52 eV (2 tillst°and)

Ey, = 8Ey =(12,0eV| (1 tillstand)

Ei13=E3; = 10Ep =|15,0eV | (2 tillstand)

Fotonen. AE = 5E, — 2E, = 3E; = 4,51 eV:

:E _ 12406V'nm N
AE 4,51 eV

Det ar ultraviolett ljus.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.
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‘= Exempel — Rektangular lada med dold degeneration

En elektron sitter i en rektangular ldda med Ly = 0,400 nm och L, = 0,800 nm. Bestam de
sex lagsta tillstanden och deras energier, och avgér om nagon niva ar degenererad. Vilken
vaglangd har fotonen som sands ut vid dvergangen fran det forsta exciterade tillstandet

till grundtillstandet?

¢ Lésning
Skriv energin med en enhet. Med L, = 2L:

m?h? n’ n’
E = n2 + _y = E n2 + _y
2meL)2( ( X 4 ) OX( X 4 )

2 (1,055 - 10734)

0x = 5 J =2,350 eV
2+9,109 - 10731 - (0,400 - 1079)
Rikna kandidaterna. Virdet av n? + n§/4:
(nX! n}’) (15 1) (1’ 2) (1) 3) (2’ 1) (1: 4)
n; +n/4 1,25 2 3,25 4,25 5
E (eV) 2,94 4,70 7,64 9,99 11,8

Néasta kandidat &r (2, 3) med 6,25, alltsa hogre.

Degeneration. (1, 4) och (2, 2) har bada 5Ey:

E1,4 = Ez,z = 11,8 eV

Det &r en tillfallig degeneration som beror pé att sidkvoten &r ett heltal. Ovriga nivaer ar

icke-degenererade.

Fotonen. Forsta exciterade tillstandet &ar (1, 2), med AE = (2 — 1,25)Eox = 1,763 eV:
1240 eV : nm
T o
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Det ar rott ljus. Observera att (2, 1) ligger forst pa femte plats.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 41.2 Particle in a Three-dimensional Box
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Partikel i potentialbrunn

#fysik  #kvantfysik #modell

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Partikel i lada

Med en andlig vagghojd Uy i stallet for oandlig blir iy en sinusvag inne i brunnen och en avtagande
exponentialfunktion utanfér, en pé var sida. Losningarna maste matchas s att bade ¢ och dyr/dx ar
kontinuerliga 6ver randerna, vilket kraver numerik — det finns inga enkla uttryck. Tre skillnader mot
den odndliga ladan foljer: ¢ ar inte noll vid randerna, sa vaglangden blir langre och energinivaerna
darmed lagre; antalet bundna nivaer ar andligt med ett kontinuum ovanfér Up; och vagfunktionen
ar inte noll utanfor brunnen, sa partikeln har en sannolikhet att befinna sig dar klassisk fysik

forbjuder den.

dy(x) _ 2m
dx? h2

(Uo ~E)Y(x)

= Y(x) = Ce™ + De™

Formeln, symbol f6r symbol

d*y
dx?
~~

krokningen

Y(x) =

= W(UO—E)l//
————

k>>0 utanfor
brunnen

+ De—KX
N——"

vaxer; stryks  avtar; stryks

for x<0

Utanfor brunnen béjer sig i bort fran axeln i stallet for mot den. Da kan den inte svanga utan bara vaxa
eller avta exponentiellt, och bara den avtagande delen gar att normera. Partikeln nar darfér en bit,

ungefar 1/k, in i vaggen.
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1. Tre omraden

Brunnen har U = 0for0 < x < L och U = U, utanfér. Vi soker bundna tillstand, alltsd 0 < E < U,.
Da delas x-axeln i tre omraden dar Schrodingerekvationen har olika karaktar.

Inneibrunnen. Med U = 0 &r ekvationen densamma som i den oandliga ladan:

d*y
- -k k =
dx? v

Y(x) = Asinkx + B cos kx

Utanfor brunnen. Har ar Uy — E > 0, och ekvationen i rutan 6verst ger exponentialfunktioner med

_ V/2mUo - E)

h

Fysika: Fd3 (samma K som under tunneleffekt)

Vagfunktionen méste ga att normera, s& den far inte vaxa nar |x| — oo. Férx < 0 stryks darfér
termen De ™, och for x > L stryks Ce'*:

Y(x)=Ce” (x<0)  y)=De™ (x>1L)

2. Anslutningsvillkoren

Enligt Schrodingerekvationen ar o« (U — E)i. Potentialen gor ett andligt hopp vid randen, s& "
gor ocksa bara ett andligt hopp. Da ar dis/dx kontinuerlig, och darmed ocksa Y. Det ger fyra villkor, tva
vid varje rand:

dy
och

Vot g

— kontinuerliga vid x =0 ochx =L
X

Villkoren gar bara att uppfylla for vissa E, och det ar sa kvantiseringen uppstar. Villkoret ¢y = 0 vid
vaggarna galler inte langre.

y‘ Harledning av kvantiseringsvillkoret

Flytta origo till mitten. Brunnen ligger nu pa —L/2 < x < L/2. Potentialen ar symmetrisk, sa
tillstdnden ar antingen jamna, Y = cos kx inuti, eller udda, ¢ = sin kx inuti. Utanfor hoger rand ar
l// o e—KX.

Kvoten s /i vid x = L/2. Bada villkoren vid randen kan slas ihop till att ¢y /i ska vara lika pa
bada sidor. Utanfor ar kvoten —k.
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Jamna tillstand:

—ksin(kL/2) _ .
cos(kL/2)

Udda tillstand:

kcos(kL/2) e
sin(kL/2)

Dimensionslésa variabler. Infor z = kL/2 och

L +/2mUj
Zyg = —°
2 h
Eftersom k? + k%> = 2mU,/A? blir kL/2 = \/ZS — 72, och villkoren blir
—-z? (jamna) —zcotz =4/z —z> (udda)

Det ar transcendenta ekvationer. De l6ses grafiskt eller numeriskt, inte med en formel.

Koppling till den oindliga brunnen. Med E;_pw = m°H%/2mL?, grundnivan i en oandlig brunn

med samma bredd, ar
2
E 2z U()
=(—) Zy =
E1pw T E1pw

Gransen Uy — o gerzg — 0, och da ligger l6sningarnavid z = /2, m, 3m/2, ..., vilket ger

NS

E = nE,_pw som i den oandliga ladan.

3. Antalet bundna tillstand

Vansterleden z tan z och —z cot z gar vaxelvis fran 0 till co pa varje intervall av langden /2, medan
hogerledet avtar fran zg till0 pa 0 < z < z(. Varje paboérjat intervall ger darfor exakt en l6sning, och
antalet bundna tillstand blir
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Uo

E 1-IDW

N=] 1

dar [ ] betyder avrundning uppat till heltal. En brunn har allts3 alltid minst ett bundet tillstand, hur

grund den an ar.

Brunnen med Uy = 6E1_.1pw. Har ar \/6 = 2,45,sa N = 3. Numerisk losning av villkoren ger

2

n E./E1.pw E,./Uy odandlig brunn, n
1 0,625 0,104 1
2 2,43 0,406 4
3 5,09 0,848 9

kontinuum: obundna tillstand, E > U,

Uo = 6E1 1w

energi / El,IDW

De tre bundna tillstanden i en brunn med Uy = 6E1_pw, ritade pd sina energinivder. Vagfunktionerna
dr inte noll vid randerna utan klingar av exponentiellt utanfér brunnen. Den odndliga brunnens nivaer
E1.1pw och 4E1 1pw (streckade) ligger higre, och dess nivd 9E1-1pw finns inte alls bland de bundna.
Ovanfér Uy dr energin inte kvantiserad.
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4. Jamforelse med den oandliga brunnen

odndlig brunn &ndlig brunn

Y vid randen 0 skild fran 0

Y utanfor 0 o« el

antal bundna nivaer  oandligt manga N, alltid minst 1
nivaderna nZEl_IDw lagre an anl_IDw
Over brunnskanten finns inte kontinuum for E > Uy

Nivaerna ligger lagre eftersom y far sticka ut en bit utanfor. Vagen far plats med en langre vaglangd,
och langre vaglangd betyder mindre rérelseméangd och darmed lagre energi. Skillnaden ar storst for de
hogsta nivaerna, som ligger narmast kanten.

5. Intrangningsdjupet

-2k | x|

Utanfér brunnen avtar sannolikhetstatheten som || xe raknat fran randen. Ett matt pa hur

langt ut partikeln nar ar langden dar ¢ har minskat med faktorn e:

h
V2m (U, - E)

Nivaer nara kanten har litet Uy — E och tranger darfor langst ut. Klassiskt ar omradet utanfor

1
6:—:
K

forbjudet, eftersom den kinetiska energin E — Uy, dér skulle vara negativ. Ar barridren tunn jamfért

med 6 kan partikeln ta sig igenom, vilket ar tunnling.

En anvandbar tumregel ar att den andliga brunnen beter sig ungefar som en oandlig brunn med den
effektiva bredden L + 26.

Uo

U lacker ut en stracka 0 = 1/k

vagen far plats i en lada
som ar 28 bredare

langre vaglangd

- mindre rorelsemangd
5 - lagre energi
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Grundtillstandet i en brunn med Uy = 6E1_pw (heldraget) och en halv sinusvag i en odndlig ldda med
bredden L + 26 (streckat). Inne i brunnen gér de knappt att skilja dt: vdgen beter sig som om véggarna
stod & ldngre ut, och ddrfér ligger nivén ldgre.

I\ Vanliga fel

e kraknas med Uy i stéllet for Uy — E. Avklingningen bestams av hur [angt under kanten
nivan ligger, inte av brunnsdjupet ensamt.

¢ Den oandliga brunnens formel anvands f6r de exakta nivaerna. anl_IDW ar en ovre
grans, inte svaret. De exakta nivaerna kraver numerisk losning.

e | = 0 satts vid randen. Det galler bara nar vaggen ar oandligt hog. I den andliga brunnen
ar det ¢ och dys/dx som ska vara kontinuerliga.

e Energin riknas fran fel nollniva. E mats fran brunnens botten, och ett tillstand &r bundet
baraom E < Uj.

e En grund brunn tros sakna bundna tillstand. Det finns alltid minst ett, i en
endimensionell brunn.

6. Losta exempel
:= Exempel — Grund brunn for en elektron

En elektron befinner sig i en andlig brunn med bredden 0,500 nm och djupet 5,00 eV. a) Hur
manga bundna tillstand finns? b) En numerisk losning ger grundnivan 0,814 eV. Bestam
intrangningsdjupet 1/k for grundtillstandet. c) Uppskatta grundnivan som en oandlig brunn med
den effektiva bredden L + 2/K, och jamfor med det exakta vardet.

J Lésning
a) Den oandliga brunnens grundniva:

?h? 72 (1,055 - 10734)
2meL?  2-9,109 - 1073 - (0,500 - 1079)’

Eipw = J=1,504 eV

Fysika: Fd3 (partikel i endimensionell [&da, E,, med n = 1) och Te (h, m.)

[l
No

U 5.00
\/ 0 -,/ =2 =./332=1,82 — N

Eipw 1,504
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b) Uy —E = 4,186eV=16,71-10"193;

_ /2:9,109-1073 - 6,71- 10719

1055 10 =1,05-10°" m™

X | =

=10,0954 nm

Elektronen nar alltsa ungefar en femtedel av brunnsbredden ut pa varje sida.

c) Effektiv bredd Leg = 0,500 + 2 + 0,0954 = 0,691 nm. Energin skalar som 1/L?:

Ei~E 2_1504 0500 0,788 eV
1R 11Dw( ) (0691 ~|0, e

Det exakta vardet ar 0,814 eV, sa uppskattningen ligger ungefar 3 % fel. Den oandliga
brunnen hade gett 1,50 eV, nastan dubbelt s& mycket.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer 6verens.

:= Exempel — Hur djup for tre nivaer?

En elektron sitter i en andlig brunn med bredden 0,300 nm. Inom vilket intervall ska
brunnsdjupet U ligga for att det ska finnas exakt tre bundna tillstand? Hur manga bundna
tillstdnd finns det om Uy = 25,0 eV?

¢ Lésning
Grundenheten.

72 (1,055 - 10734
Eippw = 5 J=4,18eV
29,109 - 10-31 - (0,300 - 10-9)

Villkoret. N = 3 kraver 2 < /Uy/E1pw < 3, alltsa

4El-IDW < UO < 9El-IDW == 16,7 eV < UO < 37,6 eV
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UO = 25,0 ev.

,/@:2,45 — N=3
4,18

Numerisk losning ger nivaerna 2,61, 10,2 och 21,2 eV, alla under motsvarande 4,18, 16,7
och 37,6 eV i den odndliga brunnen.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 40.3 Potential Wells
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Kvantmekanisk tunnling

#fysik  #kvantfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Partikel i potentialbrunn

En partikel med energin E lagre an barriarhéjden Uy kan anda ta sig igenom en tillrackligt tunn barriar,
eftersom vagfunktionen avtar exponentiellt inuti barriaren men inte hinner na noll. Partikeln borrar sig
inte igenom och forlorar ingen energi i processen — den lamnar inget hal. Sannolikheten ar
proportionell mot kvadraten pa kvoten mellan amplituderna pa barriarens tva sidor och beror extremt
kansligt p& bredden L och p& massan: samma barriar som ger T ~ 10> fér en elektron ger 10713 for
en proton. Tunnling forklarar a-sénderfall ur instabila karnor och vissa kemiska reaktioner med vate.

/2m (U, -E
T=ge?t, yx=Y2MU~E) G=16£(1—§)
0

h ’ U

Fysika: Fd3 (tunneleffekt, med E,, och my, fér partikelns energi och massa)

Formeln, symbol f6r symbol

T = G e 2L
~~ ~~~
forfaktor, amplitudens

mellan 0 och 4 avtagande i kvadrat

Inne i barridren avtar vagfunktionen som e ", och sannolikheten som kvadraten pa den. Allt som gor
KL storre — bredare barriar, tyngre partikel, langre upp till toppen — hamnar i exponenten, och darfor
ar tunnling sa kanslig.
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1. Klassiskt férbjudet omrade

Ta en rektangular barriar: U = U, for 0 < x < L och U = 0 utanfér. En partikel med energin E < U,
kommer in fran vanster. Inuti barriaren skulle den kinetiska energin bli

K:E_U0<O

och det gar inte klassiskt, sa partikeln studsar alltid tillbaka. Kvantmekaniskt finns ingen sadan sparr.
Schrédingerekvationen har lésningar ocksa dar E < U, men de oscillerar inte.

2. Vagfunktionen i tre omradden

e Vinster om barridiren (x < 0): en infallande och en reflekterad vig med vagtalet k = v/2mE/h.

e Inuti barridren (0 < x < L): samma ekvation som i vaggen pa en andlig brunn, alltsa en
kombination av € och e ™.

e Hoger om barridren (x > L): bara en utgaende vag. Dar ar U = 0 igen och energin densamma,
sd vagtalet ar samma k som till vanster.

Vid x = 0 och x = L maste bade iy och dy//dx vara kontinuerliga. De fyra villkoren bestammer alla
amplituder i férhallande till den infallande, och den utgaende amplituden blir aldrig noll.
Tunnelsannolikheten T &r kvadraten pa kvoten mellan den utgdende och den infallande amplituden.

barriar
- Rey Up=4eV

— Y

E=1,5eV,L=0,4nm
T=|Yyl?=5,7-10"3

IVARVE R

bara utgdende vag,

) samma vaglangd
infallande + reflekterad

-2 -1 0 0,4 1 2
X (nm)

Exakt l6sning fér en elektron med E = 1,5 eV mot en barridr med Uy = 4 eV och L = 0,4 nm. Till
vdnster interfererar den infallande och den reflekterade vdgen, inuti barriciren avtar | exponentiellt, och
till hoger fortsdtter en vig med samma vdglingd men mycket mindre amplitud: T ~ 5,7 - 1073,
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¢ Varfor exponenten ar —2kL

Inuti barriaren. Nar barriaren ar bred dominerar den avtagande termen:
Y(x) ~ De™

Over barridren. Fran x = 0 till x = L minskar amplituden med faktorn

|'7U(L)| ~ e—KL
ly(0)]

Sannolikheten. Sannolikheten gar som amplituden i kvadrat:
~KL\2 — —2kL
T x(e™) =e

Forfaktorn. Nar sinusvagen passas ihop med exponentialfunktionerna vid bada kanterna blir

E

forfaktorn G = 16; (1- U—), som ligger mellan 0 och 4. Den exakta l6sningen innehaller
0 0

ocksa den vaxande termen e"*. Den ar forsumbar bara nar kL. 3> 1, och darfor galler formeln

baranarT << 1.

3. Kansligheten
Logaritmera ingressens formel:
InT =InG - 2kL
Bredden och K star i exponenten, medan G bara star framfor. Darfor ar tunnling sa kanslig:

e Bredden. Varje gang L 6kar med In 10/(2k) blir T tio gdnger mindre. For en elektron med Uy —
E = 2,50 eV racker det med 0,142 nm.

e Massan. kK « +/m. En proton ar 1836 ganger tyngre an en elektron, sd exponenten blir ungefar
43 ganger storre.

e Avstdndet till toppen. Kk x m, sa ju narmare toppen partikeln ligger, desto lattare

tunnlar den.

Tilldimpningar. Elektroner tunnlar genom tunna oxidskikt mellan tva ledare. Det utnyttjas i
tunneldioden och i Josephsondvergangen mellan tva supraledare. Sveptunnelmikroskopet mater
tunnelstrémmen dver ett vakuumgap. Vid a-sonderfall tunnlar alfapartikeln ut genom karnans
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Coulombbarriar. I solens kéarna tunnlar protoner genom varandras Coulombbarriar, sa fusionen gar vid
en lagre temperatur an klassisk fysik skulle krava.

u(n)

Coulombbarriar

klassiskt forbjudet: E < U

samma energi,
mycket mindre amplitud

stark kraft
héller ihop

karnan l¢———— barriarens bredd ————»;

a-sénderfall som tunnling. Inne i kdirnan hdlls alfapartikeln kvar av den starka kraften, och

utanfér knuffas den bort av Coulombrepulsionen. Med energin Ey under barriéirens topp avtar @
exponentiellt genom det klassiskt férbjudna omrddet och fortsdtter ut med samma energi men mycket
mindre amplitud.

/\ Vanliga fel

o Ujistallet for Uy — E i k. Det som raknas ar barridrens hojd éver partikelns energi.

e eV direkt under roten. Uy — E maste i joule innan K rédknas ut, och man delar med h, inte
h.

e Faktorn 2 gléms. Exponenten ar —2kL, eftersom sannolikheten gar som amplituden
i kvadrat.

e Formeln anvinds utanfor sitt omrade. T = Ge > forutsatter E < Up och T << 1. Nar
E > Uy finns ingen exponentiell dampning, men en del reflekteras anda.

o Partikeln tros férlora energi. Efter tunnlingen har den samma energi och samma vaglangd

som fore. Det enda som ar mindre ar amplituden.

4. Losta exempel
:= Exempel — Elektron eller proton genom samma barriar

En partikel med energin 1,50 eV traffar en rektangular barriar som ar 4,00 eV hég och 0,800
nm bred.
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a) Berakna tunnelsannolikheten fér en elektron. b) Hur bred far barriaren hogst vara om
elektronens tunnelsannolikhet ska vara minst 1,00 + 10752 ¢) Berdkna tunnelsannolikheten fr en

proton med samma energi genom barriaren i a).

2 Losning

a) Foérfaktorn. E/Uy = 0,375:

G=16-0,375-(1-0,375) = 3,75

Avtagandet. U, — E = 2,50 eV = 4,005 - 10719 J:

v/2+9,109 - 10731 - 4,005 - 10719
K =

— . 9 -1
1,055 - 1034 - 810710Tm

Fysika: Te (h, m,)

Tunnelsannolikheten. 2kL = 2 - 8,10 - 10° - 0,800 - 10~° = 12,96:

T=375e%=375-235-10°~8,82-107°

b) L6s ut bredden. UrIn T = In G — 2kL:

ne s G In(3,75-10° 15,14 <lia
T T T 2-810-109  1,620-1010 L »2>t0m

Barriaren far bara bli 0,13 nm bredare innan sannolikheten sjunker nastan nio ganger.

c) Protonen. G beror bara pa E/Up och &r oférandrat. Med m, = 1,673 - 110727 kg:

V21,673 10727 - 4,005 - 10719
Kp = ey
1,055 - 1073

=3,47-10" m™!

2k,L =555,4 T, =3,75e > ~|2,4-107%

Raknaren ger noll har, s& rdkna med tiologaritmen: 1g T, = 1g 3,75 — 555,4/1n 10 =
—240,6.
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Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 40.4 Potential Barriers and Tunneling
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Sveptunnelmikroskopet

#fysik  #kvantfysik #metod

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Kvantmekanisk tunnling

Sveptunnelmikroskopet utnyttjar att tunnelsannolikheten ar exponentiellt kanslig for barriarens bredd:
med ett vakuumgap kring 1 nm mellan spets och yta dndras tunnelstrommen kraftigt vid minsta
hojdskillnad. Det ger 0,1 nm lateral och 0,01 nm upplésning pa djupet. Eftersom strommen beror pa
vilka tillstand som finns vid en given energi blir bilderna energiberoende, och tekniken kan byggas ut till

STS, som ser enskilda tillstand, och IETS, som mater vilka tillstand som kopplar till vibrationer.

Formeln, symbol f6r symbol

I

= =exp(-2 kK (d—dy))

I N ~——
avklingning,  gapets
bestams av ¢ andring

2m,
~~

uttrades-
arbetet

h

K=

Strémmen beror bara pd hur mycket gapet &ndras, och dndringen star i exponenten. Med @ ~ 4,5 eV
racker en tiondels nanometer for att strommen ska dndras ungefar tio ganger.

1. Uppstallningen

En vass metallspets fors ned mot en ledande yta tills gapet ar ungefar 1 nm. Langst ut sitter idealt en
enda atom. Mellan spets och yta laggs en liten spanning, fran nagra millivolt upp till nagra volt.

Vakuumgapet fungerar som en barriar. For att lamna metallen maste en elektron fa ungefar

uttradesarbetet ), samma storhet som i Fotoelektriska effekten. Barriarhdjden éver elektronernas
energi blir darfér Uy — E ~ @, typiskt 4-5 eV. Utan spanning tunnlar lika m&nga elektroner &t bada
hallen. Spanningen gor att fler gar at ena hallet, och da flyter en nettostrom pa nagra nanoampere.
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Spetsen flyttas med piezoelektriska kristaller, som ger en noggrannhet pa pikometer i alla
tre riktningar.

2. Strommens avstandsberoende

Strdommen ar proportionell mot tunnelsannolikheten i Kvantmekanisk tunnling. Gapet d ar barridrens
bredd, och K bestams av uttradesarbetet:

[ «x e 2 K= v2me@

Fysika: Fd3 (tunneleffekt, T = Ge ** med gapet d som barricirbredd)

Forfaktorn och spanningen beror knappt pa d. I en kvot mellan tva avstand tar de darfor ut varandra:

I_2 — e—ZK(dz—dl)
I

For ¢ = 4,50 eV blir k ~ 10,9 nm ™. Om gapet 6kar med In 10/(2k) = 0,106 nm blir strémmen tio
ganger mindre, och det ar mindre &4n en atomdiameter. Strommen gar da nastan bara genom den atom
i spetsen som sitter narmast ytan. Det ar darfor mikroskopet nar atomar upplésning.

approximationen fel
~ narTintedar< 1

tunnelsannolikhet T
P
o
A

elektron,E=1¢eV,Uy=5eV

k=10,2 nm~*
1078
heldragen: exakt - streckad: G-e~2<-
107°
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

barriarbredd L (nm)

Tunnelsannolikheten mot barricirbredden for en elektron med E = 1 eV mot Uy = 5 eV, pa logaritmisk
skala. Kurvan dr ndstan rak: varje 0,11 nm extra bredd gér T tio gdnger mindre. Approximationen
Ge 2L (streckad) sammanfaller med den exakta [6sningen sd snart T << 1.
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3. Driftlagen

e Konstant strém. En aterkopplingskrets hojer och sanker spetsen sa att strommen halls

konstant, och da ar gapet konstant. Nar spetsen sveper Gver ytan ritar dess hojd ytans topografi.

Laget ar det vanligaste och skyddar spetsen mot krockar.

¢ Konstant hojd. Spetsen halls pa fast hojd och strommen registreras. Det gar snabbare men

fungerar bara pa mycket slata ytor.

I« e 20,1 nm stérre gap ger ungefar

tio gdnger mindre strém

hoj eller sank spetsen

aterkoppling:
hallT = I

A

metallspets

spetsens bana

provets yta

mat I

I tunnelstrom
nagra nA

Sveptunnelmikroskopet i ldget konstant strém. Elektroner tunnlar 6ver gapet d mellan spetsens yttersta

atom och ytan. A°terkopplingen jamfor strommen med ett bérvdérde och héjer eller séinker spetsen med

piezokristallerna s@ att gapet hdlls konstant, och spetsens héjd under svepet ritar ytans topografi — hdr

med en extra atom pd ytan.

Strommen beror ocksa pa hur manga elektrontillstand som finns vid de energier som spanningen valjer

ut. Om man haller spetsen still, varierar spanningen och mater dI/dV far man tillstandstatheten pé

just den platsen. Det ar STS, sveptunnelspektroskopi. IETS, inelastisk tunnelspektroskopi, letar efter

sma steg i strommen vid de spanningar dar elektronerna borjar kunna lamna energi till en vibration i en

molekyl pa ytan.

/\ Vanliga fel

e Faktorn 2 gléms. Strommen f5ljer e 2. Med e blir kinsligheten bara halften sa stor.

¢ Fel barriarhojd. Barridren ar uttradesarbetet pa nagra eV. Den palagda spanningen, ofta

bara millivolt, ar nagot annat.

e Fel ekvation fér gapandringen. En relativ stromandring motsvarar Ad = In(I;/1,)/(2k). Det

gar inte att multiplicera procentsatsen med gapet.

¢ Mikroskopet tros avbilda atomkarnor. Det mater elektrontillstand vid ytan. Bilden visar var

elektronerna finns vid en viss energi.
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4. Losta exempel
:= Exempel — Hur kanslig ar strommen?

Spetsen i ett sveptunnelmikroskop befinner sig nara en metallyta. Barriarhojden éver
elektronernas energi ar 4,50 eV.

a) Berédkna K. b) Med vilken faktor minskar tunnelstrommen om gapet 6kar med 0,100 nm? c)
Aterkopplingen tillater att strommen ékar med hogst 2,00 % innan spetsen flyttas. Hur mycket
far gapet minska innan det hander?

/ Losning

a) Avtagandet. ¢ = 4,50 ev= 7,210 10" J:

\/2 9,109 - 10731 - 7,210 - 10719
K =]

055 10 ~|1,09-10"° m™

Fysika: Te (h, m,)

b) Kvoten. 2k Ad = 2 - 1,087 - 10'° - 1,00 - 1071 = 2,174:

=e

Ii 2,174 ~[8.79
I, ’

Strémmen blir ndstan nio ganger mindre nar gapet vaxer med ungefar en halv atomdiameter.

c) Los ut gapandringen. I,/I; = 1,02 ger

_In1,02  0,01980
2k 2,174- 1010

Ad ~ (0,911 pm

Det ar ungefar en hundradel av en atomradie, vilket forklarar upplésningen pa djupet.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.
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Lasning

e 40.4 Potential Barriers and Tunneling
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Kvantmekanisk haxrmonisk oscillator

#fysik  #kvantfysik #modell

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Schrodingerekvationen, Svangning

Med Hookes lag F (x) = —k x blir den potentiella energin U(x) = %k'xz, och randvillkoret arattyy — 0
narx — oo, Lésningarna ges av Hermitefunktioner. Energinivaerna blir jamnt fordelade till skillnad
fran ladans, s& avstandet mellan tva grannnivder ar alltid AE = Aw, vilket motsvarar fotoner i IR-
omradet. Den lagsta nivan ligger inte i noll utan pa %f)w.

E, = +1 h —\/k
n=(n 2) w, W= -

Formeln, symbol f6r symbol

1

- )ho

2 ~~
antal ~N~ et
steg noll-  steg
punkten

fjaderkonstanten

o
k
m
N~
Nivaerna bildar en stege dar alla steg ar lika hdga, R, och det lagsta ligger ett halvt steg dver botten.
En styvare fjader eller en lattare massa ger hogre steg.

1. Schrodingerekvationen f6r oscillatoxrn

Klassiskt svanger en massa i en fjader med vinkelfrekvensen w = 1/k'/m (se Svangning) mellan tva
vandpunkter 2A. Dar ar all energi potentiell, sa %k'A2 = E. Kvantmekaniskt satter viin U = %k'x2
i Schrodingerekvationen:
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h?dy 1.,
N S =
mae T akXw=Ey

Dessutom maste y — 0 nar |x| — oo, annars gar vdgfunktionen inte att normera.

2. Varfor bara vissa energier
Skriv om ekvationen sa att krokningen star ensam:

d’y _ 2m

1.,
w2 e GRX B

e Innanfér vandpunkterna ar parentesen negativ. D4 har d? l,tl/dx2 motsatt tecken mot , kurvan
bojer sig mot x-axeln och y oscillerar.
¢ Utanfor vandpunkterna ar parentesen positiv. Da bojer kurvan bort fran axeln, och en godtycklig

ldsning vaxer utan grans.

Bara for vissa varden pa E lamnar kurvan det oscillerande omradet precis sa att den narmar sig noll pa
bada sidor. Det ar de energier som ingressens formel ger. Samma resonemang forklarar kvantiseringen
i den andliga brunnen.

3. Grundtillstandet

Den lagsta l6sningen ar en Gaussklocka utan nollstallen:

WO(X) — Ce—\/ﬁ X*2h
y‘ Kontroll av grundtillstdndet och normering

Kortform. Stt & = v/mk /A = mw/f sa att Y = Ce 72,

Derivera tva ganger.

d
_c;[)’f = —ax Yo
d?
—d)ﬁo = (&x* — a) Yy

Satt in i ekvationen.
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FOO0O5T - Kvantmekanisk harmonisk oscillator

2

—ﬁ— (azxz—a)l/! +1k'x2¢1 = Ey
om 0F 5 0 0

Termerna med x?. De tar ut varandra for alla x, och det ar darfor o valdes som den gjordes:

2m 2mlﬁ

h’e*>  h*> mk Kk
2

Konstanta termer. Det som blir kvar ar energin:

E=—2-1 .09 _Zp,
2m  2m h 2
Det ar Ey i ingressens formel.
* 2

Normering. Med Gaussintegralen [ e ™ dx = \/m/a:

T meo 14

C%./= =1 — C=(—
a nh

Med v mk" = mw blir det normerade grunditillstandet

1/4 5
()= (Z2) e
Tt

De hogre tillstanden ar samma Gaussfaktor multiplicerad med ett polynom av grad n, ett
Hermitepolynom. Y/, har n nollstallen och ar omvéaxlande jamn och udda.
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FOO05T - Kvantmekanisk harmonisk oscillator

U(x) = Yk'x2

72hw n=3
o0 2hw n=2
—
(0]
c
(O]
¥hw n=1
Yohw n=0

klassiska vandpunkter +A,

-4 -2 0 2 4
x (enhet vV (h/mw))

De fyra ldgsta tillstdnden ritade pd sina energinivder i parabeln. De streckade linjerna markerar de
klassiska vindpunkterna £A,,, och vagfunktionerna strdcker sig en bit utanfér dem.

4. Jamforelse med den klassiska oscillatorn

Amplituden. En klassisk oscillator med energin E,, har amplituden Ay, dar %k'A% =(n+ %)ﬁco. Med

k' = mw? blir
A = /(2n+ 1)h
" ma

Utanfor vandpunkterna. I grundtillstandet ligger ungefar 16 % av sannolikheten utanfor +A,. Dar kan

partikeln klassiskt aldrig vara, precis som inuti en barriar vid tunnling.

Var partikeln helst ar. En klassisk massa ror sig langsammast vid vandpunkterna och ar darfor oftast
dar. I kvantmekanikens grundtillstand ar det tvartom mest sannolikt att hitta partikeln i mitten. For
|2

stora n narmar sig |(/Jn i medeltal den klassiska fordelningen, som korrespondensprincipen kraver.

Nollpunktsenergin. Energin kan inte vara noll. Da skulle partikeln ligga still exaktix = 0
, med bade Ax = 0 och Ap = 0. Grundtillstandet har de minsta spridningar som Heisenbergs

osakerhetsprincip tillater:
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FOO05T - Kvantmekanisk harmonisk oscillator

Fysika: Fd3 (Heisenbergs osdkerhetsrelation, Ap, * Ax > h/4m; grundtillstdndet ger likhet)

2 Harledning av Ax och Ap

Liget. Medelvardet av x ar noll av symmetriskal, s& (Ax)? ar medelvardet av x%. Med |y

0
) 2 1 Tt
CZe ax OChI X2e ax dx = — —
oo 20V a

Rorelsemangden. Energin fordelar sig lika pa kinetisk och potentiell i medeltal, sa medelvardet

avp2/2m ar %Eo:

he = (Ap) = @

(Ap)* _ 1
2m 4

Produkten.

h  mho
AxXAp=\ =—" " —— =

h
2mw 2 2

Tillampningar. Nara botten ser nastan varje potentialminimum ut som en parabel, sa modellen

beskriver vibrationer i molekyler och kristaller. I en tvaatomig molekyl byts m mot den reducerade

massan m;. Overgéngen n — n+ 1 absorberar en foton med hf = Nw, oftast i infrarott.
Se Molekylvibration.

n=4

bindningen som fjader k'

svanger kring jamviktslaget - )
— n=
. —_—| n=2 hw
U = %k'x? ndra
botten av varje 1 n=1
potentialminimum
ho (IR)
— ] n=1 ' n=0

l&da: E « n? oscillator: E = (n + %)hw

>
1l
w

stegen glesnar jamna steg
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FOO0O5T - Kvantmekanisk harmonisk oscillator

Vénster: en tvdatomig molekyl, ddr bindningen fungerar som en fjcder. Hoger: pd samma energiskala
glesnar lddans nivdaer som n?, medan oscillatorns ligger pd jdmna steg Nw ovanfér nollpunktsenergin
%ﬁw. Varje steg uppdt kostar samma foton, oftast i infrardétt.

I\ Vanliga fel

e nbérjar pa 1. Grundtillstdndet &rn = 0 med Ey = %ﬁw. Det ar inte Aw och inte noll.
o o och f blandas ihop. Nivdavstandet ar w = hf. Skriver man haw blir det 271 ganger
for stort.

2 ‘men i oscillatorn ar avstandet

¢ Nivaavstandet tros viaxa med n. I ladan véaxer E,, som n
alltid he.

e Massan i stéllet for den reducerade massan. I en molekyl svianger bada atomerna, sa
o = +/k/m,.

k' blandas ihop med vagtalet k. Primtecknet skiljer fjaderkonstanten fran vagtalet.

5. Losta exempel
:= Exempel — Kolmonoxidens vibration

En kolmonoxidmolekyl absorberar infrarétt ljus med vaglangden 4,67 pm nar den gar fran
vibrationens grundtillstand till forsta exciterade tillstandet. Atommassorna ar 12,000 u for kol
och 15,995 u for syre. Behandla vibrationen som en harmonisk oscillator.

a) Berdkna avstandet mellan vibrationsnivaerna i eV. b) Berakna vinkelfrekvensen och
bindningens kraftkonstant. c) Berakna nollpunktsenergin.

 Losning

a) Nivdavstandet. Fotonens energi ar skillnaden mellan tva grannivaer:

1240 eV - nm N

0,265 eV
4670 nm

hc
Aw = € _
77

b) Vinkelfrekvensen.

_0,2655-1,602-1071°

~|4,03 - 10" rad/s
1,055 - 10734
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FOO0O5T - Kvantmekanisk harmonisk oscillator

Fysika: Te (e, h)

Reducerade massan.

_ 12,000 - 15,995

= =6,856u=1,14-10%k
12,000 + 15,995 = »°°UT 4 &

my

Kraftkonstanten. Ur w = \/k'/m,:

K =mo?=1,139 102 - (4,034 - 104)’ 1,85 - 10> N/m

c) Nollpunktsenergin.

Ey = =hw ={0,133 eV

N| —

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

:= Exempel — Elektron i en harmonisk falla

En elektron ar instangd i en potential som kan beskrivas som en harmonisk oscillator med
nivaavstandet A = 50,0 meV.

a) Berékna vinkelfrekvensen och vaglangden hos den foton som lyfter elektronen fran n = 0 till
n = 1. b) Berékna den klassiska amplituden Ag for grundtillstandets energi. c) Berdkna Ax och
Ap i grundtillstdndet och visa att produkten ar /2.

2 Lésning

a) Vinkelfrekvensen.

0,0500 - 1,602 - 1071°
= o g Y060 107 radss

Fotonen. Dess energi ar Aw:
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FOO0O5T - Kvantmekanisk harmonisk oscillator

_ 1240 eV - nm
0,0500 eV

= 24800 nm = (24,8 pm

b) Amplituden. Med n = 0:

h 1 10734
Ay = = ’0?5 0 ~ (1,23 nm
Me® SLIE o U@ - 7598 - 10"

c¢) Spridningen i lage.

0,873 nm

Sz

Spridningen i rérelsemangd.

m.how 9,109 - 10731 - 0,0500 - 1,602 - 10719 6
Ap = > = > ~16,04 - 10 " kg - m/s

Produkten.

AxAp=8,73-10710-6,04-102°=527-10%J-s=

N | Ox

Grundtillstandet ligger alltsa precis pa gransen i osakerhetsprincipen.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 40.5 The Harmonic Oscillator
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Schrxodingerekvationen for vateatomen

#fysik  #atomfysik #modell

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Schrodingerekvationen, Sfariska koordinater, Bohrs modell
for vateatomen

Med Coulombpotentialen separeras problemet i sfariska koordinater till en produkt av tre enfunktioner.
Randvillkoren ar att R(r) — O narr — oooch att ® och ® &r periodiska med 27. Radialdelen ger
samma energinivaer som Bohrs modell, men nu utan postulat — och de tva vinkeldelarna ger
ytterligare tva kvanttal pa kopet.

1 e?

Ur)=-—— y(r,6,9) =R(r)O(0) 2(¢)

amey r

Formeln, symbol f6r symbol

1 €
U(r)=—— —
dmey 1
——

beror bara pa

avstandet r

Y= R(r) ©() q’(¢)
~~ =~

gern ger | ger my och
och energin och formen orienteringen

Eftersom potentialen bara beror pa avstandet gar vagfunktionen att dela upp i en faktor per koordinat.
Varje faktor far ett eget randvillkor, och varje randvillkor ger ett eget kvanttal.

1. Schrodingerekvationen i tre dimensioner

Itre dimensioner ersatts andraderivatan av summan av de tre partiella andraderivatorna:

azqf 62¢f 62
0x2 6y

- (

2m

)+Ullf Ey
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FOOO05T - Schrodingerekvationen fér vateatomen

| |2 dV ar sannolikheten att hitta partikeln i volymelementet dV/, och normeringen blir
J lyl?av =1

Coulombpotentialen beror bara pa avstandet r till kdarnan, sa det l6nar sig att byta till Sfariska
koordinater. Fysiken anvander 6 fér vinkeln fr&n z-axeln och ¢ fér vinkeln runt z-axeln. I
matematikkursen ar namnen ofta ombytta.

2. Separation av variabler

Satt in produkten y = RO® fran ingressen. Varje term kan da ordnas sa att den beror pa en enda
variabel, och ekvationen delas upp i tre vanliga differentialekvationer. Separationskonstanterna skrivs
m? och I(1 + 1).

Azimutdelen.

d*o
ag - Mo
Polardelen.
1 d de m?
—— — (si —) + — e =
sngdp S0 gg) T D= =5r)0 =0
Radialdelen.
h*> d ,drR_ I(1+1)A?
- — (=) +(———=— +U(r))R=ER
2m,r? dr (r dr) ( 2m,r? (")

Har ar m, den reducerade massan, se avsnitt 3. Termen I(I + 1)7’)2/2mrr2 ar rotationsenergin
L?/2m,r? med L? = I(I + 1)A?. Den verkar som en extra potential som haller elektronen borta fran
karnan narl > 0.

¢ Hur randvillkoren ger heltal
Azimutdelen. Losningen ar

o(¢) = e™?
Vinkeln ¢ + 271 &r samma punkt som ¢, s& (@ + 21r) = O(P):

em?m = 1 = m; =0,+1,+2, ...
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FOOO05T - Schrodingerekvationen fér vateatomen

Polardelen. Lésningarna ar andliga i bdde O = 0 och O = 1 bara om [ &r ett heltal med [ > |m;].

Radialdelen. R(r) — Onarr — oo bara for vissa energier. De kan numreras med ett heltal n > |,
och energin beror bara pa n.

Tre randvillkor ger alltsa tre kvanttal, utan att ndgot behéver postuleras.

3. Energinivaerna

Radialekvationen ger precis samma energinivaer som Bohrs modell for vateatomen, E, =
-13,60 eV/n?. Tva saker skiljer:

e Inget postulat. Bohr fick kvantiseringen genom att anta L = nf. Har fljer den ur randvillkoren.
Grundtillstandet har dessutom L = 0, vilket Bohrs modell inte tillater.

¢ Reducerad massa. Karnan ar inte oandligt tung, sa elektronens massa ersatts med den
reducerade massan my. Det andrar energierna med ungefar 0,05 %.

Energin beror bara pa n, inte pa [ eller m;. Varje nivd rymmer darfor flera tillstdnd med samma energi,
n? stycken om spinnet inte raknas (se Kvanttal). Med Elektronspin blir det 2n?.

4. Var elektronen finns

Grundetillstandet, 1s, ar sfariskt symmetriskt:

1 _
Yis(r) = —— ¢
Vv a
dara = 5,29 - 107! m ar Bohrradien. |y, |2 ar storst i kdrnan, men volymen dar ar liten.
Sannolikheten att hitta elektronen mellan r och r + dr far man genom att multiplicera med ett tunt
sfariskt skals volym, 4rtr? dr:

P(r)ydr = 4nr? |y|° dr
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FOOO05T - Schrodingerekvationen fér vateatomen

nara kdrnan
|2 stor, volym liten

r=a
storst produkt

l&ngt ut
volym stor, |2 liten

skalets volym: 4mtr2 dr
P(r) dr = [Q|? - 4mr2 dr

Varfér P (r) har ett maximum. Sannolikheten att hitta elektronen i ett tunt skal dr |y |? gdnger skalets
volym 4ntr? dr. Néra kdrnan dr |y |? stérst men skalet litet, och ldngt ut dr skalet stort men | |2
ndstan noll. Fér 1s blir produkten stérst vid Bohrradien a.

For ett tillstand som inte ar sfariskt symmetriskt integrerar man forst bort vinklarna, och da blir
P(r)=r’R?,.
Mest sannolika avstandet. For 1s ar

2

_ A
P(r)= Fe ra

Derivatan ar noll nar 2r — 2r’/a = 0, alltsa vid r = a. Det mest sannolika avstandet ar Bohrradien, men
elektronen har ingen bestamd bana. Medelavstandet ar 1,5a.

2

For tillstinden med | = n — 1 (1s, 2p, 3d, ...) har P (r) en enda topp vid r = n“a, samma radier som i

Bohrs modell. Tillstand med lagre I har radiella noder, sfarer dar P (r) = 0.

1s: maxvidr=a

0,5
< 0,4
~
i
4+
2
= 03
2L
= .
T 02 2p: maxvid r = 4a

0,1

0 =

0 1 4 9 12 16 20
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Radiell sannolikhetstdthet fér fyra tillstdnd i véte. 1s och 2p har en enda topp, vid a och 4a. 2s har en

nod vid 2a, och 3s har tvd noder.

[\ Vanliga fel

o |y|?tasfor P(r). |yis|? arstérstir = 0, men P (r) ar noll dar. Faktorn 47r? gloms latt.
e Massan m och kvanttalet m; blandas ihop. Massan i radialekvationen har inget med

magnetiska kvanttalet att gora.
e Energin tros bero pa I. I vate beror E,, bara pa n, s& 2s och 2p har samma energi. I atomer

med flera elektroner galler det inte langre.
e Vinkelnamnen byts. Har r 0 polvinkeln och @ azimutvinkeln.

n = 0. Huvudkvanttalet borjar pa 1.

5. Losta exempel

‘= Exempel — Langt ut och nara karnan i grundtillstandet

En vateatom ar i grundtillstandet 1s.
a) Berédkna sannolikheten att elektronen befinner sig langre an 2a fran kérnan. b) Berdkna

sannolikheten att den befinner sig narmare karnan an a. c) Vilket ar det mest sannolika avstandet,

i meter?

2 Lésning
Radiell tathet.

1 4r? _
P(r) — 47'[1"2 . 33 2rla _ - e 2r/a
a a

Byt variabel. Satt u = 2r/a, sd attr = au/2 och dr = a du/2:

4 d*v® _, a

P(rdr= = -
(Ndr=725""73 2

Q

Med partialintegration ar en primitiv funktion till e T
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—(W*+2u+2)e™

a) Utanfor 2a. Gransen r = 2a motsvarar u = 4:
1 -4 -4
P(r>2¢1)=§(16+8+2)e =13e " ®

b) Innanfér a. Gransen r = a motsvararu = 2:

1 . .
P(r<a)=§(2—(4+4+2)e2)=1—5e2

Elektronen ar alltsa oftare utanfor Bohrradien an innanfor.

c) Mest sannolikt avstand. dP/dr = 0 gerr = a:

529-10 "' m

[l
Q
[l

I'max

Fysika: Te (agp)

0,238

~ (0,323

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

Lasning

e 41.1 The Schrédinger Equation in Three Dimensions
e 41.3 The Hydrogen Atom
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Kvanttal

#fysik  #atomfysik #storhet

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Schrodingerekvationen for vateatomen

Tre kvanttal faller ut ur vateatomens vagfunktion utan att postuleras. Huvudkvanttalet n kommer ur
R(r), bestimmer energin och numrerar skalen K, L, M, N och sd vidare. Det azimutala kvanttalet [
kommer ur ®(0) och kvantiserar rérelsemangdsmomentets storlek; det l6per fran 0 tilln — 1, och
att | = 0 ger L = 0 skiljer sig frAn Bohrs modell. Det magnetiska kvanttalet m; kommer ur ®(¢) och
kvantiserar z-komponenten fr&n —I till [, vilket innebér att L, alltid & mindre &n L utom nar bada
arnoll.

L=+II+1)h L,=mh

Fysika: Fd3 (kvanttal: de tilldtna vérdena pd n, [ och m)

Formeln, symbol f6r symbol

Storleken och z-komponenten kvantiseras var fér sig. Eftersom +/I(I + 1) > 1 > |m;| &r vektorn alltid
langre an sin projektion pa z-axeln, sa den kan aldrig peka rakt langs axeln.

1. Tre kvanttal ur tre ekvationer

Varje del av vagfunktionen ¢y = RO® i Schrodingerekvationen for vateatomen har ett eget randvillkor,
och varje randvillkor ger ett heltal.
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Kvanttal Kommer ur Tilldtna virden Bestimmer

n, huvudkvanttalet R(r) 1,2,3,... energin E,, och storleken

[, azimutala kvanttalet 0(0) 0,1,...,n—-1 L= \/mﬁ och formen
m;, magnetiska kvanttalet ~ ®(¢) -1,...,0,...,1 L, = myh och orienteringen

Magnetiska kvanttalet har fatt sitt namn av att tillstdnd med olika m; far olika energi i ett yttre
magnetfalt langs z. Utan falt har de samma energi.

Tillstdnd med samma n bildarett skal: K(n = 1), L (n = 2),M (n = 3), N (n = 4). Tillstand med samma
n och [ bildar ett underskal, som betecknas med en bokstav:s (I = 0),p (I = 1), d (I = 2),f (I = 3).

Se Atomorbitaler.

2. Antalet tillstand

For ett givet | kan m; anta 21 + 1 varden. Summera 6ver alla tilldtna [ i skalet n:

n—-1
n—1)n
Y 2l+1)=2" —( 5 ) +n
1=0
Varje skal innehaller alltsa
N, = n’

olika kombinationer av (n, I, m;), och i vate har de alla samma energi. Med spinnet fordubblas antalet
till 2n%, och det ar grunden for periodiska systemet via Paulis uteslutningsprincip.

3. Vektormodellen

Rérelsemangdsmomentet har langden 4/I(I + 1) i men z-komponenten m;A. Vinkeln 6, mellan L
och z-axeln ges av

m;

VII+ 1)

Eftersom |m;| <1< /I(l + 1) blir 0;, aldrig noll, utom i det triviala fallet [ = 0 darL = 0. L kan allts&
aldrig peka exakt langs z-axeln. Om den gjorde det skulle Ly = L, = 0 vara exakt kdnda samtidigt som
L,, och det férbjuds av osdkerhetsrelationen for rorelsemangdsmomentets komponenter. Bara L, ar

cos Oy =

skarp. E ligger ndgonstans pd en kon runt z-axeln, och Ly och L, &r obestamda.
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4,
L =2: femtilldtna L, = mh
m = +2
L ar langre an varje L,, s& den
kan aldrig peka rakt langs z
m;=+1
1 ligger nagonstans pa en kon;
m =0 L och L, &r obestamda
m=-1 cos B, = my/V(l(1+1))
my=-2 m; = +2 ger 6, = 35,3°, inte 0°
[L|=veé h = 2,45h

Vektormodellen fér 1 = 2. L har alltid ldngden \/6 h, men bara fem z-komponenter dr tilldtna, L, =
-2h, ..., 2N. Fér varje m; liggerf ndgonstans pd en kon kring z-axeln (streckad fér m; = +1), aldrig
ldngs sjdlva axeln.

Riktningen pa z-axeln ar godtycklig tills nadgot utifran valjer den, till exempel ett magnetfalt.

/\ Vanliga fel

[ upp till n. [ gar bara tilln — 1, s& det finns ingen 1p eller 2d.

L = Ih. Storleken ar y/I(I + 1) A, som alltid &r stérre &n det stérsta L, = IA.

m; upp till £n. m; begransas av I, inte av n.

De negativa L, gloms. m; gar fran —[ till +I, totalt 2] + 1 varden.

2. n? raknar kombinationer av (n, I, m;). Med spinn blir det 2n?,

Spinnet raknas inin

4. Losta exempel
‘= Exempel — Vinklarna fér [ = 3
En elektron i en vateatom har rérelsemangdsmomentet L = /12 A.

a) Vilket &r [, och vilket ar det minsta mojliga n? b) Vilka varden kan L, anta? c) Berakna vinkeln
mellan L och z-axeln fér m; = 3, 2, 1 och 0. d) Hur manga olika kombinationer av (n, I, m;) finns
det for det n du fick i a)?
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/ Lésning

a) Kvanttalen. [([ + 1) = 12 ger . Eftersom [ < n — 1 masten > 4, s det minsta ar

n=4]

b) Komponenterna. m; = =3, -2, ..., 3 ger sju varden:

L, =-3h, -2h, -h, 0, h, 2h, 3h

c) Vinklarna. Med cos 0; = m;/+/12:

3 s
m;=3: 0 =arccos—— =|30,0

V12

2 s
my=2: 0 =arccos—— =|54,7

V12

1 )
m=1: 0; =arccos — =|73,2

V12

[l
o

m 6r =190,0°

De negativa m; ger supplementvinklarna 106,8°, 125,3° och 150,0°. Inte ens m; = 3 ger
en vektor langs z-axeln.

d) Antalet. Ny = 42 =16 |, namligen 1+ 3+ 5+ 7fér[ = 0,1, 2, 3.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer éverens.

Lasning

e 41.3 The Hydrogen Atom
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Atomorbitaler

#fysik  #atomfysik #modell

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Kvanttal

Varje tillaiten kombination av kvanttal svarar mot en orbital med egen rumslig form, och orbitalerna
namnges efter [: s for [ = 0, p for | = 1, d fér [ = 2 och f fér [ = 3. De tre p-orbitalerna py, p, och p,
motsvarar de tre vardena pa my, och de fem d-orbitalerna de fem. Formerna &r det som bestammer
bindningsriktningarna i molekyler.

Foxrmeln, symbol f6r symbol

n—-1-1+ ) =n-1

N—— ~N~ ~—~

radiella noder  vinkelnoder noder
(sfarer) (plan, koner) totalt

Huvudkvanttalet bestimmer hur ménga noder orbitalen har, och [ bestammer hur de férdelas: ju storre
[, desto fler av noderna &r plan eller koner genom karnan och desto farre ar sfarer runt den.

1. Beteckningar

Ett tillstdnd skrivs som huvudkvanttalet foljt av bokstaven for [: 1s, 2s, 2p, 3d. Bokstaverna s, p, d och f
kommer fran hur spektrallinjerna beskrevs innan teorin fanns. Eftersom [ < n — 1 ger varje skal bara
vissa underskal:

Skal n Underskal Orbitaler

K 1 1s 1

L 2 2s, 2p 1+3=4

M 3 3s, 3p, 3d 1+3+5=9

N 4 4s,4p,4d,4f 1+3+5+7=16
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En orbital ar den rumsliga vagfunktionen i, eller i bilder det omrade dar || 2 4r stort. Det ar ingen
bana. Elektronen har ingen bestamd vag, bara en sannolikhetsfordelning.

2. Noder

En nod ar en yta dar ¢y = 0. Radialdelen och vinkeldelen ger var sin sorts nod:

e Radiella noder: n — | — 1 sfarer dar R(r) = 0.
e Vinkelnoder: I plan eller koner dar vinkeldelen &r noll.

Sammanlagt har en orbital n — 1 noder. En 1s-orbital har inga, 2s har en radiell nod, och 2p har en
vinkelnod men ingen radiell.

snitt i xz-planet, z uppat - farg: tecknet pa U - streckat: noder

2s 2pz

e
Ve
-~
<
», | F
©
/ N

\
_________ - - == 5 - -
N
-
radiella: 1 radiella: 0 radiella: 1 radiella: 0
vinkel: 0 vinkel: 1 vinkel: 1 vinkel: 2

Snitt genom fyra orbitaler i xz-planet, fdrgade efter tecknet pa Y. Radiella noder syns som streckade
cirklar och vinkelnoder som streckade linjer: 2s och 3p har en radiell nod, 2p och 3p ett nodplan, och
3d,, tvd nodplan men ingen radiell nod.

Tva symmetrier foljer direkt ur vagfunktionen i Schrédingerekvationen fér vateatomen:

o s-orbitaler (I = 0) har ingen vinkelberoende del. || beror bara p& r och ar
sfariskt symmetrisk.

« Alla orbitaler har | /|2 oberoende av @, eftersom |e™?|2 = 1. Tatheten &r
rotationssymmetrisk kring z-axeln.

3. Formerna

e s:sfarer. 2s och 3s har inre skal som skiljs fran det yttre av radiella noder, se figuren i
Schrédingerekvationen for vateatomen.

e p, (m; = 0): vinkeldelen &r proportionell mot cos 6. Det ger tva lober langs z-axeln med xy-
planet som nodplan.

o m; = *1: vinkeldelen &r proportionell mot sin 8, och || ? bildar en ring kring z-axeln.
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* pyochp,:summan och skillnaden av tillstdnden med m; = +1 och m; = —1. De &r
proportionella mot sin 6 cos @ = x/r respektive sin 6 sin ¢ = y/r och har lober langs x- och y-
axeln. Eftersom de tva tillstanden har samma energi ar ocksa kombinationerna tillatna tillstand,
men de har inget bestamt L, .

e d: fem orbitaler, fyra med fyra lober och en (d,2) med tva lober langs z och en ring runt midjan.

Sambandet mellan py, py, p, och de tre vardena pa m; gar alltsa via linjarkombinationer. Kemin
anvander de reella orbitalerna, eftersom deras lober pekar i bestamda riktningar. Riktningarna
forklarar bindningsvinklarna, se Kovalent bindning.

B Y>O0 B Y<O z uppat - dra for att vrida

Vinkelformen | Y;,(0, @) | fors, p, och d,2, fédrgad efter vinkeldelens tecken. Avstdndet frén origo i varje

riktning dr vinkeldelens belopp. p, har xy-planet som nodplan, och d,2 har tvd nodkoner mellan loberna
och ringen. Dra i figuren for att vrida den.

[\ Vanliga fel

e Orbitalen tas for en bana. En orbital beskriver var elektronen sannolikt finns. Den har
ingen rorelse langs en kurva.

e pxtas for m; = +1. py och py ar kombinationer av m; = +1 och m; = —1. Bara p;, har ett
bestamt m;, namligen 0.

e Noderna ridknas fel. Det finns n — [ — 1 radiella noder och [ vinkelnoder. 2p har ingen
radiell nod.

e Formen tros bero pa n. Vinkelformen bestams av [ och m;. n bestammer storleken och
antalet radiella noder.
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4. Losta exempel
:= Exempel — Noder i 2s, 3p och 3d

a) Hur manga radiella noder och hur manga vinkelnoder har en 3p-orbital och en 3d-orbital? b)
r

Radialfunktionen for 2s i vate &r proportionell mot (2 — —) e /24, P4 vilket avstand fr&n kirnan
a

ligger den radiella noden? c) Varfor beror sannolikhetstatheten for ett tillstand med m; = 1 inte

pa ¢?

2 Lésning

a)3p.n=3ochl=1gern—1—-1=|1]radiellnodochl = vinkelnod.
3d.n=3o0chl=2gern—1—-1= @ radiella noder och | = | 2| vinkelnoder.
I bada fallen blirsummann —1 = 2.

b) Noden. Exponentialfaktorn blir aldrig noll, sa noden ligger dar parentesen ar noll:

2 - r=2a=2-529-10"m=[1,06-10""m

|

Q=

Fysika: Te (agp)
¢) Symmetrin. ¢finns bara i faktorn ei¢, och
i|? i¢,-i¢
e?|” =e%e? =1

Tatheten ar darfor densamma i alla riktningar runt z-axeln. Det galler for varje my, inte bara
form; = 1.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende lGsningar stimmer dverens.

Lasning

e 41.3 The Hydrogen Atom
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Elektronspin

#fysik  #atomfysik #storhet

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Kvanttal

Elektronen har ett rérelsemangdsmoment och ett magnetiskt moment som inte beror pa dess rorelse i
orbitalen utan &r en inneboende egenskap. Goudsmit och Uhlenbeck postulerade det ar 1925 med den
klassiska analogin att elektronen roterar kring sin egen axel; bilden ar felaktig men namnet sitter kvar.
Spinkvanttalet ar alltid s = % och z-komponenten har bara tva méjliga varden, kallade spin upp och
spin ner. Dirac visade ar 1928 att spinnet foljer ur den relativistiska Schrédingerekvationen —
ursprunget ar alltsa fundamentalt kvantmekaniskt.

N | =

1
$=5 mg =+

Fysika: Fd3 (spinnkvanttal, ddr skrivet s = i%)

Foxrmeln, symbol f6r symbol

S, = ms h
N~ N~
komponenten +1
langs z 2
Uu = g mg HUB B
energin ~2 Bohr-
i faltet magnetonen

Spinnet har bara tva lagen langs en vald axel. Eftersom g ~ 2 ger det halva kvanttalet mg = J_r% anda
en hel Bohrmagneton i energi, U ~ +gB.

1. Spinnets rorelsemangdsmoment

Spinnet kvantiseras pa samma satt som banrérelsemangdsmomentet i Kvanttal, men med kvanttalet
s = % i stallet for ett heltal I. En matning av komponenten langs en axel, som vi kallar z, ger bara
tva varden:
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Beloppet féljer samma ménster som L = 4/I(I + 1) h, med I utbytt mot s:

S=\/s(s+1)ﬁ:\/%-gﬁ:§ﬁ

V3
2

S,=mh  S=Y-H~0,866h

Eftersom S > |SZ | pekar spinnet aldrig rakt langs z-axeln; vektorn ligger pa en kon kring axeln. Med
spinnet raknat behévs fyra kvanttal (n, [, m;, m) for att beskriva elektronens tillstand i en atom

fullstandigt, vilket ar utgangspunkten for Paulis uteslutningsprincip.

2. Spinnets magnetiska moment

Banrorelsen ger ett magnetiskt moment p, = —(e/2m)L, (se Zeemaneffekten). Spinnet ger ocksa ett,
men proportionalitetskonstanten ar ungefar dubbelt sa stor:

0,=-g-—S,  g~2,00232
2m

Minustecknet kommer av elektronens negativa laddning: momentet pekar motsatt spinnet. Dirac fick
g = 2 exakt ur sin relativistiska teori, och kvantelektrodynamiken ger den lilla korrektionen. I ett yttre
falt B langs z ar energin

U = _IJZB
e
2m

e

U=g 2m

S,B=g — mshB

och med Bohrmagnetonen pg = eh/2m = 5,788 - 107 eV/T:

U= gmsuBB x i[,lBB

Spin upp (Mg = +%) har alltsd momentet riktat mot féltet och den hégre energin. Skillnaden mellan de
tva spinnlagena ar

AE = gugB

En foton med just den energin kan vanda spinnet. Det ar principen bakom elektronspinnresonans, som
for falt kring 0,3 T hamnar i mikrovagsomradet.
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3. Stern-Gerlachs experiment

Ett inhomogent magnetfalt ger en nettokraft pa ett magnetiskt moment, F, = p, dB/dz. Stern och
Gerlach skickade ar 1922 en strale neutrala atomer genom ett sadant falt och fick stralen uppdelad
efter momentets komponent langs faltet.

e Bara banrorelse. Ett rorelsemangdsmoment med kvanttal [ har 21 + 1 komponenter, alltsa ett
udda antal stralar.

e Vad man sdg. Vissa atomstralar, till exempel silver med en ensam elektron utanfor fyllda skal
och [ = 0, delades i tvd strélar.

Ettjamnt antal 2j + 1 = 2 kraverj = % ett halvtaligt rorelsemangdsmoment som ingen banrérelse
kan ge. Det var ett av de experimentella skalen till att spinnet inférdes.

inhomogent falt: F, = p, dB/dz

N S,=+h/2

ugn

i 1 klassiskt:
! utsmetat

A 4

silveratomer

tva flackar — banrérelse ger alltid ett udda antal, 2L + 1
Stern—Gerlachs férsék. En strdle silveratomer passerar ett inhomogent magnetfdlt, ddr kraften F, =

Y, dB/dz beror pd momentets komponent ldngs fdltet. Om momentet kunde peka Gt alla hdll skulle
strdlen smetas ut till ett streck; i stdllet trdffar den skdrmen pd tva stdllen, ett for varje virde pa S,.

[\ Vanliga fel

S = h/2. Det ar komponenten S,. Beloppet ar S = @f).

e soch mg blandas ihop. s = % galler alltid for en elektron. Det ar mg som ar i%.

e Faktorn g gloms. Trots att S, bara &r 11/2 blir spinmomentets komponent ungefér en hel
Bohrmagneton, %pB ~ Lp, eftersomg & 2.

e Fel tecken pa energin. Elektronens moment &r motriktat spinnet. Spin upp i ett falt langs
+Z har darfor den hégre energin, U = +4 ugB.

¢ Den snurrande kulan tas bokstavligt. Spinnet ar en inneboende kvantegenskap. En

klassisk kula med elektronens moment skulle behdva en ythastighet langt 6ver ljusets.
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4. Losta exempel

‘= Exempel — Spinnets belopp och vinkel

Berakna beloppet av elektronens spinrérelsemangdsmoment S och den minsta vinkel som S kan

bilda med z-axeln.

/ Lésning

Beloppet. Med s = %:

S=4/s(s+1h=

+1,055-107*J-s=[9,13-107J s

~[S

Fysika: Te (h)

Vinkeln. Den minsta vinkeln f&s nar S, ar sa stor som méjligt, S, = +H/2

Spinnet kan alltsd aldrig ligga ndrmare z-axeln &n drygt 50°.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

‘= Exempel — Att vanda spinnet

En fri elektron (I = 0) befinner sigi ett magnetfalt B = 0,350 T. Vilken energi kravs for att vanda
spinnet fran det lagre till det hogre energitillstandet, och vilken frekvens har en foton med den

energin? Anvand g = 2,00232.

J Lésning

Energiskillnaden. De tva lagena har U = i%uBB, sd

364 /526
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107° eV

AE = gugB =2,00232 - 5,788 - 10™° eV/T - 0,350 T = | 4,06 -
Frekvensen. AE = hf ger
AE 4,06+ 107°
=== ,06 E) 2 9,81 GHz
h 413610 eV -5

Vaglangden ar ungefar 3 cm, alltsa mikrovagor.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

Lasning

e 41.5 Electron Spin
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Paulis uteslutningsprincip

#fysik  #atomfysik #princip

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Elektronspin, Kvanttal

Inga tva elektroner i samma system kan ha samma uppsattning kvanttal (n, I, m;, mg). Principen ar det
som tvingar elektroner att fylla allt hogre orbitaler i stallet for att samlas i det lagsta tillstandet, och
darmed det som ger atomerna deras skalstruktur.

Formeln, symbol f6r symbol

N = 2 -@l+1
L o T
atser i ard
urll)derskalet UPB’ ner ?g rsln
N, = 2 - n?

~~ N4 ~~
platser ~ Spinn orbitaler
i skalet (1, m)
Varje orbital (n, I, m;) &r en ruta med plats fér tvd elektroner, en med spinn upp och en med spinn ner.

Att rakna platser ar att rakna rutor och dubbla.

1. Principen

En elektrons tillstdnd i en atom anges av fyra kvanttal: n, [ och m; f6r rérelsen kring kiarnan och mg for
spinnet (se Elektronspin). Paulis uteslutningsprincip sager att tva elektroner aldrig kan dela alla fyra.
Tva elektroner kan alltsa dela orbital (n, I, m;) bara om de har motsatt spinn.

Principen galler alla partiklar med halvtaligt spinn — elektroner, protoner och neutroner — men
inte fotoner. Kvantmekaniskt kommer den av att vagfunktionen for tva identiska elektroner maste
byta tecken nar partiklarna byter plats. Satts bada i samma tillstand blir vagfunktionen noll,

se Kvantintrassling.
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2. Att rakna tillstand

Principen gor det enkelt att rakna hur manga elektroner ett underskal eller ett skal rymmer. For givet [
finns 21 + 1 varden pa my, och for vart och ett tva varden pa ms:

N, =2(21+ 1)

Ett skal med huvudkvanttal n innehéller underskalen I = 0,1, ...,n— 1:

n-1 n-1
N,=Y2l+1)=4Y [+2n
=0 1=0
-1
Nn:4-u+2n:2n2

N;=2Ql+1) N, =2n

Fysika: Fd3 (Pauliprincipen och kvanttalen, som antalen bygger pd)

Underskal s p d £
[ 0 1 2 3
platser2(2l +1) 2 6 10 14
Skal K L M N
n 1 2 3 4
platser 2n° 2 8 18 32
L-skalet,n =2
tillatet forbjudet
2s 2p
s tiX 1 A eeeem
S o ome -

0
m=0 =

kvanttal med nagon 1

2(21 + 1) platser per underskal

Védnster: en orbital rymmer tvd elektroner med motsatt spinn, och en tredje skulle fd samma fyra
kvanttal som en av dem. Héger: L-skalet har en 2s-orbital och tre 2p-orbitaler, alltsG2 + 6 = 8 =
2n? platser.
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3. Pauli ar ingen kraft

Utan principen skulle alla elektroner i en atom falla ner i 1s, och atomer med manga elektroner skulle
bli mindre och mindre med vaxande Z. Sa ser det inte ut: atomer har ungefar samma storlek genom
hela periodiska systemet, och den kemiska skillnaden mellan grannelement ar stor. Orsaken ar inte
den elektriska repulsionen mellan elektronerna — den finns ocksa, men den kan inte hindra tva
elektroner fran att hamna i samma tillstand. Det ar uteslutningsprincipen som tvingar varje ny elektron
upp i nasta lediga tillstdnd och darmed ger skalstrukturen.

Samma princip styr elektronerna i en metall, dar den leder till Fermi-Dirac-fordelningen.

/\ Vanliga fel

2

o n?istillet fér 2n?. n? ar antalet orbitaler (I, m;) i skalet. Spinnet dubblar antalet platser.

* “Tva elektroner per orbital” missforstds. Det galler per trippel (n, I, m;), inte per
underskal. Ett p-underskal rymmer sex, inte tva.

o [ far ga upp till n. Det storsta vardet arl = n — 1, sé skalet n = 2 har bara s och p.

 Principen anvands pa fotoner. Fotoner har heltaligt spinn och kan garna vara manga i
samma tillstand; det &r det en Laser utnyttjar.

4. Losta exempel
‘= Exempel — Hur manga elektroner far plats?

Hur manga elektronerienatomkanha(@n=4,(b)n=4ochl=2,(c)n=3ochm; = +1?
/ Lésning

a) Hela skalet n = 4:

N =2n?=2-4=[32]

b) Ett d-underskal, oberoende av n:

N =2(l+1)=2-5=[10]
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FOOOS5T - Paulis uteslutningsprincip

c)m; = +1kraverl > 1.Férn = 3 gerdet] = 1eller [ = 2, alltsa tva orbitaler (3, 1, +1) och
(3,2, +1). Var och en rymmer tva spinnlagen:

N=2-2=[4]

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

Lasning

e 41.6 Many-Electron Atoms and the Exclusion Principle
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Elektronkonfiguration

#fysik  #atomfysik #modell

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Paulis uteslutningsprincip, Atomorbitaler

Orbitalerna fylls nerifran och upp enligt Pauliprincipen, vilket ger varje grundamne en bestamd
konfiguration — natrium 1s22s22p®3s!, aluminium 1s%2s?2p®3s23p!. Nivaer med samma n och [ men
olika m; har samma energi sa lange sfarens symmetri ar obruten; de kallas degenererade. Det &r det
yttersta skalets konfiguration som styr atomens kemi, och det ar darfér Mendelejevs periodiska system
fran ar 1869 ser ut som det gor.

Formeln, symbol f6r symbol

oo o L 136eV
n ff
e nz
karnladdningen ~~
efter skarmning skalet

En yttre elektron ser inte hela kdrnladdningen Ze, eftersom de inre elektronerna ligger emellan.
Energin raknas som i vate, men med den laddning som faktiskt nar fram.

1. Notation och fyllnadsoxdning

En konfiguration anger hur manga elektroner som sitter i varje underskal: siffran &r n, bokstaven ar [ (s,
p,d, fforl = 0,1, 2, 3) och exponenten ar antalet elektroner. Exponenterna summerar alltid till Z for
en neutral atom, och inget underskal far fler an 2(21 + 1) enligt Paulis uteslutningsprincip.

I grundtillstandet fylls underskalen i ordning efter stigande energi:
1s 2s 2p 3s 3p 4s 3d 4p 5s 4d 5p 6s 4f ...
Fysika: T k3 (konfigurationen fér varje grunddmne stdr i periodiska systemet)

Nagra exempel:
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FOOO5T - Elektronkonfiguration

Grundamne Z Konfiguration
Helium 2 1s?

Kol 6 1s® 2s% 2p?

Neon 10 152 2s% 2p6
Natrium 11 1s% 252 2p® 3st
Argon 18 152 2s% 2pb 3s% 3p®

2. Skarmning och effektiv karnladdning

I vate beror energin bara pa n. I en atom med flera elektroner ser en yttre elektron inte hela
karnladdningen Ze: de inre elektronerna ligger till stor del mellan den och karnan och skarmar av en
del av laddningen. Effekten beskrivs med en effektiv karnladdning Ze¢, som satts in i energin for ett
vateliknande system i stéllet for Z:

Z? Z2
E,=-=-136eV — |E,=-—%-136eV
n n

Fysika: Fd3 (energinivder fér viteliknande system, med Ey; = 13,6 eV frdn Te)

Léser vi ut Zegs ur en uppmtt joniseringsenergi Ejq, = | E, | far vi

E.
Z =n ¢
= 136ev

Full skarmning av alla inre elektroner skulle ge Z.¢ = 1 for en ensam valenselektron, ingen skarmning
alls Zogs = Z. Verkliga varden ligger daremellan, oftast nara 1.

3. Varfor 4s fylls fore 3d

Skarmningen &r inte lika for alla I. En s-elektron har en sannolikhetstathet som nar anda in till karnan
(se Atomorbitaler), sa den tranger in genom de inre skalen och kénner ett storre Zu¢s. En d-elektron
med samma n haller sig langre ut och ar battre skarmad. I en atom med manga elektroner beror
energin darfor pa bade n och I

Ens < Enp < End < Enf
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FOOOS5T - Elektronkonfiguration

For kalium &r skillnaden s& stor att 4s hamnar under 3d, och den 19:e elektronen gar till 4s

4s ar full boérjar évergdngsmetallerna fylla 3d.

A
energi

3d

4s

den 19:e elektronen

3p

3s

..—» .—» ..—»
< ||+

—»>
e

—»

<«

N
(%]

N
o
—»> — ||
] ==
—»>
e
—»
<«

1s

tomt

kalium,Z =19

1s2 252 2p® 352 3p® 4s?

4s tranger in genom de inre
skalen och kanner storre Zq
- 4s hamnar under 3d

fyll nerifrén: varje ruta ar en
orbital (n, |, m) med plats
foér tvd motsatta spinn

summa:2+2+6+2+6+1=19

. Forst nar

Kaliums 19 elektroner i underskalen, ordnade efter energi. Varje ruta dr en orbital med plats fér tva
motsatta spinn. Efter argonskalet hamnar den 19:e elektronen i 4s, som ligger under 3d eftersom s-

elektronen trdnger in genom de inre skalen.

4. Perioder och grupper

Periodiska systemets rader motsvarar skalen, och grundamnen i samma kolumn har samma
konfiguration i det yttersta skalet. Det ar den som styr kemin.

o Alkalimetaller (ns'): en ensam, valskarmad elektron utanfor fyllda skal. Lag joniseringsenergi,

lamnar garna bort elektronen.

e Adelgaser (nszan): fyllt p-underskal. Hog joniseringsenergi och nastan ingen kemisk aktivitet.
e Halogener (nsznpS): en plats kvar i p-underskalet. Tar garna upp en elektron.
e Overgangsmetaller: fyller 3d, 4d, 5d medan det yttersta s-underskalet redan ar fullt, s&

grannelementen blir kemiskt lika. Lantaniderna fyller 4f pd samma sétt.
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® adelgaser (fyllt skal)

He
25 o ® alkalimetaller (ns)
Ne
®
< 20
)
§0 [ ] Ar
% 15 . ® Kr
%')0 L] L] 4 ' Xe
£ ¢ [ ]
- [ ]
$ 10 pe . s :
E L ] [ ] pe L]
o) ® I 4 oo ' e
[ * o L ad oe © ¢
P P
5 @ . ’ ‘ o ¢ .
Li Na o ] [ J
K Rb Cs
n=2 n=3 n=4 n=>5
0
1 10 20 30 40 50

atomnummer Z

Férsta joniseringsenergin for Z = 1 till 56 (NIST). Adelgaserna ligger pd topparna och alkalimetallerna
direkt efter, i dalarna: vid varje streckad linje bérjar ett nytt skal. Overgdngsmetallerna (Z = 21-30 och
39-48) ger de flacka partierna.

/\ Vanliga fel

o 3d fére 4s. I grundtillstandet fylls 4s forst. Skriv kalium som ... 3p® 4s!, inte ... 3p® 3d".
e Exponenterna summerar inte till Z. Kontrollera alltid summan, det avsléjar de
flesta felskrivningar.

e FelniZes. Litiums valenselektron sitterin = 2, natriums i n = 3. Med fel n blir Zef fel
med en faktor n.

e Degeneration tas for given. I vate har 2s och 2p samma energi. I atomer med fler
elektroner har de det inte, eftersom skarmningen beror pa I.

5. Losta exempel
‘= Exempel — Effektiv karnladdning for litium

Litiums joniseringsenergi ar 5,39 eV, och den elektron som lamnar atomen sitter i 2s. Bestam Zu¢;
for den elektronen och jamfor med de tva ytterlighetsfallen Zegs = 1 och Zegs = 3.

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 373/526



FOOO5T - Elektronkonfiguration

J Lésning

Modell. Valenselektronen behandlas som en elektron i ett vateliknande system med n = 2
och energin E; = —5,39 eV.

LOs ut Z.g.

Ejon 5,39
Zett = 4| —2_ =2,/ 2= =[1,26
13,6 eV 13,6

Jamforelse. Med Z.i = 1 skulle de tva 1s-elektronerna skarma perfekt och
joniseringsenergin bli 13,6/4 = 3,40 eV. Utan skarmning, Z.g = 3, skulle denbli 9 -

13,6/4 = 30,6 eV. Vardet 1,26 ligger nara full skarmning: 2s-elektronen ar mest utanfér 1s-
skalet men tranger in en bit och kanner lite mer an +e.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

‘= Exempel — Svavel och kalium

Skriv grundtillstandets elektronkonfiguration for svavel (Z = 16) och kalium (Z = 19). Vilket
underskal fylls sist i respektive atom, och varfér hamnar kaliums sista elektron i 4s och inte i 3d?

2 Lésning

Svavel. Fylliordningen 1s, 2s, 2p, 3s, 3p tills 16 elektroner ar placerade:

1s® 2s° 2p® 3s* 3p* 2+2+6+2+4=16

Sist fylls 3p, som har fyra av sex platser besatta.

Kalium. Efter argonskalet (18 elektroner) aterstar en:

15 25° 2p® 3s? 3p° 4s' 18+1=19
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Varfor 4s. En s-elektron tranger in genom de inre skalen och kdnner ett stérre Zqg an en d-
elektron, som halls utanfér och skarmas nastan helt. Darfor ligger 4s lagre an 3d i kalium.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 41.6 Many-Electron Atoms and the Exclusion Principle
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Zeemaneffekten

#fysik  #atomfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Kvanttal, Linjespektrum

I ett magnetfalt splittras linjerna i ett linjespektrum. Forklaringen ar att faltet bryter sfarens symmetri,
s att degenererade nivader med olika magnetiskt kvanttal m; = 0, £1, 2, ..., £l inte langre har
samma energi. Den anomala Zeemaneffekten, som ger fler linjer &n sa, férklaras férst nar
elektronspinnet rdknas med — och det var sa det magnetiska spinkvanttalet mg upptacktes.

Foxrmeln, symbol f6r symbol

Lomms

energi- -1,...1 /ttre
andringen eh/2m altet

Varje orientering av banan far sin egen energi, sa nivan delas i 21 + 1 steg med avstandet pgB. Utan
falt har alla samma energi, och ju starkare faltet ar, desto storre blir uppdelningen.

1. Banrorelsens magnetiska moment

En elektron som ror sig i en bana kring karnan ar en liten stromslinga och har darfor ett magnetiskt
dipolmoment. Momentet ar proportionellt mot banrérelsemangdsmomentet och, eftersom laddningen
ar negativ, motriktat det:
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FOOO05T - Zeemaneffekten

negativ laddning: strommen gar
B motsatt elektronen, s& fi pekar
A L motsatt L

U=--B=mpsB

------------------------ R L med faltet (m, > 0): fl mot faltet,
. . hogre energi

T mot faltet (m, < 0): fi med faltet,
e- v lagre energi

avstand mellan grannivaer: pgB

o o

Elektronen i sin bana som en liten strémslinga. Laddningen dr negativ, s strémmen I gar at motsatt hall

mot elektronen och [i pekar motsatt L. Iett yttre fdlt B ldings z f&r banan energin U = —[i * 1§ som beror
pd hur L stdr mot féltet.

2 Harledning av 1 = (e/2m)L

Strémmen. Elektronen gar ett varv pa tiden T = 2mr/v, sa strommens belopp &r

e ev
I = —_— = —_——
T 2nr
Momentet. Slingans area ar A = nr?:
ev , _evr
p=JIA= — qr-=—
2nr 2
Infér L. Med L = mvr:
e e L
= —mvr= —
H 2m 2m

Resultatet har harletts med en klassisk cirkelbana, men det galler ocksa kvantmekaniskt.

Komponenten langs z ar kvantiserad eftersom L, = m;h ar det (se Kvanttal):

e
Hz = _2_ mlh = - g
m

dar Bohrmagnetonen ar den naturliga enheten for atomara magnetiska moment:

h
Ug = g— =9,274-10724 J/T = 5,788 - 10> eV/T
m
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2. Energin i ett magnetfalt

Vi lagger z-axeln langs faltet. En magnetisk dipol i faltet B har energin

U:—ﬁ-ﬁ:_#ZB

U =-(-mus)B

U =m B

Vilken riktning faltet har spelar ingen roll: det ar komponenten langs faltet som raknas, och z-axeln ar

bara ett namn pa den riktningen.

3. Uppsplittringen

En nivd med kvanttal [ har 2] + 1 tillstdnd, som utan falt har samma energi. Faltet flyttar dem till
E =Eq+m B

s& nivan splittras i 21 + 1 lika tatt liggande nivaer med avstandet pgB. En s-niva (I = 0) paverkas

inte alls.

m; = _l,...,+l

For en 6vergadng 3d — 2p skulle 5 * 3 = 15 kombinationer vara tankbara, men urvalsregeln Am; =

0, +1 tillater bara nio. De nio ger dessutom bara tre olika fotonenergier, eftersom nivaerna i bada

skalen har samma avstand pigB:

9 ——

Am=31
forbjuden }

2

tre linjer: I

Eo - ugB Eo
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Normal Zeemaneffekt for 3d — 2p. Fdltet splittrar 3d i fem och 2p i tre nivder (avstdndet kraftigt
dverdrivet). De nio tilldtna 6vergdngarna ger bara tre fotonenergier, Ey och Ey £ pgB. Streckat: en
férbjuden 6vergdng med Am; = 3.

Energiskiftet ar litet jamfort med fotonenergin, sa vaglangdsforskjutningen fas genom att derivera E =
hc/A:

dE _ hc
dA A2
)\2
|AA| ~ = AE
hc

4. Normal och anomal Zeemaneffekt

Den normala effekten — tre linjer med avstandet pg B — bygger bara pa banrdrelsens moment. Den ses
nar elektronernas spinn tar ut varandra. I de flesta atomer bidrar ocksa spinnets magnetiska moment,
och eftersom det har ungefar dubbelt sa stor kvot mellan moment och rérelsemangdsmoment blir
monstret ett annat, med fler och olika tatt liggande linjer. Det kallades anomalt innan spinnet var kant.
Aven utan yttre falt ger spinnet en liten uppdelning, se Spin-bankoppling.

/\ Vanliga fel

e Felenhet pa . 9,274 - 10724 3/T och 5,788 * 107> eV/T ar samma sak. Blanda inte J och
eV i samma uttryck.

e Antalet nivder och antalet linjer blandas ihop. En niva splittras i 2] + 1 delar, men den
normala Zeemaneffekten ger alltid tre linjer.

e A) proportionellt mot A. Férskjutningen gar som A>’AE/hc, inte som A AE.

 s-nivan splittras. Med [ = 0 finns bara m; = 0, s& banmomentet ger ingen uppsplittring av
en s-niva.

5. Losta exempel
:= Exempel — Lyman-o i ett magnetfalt

Vateatomens Lyman-a-linje, 121,6 nm, kommer fran 6vergangen 2p — 1s. Atomerna placeras i
ett magnetfalt B = 1,50 T. Bortse fran spinnet. Hur stor blir energiskillnaden mellan
grannlinjerna, och hur stor ar vaglangdsforskjutningen?
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J Lésning

Nivaerna. 2p splittras i tre nivaer (m; = —1, 0, +1) och 1s paverkas inte, sa linjen blir tre
linjer med avstandet

AE = pugB =5,788 10 eV/T- 1,50 T = 8,68 - 107 eV

Véglangdsforskjutningen. Med | AA| = A>AE/hc:

_ (121,6 nm)* - 8,68 - 107° eV
- 1240 eV - nm

| AA|

=11,04 - 102 nm

Fysika: Te (hc)

Rimlighetskoll. Fotonenergin ar 1240/121,6 = 10,2 eV, sa den relativa andringen ar 8,68 -
107°/10,2 ~ 8,5 - 107® — samma som AN/A.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Exempel — Faltet ur linjeavstandet

En spektrallinje vid 500 nm uppvisar normal Zeemaneffekt. Hur starkt maste féltet vara for att
grannlinjerna ska ligga 0,0100 nm isar?

/ Losning
Energiskillnaden. Grannlinjerna skiljer sig med AE = pgB, och

AE = € oy = 1240V 0m 0000 nm = 4,96 - 1075 eV
ye (500 nm)?

Faltet.

g AE 496-10°eV
s 5,788-107°eV/T

0,857 T
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Ett falt under en tesla racker alltsa for en uppdelning som en bra spektrometer kan se.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

Lasning

e 41.4 The Zeeman Effect
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Urvalsregler

#fysik  #atomfysik #princip

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Kvanttal, Zeemaneffekten

Alla tdnkbara 6vergangar mellan atomens tillstand sker inte. En foton bar en enhet h
rorelsemangdsmoment, och eftersom L bevaras maste [ andras med precis ett och m; med noll eller
ett. Alla andra 6vergangar ar otillatna.

Al=+1  Am, =0,+1

Formeln, symbol f6r symbol

Al = +1 Am; = 0,+1

N—_—— N———
fotonen tar med fotonens z-del:
sig en enhet h -h, 0 eller +h

Rorelsemangdsmomentet bevaras: det atomen férlorar tar fotonen med sig. Huvudkvanttalet n finns
inte med, sa det far andras fritt.

1. Fotonen tar med sig rorelsemangdsmoment

Nar atomen sander ut eller tar upp en foton maste det totala rérelsemangdsmomentet bevaras. En
foton bar vid en vanlig dvergang ett rérelsemangdsmoment pa en enhet A, och dess komponent langs
z kan vara —h, 0 eller +A. Atomens banrérelsemangdsmoment maste darfér Andras med precis en
enhet, och L, = m;h med hégst en:

Al = +1 Am; =0, £1

vilket &r reglerna i rutan 6verst. For huvudkvanttalet n finns ingen regel: n far andras med hur mycket

som helst, aven noll.
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2. Tillatna och férbjudna 6vergangar

Overgangar som uppfyller reglerna kallas tilldtna, 6vriga férbjudna. Férbjuden betyder i praktiken
mycket osannolik: 6vergangen kan ske genom svagare processer, men tar da mycket langre tid.

Overging Al Status

2p — 1s -1 tilldten (Lyman-o)
3p — 2s -1 tillaten

3d - 2p -1 tilldten

2s - 1s 0 forbjuden

3d - 1s -2 férbjuden

En atom i 2s kan alltsa inte direkt falla till 1s med en foton. Den blir kvar mycket langre &n i en vanlig

exciterad niva — den ar metastabil, samma egenskap som gor en Laser mojlig.

s (1=0) p (=1 d(=2) f(=3)

Al=%1

pilarna gér bara till

en grannkolumn
3s

fotonen tar med sig h

2s

X 2s-1s:Al=0

X 3d - 1s: Al=-2

n far dndras hur
mycket som helst

1s

energi uppat (schematiskt, vate)

Viteatomens nivder sorterade i kolumner efter 1. Varje tilldten 6vergdng (heldragen pil) gér till en
grannkolumn, eftersom Al = +1. 2s — 1soch 3d — 1s (streckade) dr férbjudna, medan n kan dndras
hur mycket som helst.

3. Varfor Zeemaneffekten bara ger tre linjer

Reglen Am; = 0, £1 ar det som gor den normala Zeemaneffekten sa enkel. I ett falt B ligger
begynnelse- och slutnivan pa

E;=E3;+m;upB Ef = Ep, + my ugB
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Fotonens energi blir skillnaden:
hf = E; — Ef = (E3q — Ezp) + (mi — my) upB
Med m; — ms € {—1, 0, +1} finns bara tre méjliga varden:
hf = Eq — ugB, Ey, Eo + ppB
Av de 15 tankbara kombinationerna av nivaer tillater regeln nio, och de nio fordelar sig pa tre linjer
(figuren i Zeemaneffekten).

/\ Vanliga fel

e Regel for n. Det finns ingen. 4p — 2s ar lika tilldten som 2p — 1s.

o Al =0tillats. 3s —» 2soch2p — 2p ar forbjudna; [ maste andras med exakt ett.

* Pilar riknas i stéllet for energier. Nio tillatna 6vergangar 3d — 2p i ett falt ger bara
tre spektrallinjer.

e Forbjuden tolkas som oméjlig. Férbjudna 6vergangar sker, men med mycket lagre
sannolikhet; det ar darfér metastabila nivaer lever lange.

4. Losta exempel
:= Exempel — Vilka dvergangar ar tillatna?

Avgor vilka av fljande dvergdngar som &r tillatna enligt urvalsreglerna for en foton: (a) 3d — 2s,
(b) 4p — 3s,(c)3s — 2s,(d) 4f - 3d, (e) 3d (ml — 2) - 2p (ml _ 0)

¢ Lésning

Metod. Las av [ ur bokstaven (s, p, d, f= 0, 1, 2, 3) och kontrollera Al = £1, och i (e) &ven
Aml.

a)l : 2 —» 0,Al = —2:|forbjuden |.

b)l:1 - 0,Al = —1:|tillaten |

c)l:0 — 0,Al = 0:|forbjuden |
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d):3 - 2,Al = —1:[tillaten |

e) Al = =1 arisinordning, men Am; = 0 — 2 = =2:

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 41.4 The Zeeman Effect
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Spin-bankoppling

#fysik  #atomfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Elektronspin, Zeemaneffekten

Elektronens spinmagnetiska moment vaxelverkar med det magnetfalt som dess egen banrérelse ger
upphov till. Kopplingen separerar tillstand som annars vore degenererade — och till skillnad fran
Zeemaneffekten kravs inget yttre falt. Det ar den som ger linjespektrumets finstruktur.

Formeln, symbol f6r symbol

1 1
j= l+§ eller I_E

——
S ungefar S ungefar
med L mot L,

Banrdrelsen ger elektronen ett inre magnetfalt langs L, och spinnets energi beror pa om det star med
eller mot faltet. Darfor ar det summan J som har skarpa varden, och varje nivd med [ > 0 delas i tva.

1. Ett inre magnetfalt

Fran elektronens synvinkel ar det kdrnan som kretsar. En laddning i rorelse ger ett magnetfélt, sd i
elektronens eget system finns ett falt Begr SOm ar riktat langs banrérelsemangdsmomentet L. Spinnets

magnetiska moment (se Elektronspin) far i det faltet energin
U = —pi,Begt ~ g Beg

beroende pa om spinnet ligger ungefar med eller mot L. Varje nivd med [ > 0 delas darmed i tva. En s-
niva har L = 0, inget inre falt och ingen uppdelning. Bilden med kretsande karna ar halvklassisk, men

en kvantmekanisk rakning ger samma resultat: energin beror pa skalarprodukten L-S.

Skillnaden mellan de tva spinnlagena ar
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AE = 2B

2. Totalt rorelsemangdsmoment
Nar L och §véxelverkar ar det deras summa som har skarpa varden:
J=L+S

Beloppet kvantiseras med ett nytt kvanttal j, pd samma satt som L och S:

j=1+ % svarar mot L och §ungefér parallella,j = — % mot ungefar antiparallella. Fér [ = O finns
baraj = % Komponenten langs z &r J, = mifmed m; = —j, ..., +j, allts& 2j + 1 vérden.

I=vjG+Hh j=

[+

N| =

J=1+S5, harl=1 (p-niva)

Beﬁ " T—

S
............. S
' ° ) il /5 L
W
karnan kretsar T
i=3/2 j=1/2
Sungefarmed T S ungefar mot L
elektronens eget system hogre energi lgre energi

Vénster: sett frdn elektronen kretsar kdrnan, och den rérliga laddningen ger ett magnetfélt éeff léings E
Héger: fér en p-elektron (1 = 1) kan S std ungefér med eller mot L, vilket gerj = % ellerj = % Spinnets
moment dr motriktat § sdj = % far den hégre energin.

3. Spektroskopisk notation
Nivaerna betecknas 2Lj, dar den upphdjda tvaan anger de tva spinnlagena, den stora bokstaven ar [ (S,
P, D, F) och indexet ar j:

l méjliga j nivder

1 2
0 5 Sin
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[ méjliga j niver
13 2 2

1 3 5 Pip, “P3p
3 5 2 2

2 5 5 Dz, “Ds)p

Natriums gula dubblett ar det klassiska exemplet. Valenselektronens 3p-niva delas i 2P, och 2Py,
medan 3s-nivan Sy, inte delas. De tva 6vergangarna ner till 3s ger linjerna 589,0 och 589,6 nm; den
kortare vaglangden kommer fran den hogre nivan 2Pss.

3p 3p2P3p,
AE=2,13 meV T

(forstorat) l

3p %Py,

skalbrott (3p ligger = 2,1 eV dver 3s)

D1 D2
589,59 nm 589,00 nm

A 4 A 4

3s 251/2

Natriums 3p-nivéd delad av spin-bankopplingen. Overgdngarna ner till 3s ger D1 (589,59 nm) och D2 (
589,00 nm). Uppdelningen AE =~ 2,13 meV dr ungefdr en tusendel av avstdndet 2,1 eV till 3s, s den dr
kraftigt férstorad och energiaxeln ér bruten.

4. Finstruktur

Spin—bankopplingen ger nivaférskjutningar av samma storlek som den relativistiska korrektionen till
elektronens kinetiska energi. Tillsammans kallas de finstruktur. For vate blir nivaerna

13,60 eV a2 n 3
-——[1+ - )l

Enj = nj+l 4
2

n2
Fysika: Te (Ey)

dar finstrukturkonstanten ar dimensionslos:
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2

1 e 3
a=-———7%7297-10"~

4rtey he 137

Korrektionen &r av storleksordningen a® & 5 + 107> av nivaenergin. Den tar bort degenerationen i [
delvis: i vate beror energin nu pa n och j, sa 2P3, ligger nagot hdgre an 2P+ .

Annu mindre ar hyperfinstrukturen, som kommer av att kirnan sjalv har ett magnetiskt moment. I
vatets grundtillstdnd ger den 6vergangen bakom radioastronomins 21-cm-linje.

/\ Vanliga fel

j = 1+ salltid. Det finns tva varden, j = [ + % ochj =1- % utom for [ = 0.
e Kopplingen kraver ett yttre falt. Nej, faltet ar atomens eget. Det ar det som skiljer

finstruktur fran Zeemaneffekten.

e s-nivder delas. Med | = 0 finns inget inre falt, och 251/2 ar en enda niva.

o AE = ugB vid bakldangesrakning. Skillnaden mellan spinnlagena ar 2pig Beg, sa féltet blir
Bett = AE/(2pip).

e For fa siffror i vaglangderna. Dubblettens linjer ligger mycket tatt. Avrundas A till tre siffror
forsvinner skillnaden helt.

5. Losta exempel
:= Exempel — Totalt rérelsemangdsmoment for en d-elektron

En elektron befinner sig i ett d-tillstand. Vilka varden kan kvanttalet j ha, och hur stort ar J i varje

fall? Ange ocksa den spektroskopiska beteckningen.

2 Lésning

Méjligaj.Med [ = 2 ochs = %:

5 . F
— r_
)

~
[l
—
[+
N| —
Il

Beloppen.

/3 5
Jap = E'Eﬁ:\/3’75h: 1,94 A
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5 7
T = §-§ﬁ=¢8,75h: 2,96

Beteckningar. 2D, och 2Ds)s.

Rimlighetskoll. Antalet tillstand ar (2 - % +1)+ (2 % +1) =4+6 =10, samma som
2(21 + 1) = 10 utan koppling. Kopplingen ordnar om tillstdinden men skapar inga nya.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

:= Exempel — Kaliums dubblett

Kaliums motsvarighet till natriums gula dubblett bestar av linjerna 766,49 nm och 769,90 nm,
fran dvergangarna 4p — 4s. Bestam energiskillnaden mellan de tva 4p-nivaerna och det
effektiva magnetfalt som valenselektronen kanner.

2 Lésning

Modell. 4s delas inte, sa skillnaden mellan fotonenergierna ar skillnaden mellan 2P5, och
2P, ). Linjerna ligger sa tatt att vi raknar med hc = 1239,8 eV-nm.

Fotonenergierna.

1239,8
766,49

. 1239,8
769,90

eV =1,61750 eV E, eV =1,61034 eV

1

AE =E,-E,=|7,16-103 eV

Effektiva faltet. Skillnaden mellan spinnlagena ar 2 Beft:

AE  716-102%eV
2us  2-5,788-1075 eV/T

Bett =

619T

Faltet ar mycket starkare an i natrium (omkring 18 T), vilket stammer med att kopplingen
vaxer med karnladdningen.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.
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Lasning

e 41.5 Electron Spin
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Moseleys lag

#fysik  #atomfysik #samband

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Rontgenstralning, Elektronkonfiguration

Topparna ovanpa bromsstralningens kontinuum kommer av att infallande elektroner slar loss en
elektron ur K-skalet och att halet fylls fran L-skalet, s& att E; — Ex = hf. Moseley studerade den
hogsta toppen Ky och fann sambandet experimentellt; det harleds ur vateatomens energinivaer med
Zett = Z — 1, eftersom den kvarvarande K-elektronen skarmar en enhet av karnladdningen. Uttryckt i
invers vaglangd blir konstanten 8,23 - 108 m™!. Matning av Ak, identifierar alltsd grundamnet.

f=a(Z-17°, a=247-10"°Hz

Fysika: Fd3 (i formenA™ = a(Z — 1)> meda = 8,23 - 10° m™!)

Formeln, symbol f6r symbol

2
f = a (zZ-1)
K,-linjens 10,2 eV/h karnladdning
frekvens minus en

Linjen ar vatets dvergangn = 2 — 1, men med karnladdningen Z — 1 i stallet for 1, eftersom den

kvarvarande K-elektronen skarmar en enhet. Darfor vaxer frekvensen med kvadraten pa atomnumret.

1. Ett hal i K-skalet

I ett rontgenror kan en infallande elektron med tillracklig energi sla ut en av de tva elektronernaii
atomens innersta skal, K-skalet (n = 1). Halet fylls snabbt av en elektron fran ett hogre skal, och
energiskillnaden sands ut som en réntgenfoton:

e K,: halet fylls fran L-skalet (n = 2 — 1).
o Kjg: halet fylls fran M-skalet (n = 3 — 1), nagot hogre energi.
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L-elektronen kanner ungefar Z - 1: den kvarvarande K-elektronen skarmar
snabb elektron hf=E_ - Eg

I

- utslagen - -
w w w (J
/ —
0@ 0 “.O\ (N X
Q « /] (\} [/] (\} D
S2-1
: n
M
1. hali K-skalet 2. L-elektron faller ner 3. Ka-foton ut

Sa uppstdr Kq. En snabb elektron sldr ut en av de tvd K-elektronerna, en L-elektron faller ner i hdlet, och
energiskillnaden sdnds ut som en rontgenfoton. L-elektronen ser kdrnan genom den kvarvarande K-
elektronen, alltsd ungefdr laddningen Z — 1.

Fotonenergin bestams av atomens egna nivaer och inte av rérspanningen, sa linjerna hamnar pa
samma stélle hur spanningen an véljs — bara den racker for att sla ut en K-elektron. De ligger som
smala toppar ovanpa bromsstralningens kontinuum.

2. Harledning ur vateatomen

Innan halet fylls finns en enda elektron kvar i K-skalet. Den ligger mellan karnan och L-elektronen och

skarmar en enhet av karnladdningen, sa L-elektronen kanner ungefar Zegs = Z — 1. Med energierna for
ett vateliknande system:

(Z- 1)?

E,~
n2

- 13,6 eV

Fysika: Fd3 (energinivder fér vételiknande system, med Z — 1 i stdllet fér Z och Egy = 13,6 eV frdn Te)

Fotonenergin ar skillnaden mellann = 2 ochn = 1:

1
Exe =E»-E1=(Z-1)*-13,6eV (1 - Z)

Exe ® (Z-1)*-10,2 eV

Dividerar vi med h far vi frekvensen:

Exa _ 10,2 eV
h 4136105 eV s

f= (Z-1)*>=2,47-10"° Hz* (Z - 1)?

Fysika: Te (h)
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vilket ar Moseleys lag i rutan 6éverst. Skarmningen Z — 1 ar en grov modell — L-elektronen skdrmas
ocksa delvis av de andra elektronerna — men den stdmmer inom nagon procent.

3. Linjen 1 \/f och periodiska systemet

Tar vi roten ur Moseleys lag blir 4/f en rat linje i Z, som skar Z-axeln vid Z = 1:

Vi=va@z-n

20

15

10

v (108 HZY?)

linje: f=2,47-10*> Hz - (Z - 1)?
punkter: uppmatta K,-linjer

skar Z-axelnvidZ=1

0 10 20 30 40
atomnummer Z

\/f for uppmatta Kq-linjer mot atomnumret. Punkterna féljer linjen frdn Moseleys lag, och linjen skér Z -
axeln vid Z = 1, inte vid origo — det ér skdrmningen fran den kvarvarande K-elektronen.

Moseley matte linjerna ar 1913 och kunde ordna grundamnena efter karnladdning i stallet for
atommassa. Kobolt och nickel, som star i omvand ordning efter massa, hamnade ratt, och luckor i
serien visade var annu okanda grundamnen saknades.

P4 samma satt ger hal i L-skalet en L-serie nar de fylls fran M- och N-skalen. Den har betydligt lagre
energier an K-serien.

4. Absorptionskanter

Samma nivaer syns i absorption. Nar rontgenfotoner passerar ett material 6kar absorptionen plotsligt
nar fotonenergin blir stor nog att lyfta ut en K-elektron. Den skarpa 6kningen kallas K-absorptionskant.
Kanten ligger nagot dver K -energin, eftersom elektronen maste tas bort helt och inte bara flyttas till
L-skalet, som ju redan ar fullt.
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/\ Vanliga fel

o Zistéllet for Z — 1. For koppar ger z? ungefar 7 % for hog energi; det ar skarmningen
som gor lagen traffsaker.

e 13,6 eVistallet for 10,2 eV. Faktorn 1 —
inte fran oandligheten.

%1 = % kommer av att elektronen faller frann = 2,

e Linjen beror pa rérspanningen. K, bestams av atomen. Spanningen avgor bara om linjen
syns alls och var bromsstralningen slutar.

¢ Fel prefix. Rontgenenergier anges i keV och vaglangder i tiondels nanometer. hc = 1240
eV-nm ger Ainm bara om E stérieV.

5. Losta exempel
‘= Exempel — Kopparns Kq-linje

Uppskatta energin och vaglangden for K,-stralningen fran en kopparanod (Z = 29).

¢ Lésning

Energin.

Exe = (Z -1)*+10,2 eV = 28% - 10,2 eV = 7997 eV ~ |8,00 keV

Vaglangden.

hc _ 1240 eV * nm _[0,155 nm

A= —
5 7997 eV

Fysika: T k1 (uppmditt Ak = 154,2 pm fér Cu)

Rimlighetskoll. Uppmatt &r 8,05 keV och 0,154 nm, alltsa under en procents avvikelse.
Vaglangden ar av samma storlek som atomavstanden i en kristall, vilket gér kopparstralning
anvandbar for kristallografi.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.
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:= Exempel — Identifiera ett okant amne

Kg-linjen fran ett oként grundamne har vaglangden 0,194 nm. Vilket grundamne &r det?

/ Losning
Frekvensen.

o€ 2,998 - 108 m/s _ L5100 [
"1 019%-10°m z

Los ut Z ur Moseleys lag.

Z-1=25,0 Z =126,0

Grundamnet. Z = 26 ar|jarn |

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.

Lasning

e 41.7 X-Ray Spectra
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Kvantintrassling

#fysik  #kvantfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Paulis uteslutningsprincip, Vagfunktion

Elektroner ar principiellt omgjliga att sarskilja, och tva av dem kan inte ha samma kvanttillstand.
Kopplar man ihop tva elektroner beskrivs grundtillstandet av en enda gemensam vagfunktion som inte
gar att dela upp i tva oberoende delar. Partiklarna kan darefter separeras rumsligt och anda behalla sitt
gemensamma kvanttillstdnd: mater man den ena kollapsar vagfunktionen fér bada. Fenomenet gav
Nobelpriset i fysik ar 2022.

Formeln, symbol f6r symbol

1
Y= _2[§UA(F1) l,UB(F22 - yIB (1) l,UA(F_"zz]

1iA, 1iB,
2iB 2iA

Bada maojligheterna finns med samtidigt, och ingen av dem galler forran nagot mats. Minustecknet gor

att i byter tecken nar partiklarna byter plats, och att y = 0 om A = B.

1. Tva identiska partiklar

Tva elektroner beskrivs av en gemensam vagfunktion (7, ). Om den ena ar i tillstandet A och den
andrai B ar den forsta gissningen en produkt:

W = Ya(r1) Ya(r)

Men den sager att det ar just partikel 1 som ari A, och elektroner gar inte att marka. Vi maste ta med
bada mojligheterna med lika vikt. For partiklar med spinn % ska kombinationen byta tecken nar
partiklarna byter plats:

W(ri, ra) = %[dm(ﬂ) WB(r2) = YB(r1) Ya(ra)]
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Faktorn 1/4/2 normerar. Sitter vi bada i samma tillstand, B = A, tar termerna ut varandra och y=0-
det tillstandet finns inte. Det ar Paulis uteslutningsprincip uttryckt i vagfunktionen. For fotoner, som
har spinn 1, anvands plustecken i stallet, och dar finns ingen uteslutning.

En vagfunktion som den i rutan kan inte skrivas som en produkt av en funktion for varje partikel.
Partiklarna sags da vara intrasslade.

2. Matning och kollaps

Mater vi partikel 1 och finner den i A, kollapsar vagfunktionen till den term dar partikel 1 ari A:

U — Ya(r) Ys(r2)

En senare matning pa partikel 2 ger da B med sakerhet. Detta galler ocksa nar partiklarna ar langt ifran
varandra och inte kan paverka varandra med nagon kraft; experiment med intrasslade fotoner har
gjorts 6ver mer an 1000 km. Kvantmekaniken &r alltsa icke-lokal, nagot Einstein kallade “spoklik

verkan pa avstand”.

And& gar det inte att skicka information snabbare &n ljuset. Utfallet av den férsta matningen &r
slumpmassigt — A eller B med lika sannolikhet — och den som maéter pa partikel 2 ser bara en
slumpmassig foljd tills resultaten jamfors over en vanlig kanal.

en gemensam {, inte en Y per partikel

S, @ —— >0 S,

matning pa 1 matning pa 2

partikel 1: T ¢ ¢ T ¢ T T ¢ slumpméssigt
SN D T SR A A stumpmssigt

men varje par ar motsatt — det syns foérst nar listorna jamfors

En kdlla skickar ut tvd elektroner i ett gemensamt spinntillstdnd. Var fér sig ger médtningarna en
slumpmdssig féljd av upp och ner, men ndr listorna jamférs dr varje par motsatt. Korrelationen gar inte
att anvdnda fér att skicka en signal.
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3. Qubits

En kvantbit, qubit, ar ett tvanivasystem, till exempel ett spinn, som kan vara i en superposition av sina
tva tillstand. N intrasslade qubits beskrivs av en gemensam vagfunktion med 2V amplituder, mot N
bitar for N klassiska bitar. Det ar grunden for kvantdatorer och for kvantkryptografi, dar ett forsok att
avlyssna en intrasslad forbindelse forstor korrelationen och darmed avslojas.

I\ Vanliga fel

 Produktvagfunktion for identiska partiklar. Y, (71 )@g(7) skiljer partiklarna at och ar inte
tilldten for tva elektroner.

e Fel tecken. Elektroner (spinn %) kraver minustecken, fotoner plustecken.

¢ Intrassling anvands for att signalera. Kollapsen gar inte att styra, sa ingen information
fardas snabbare an ljuset.

¢ Korrelationen tolkas som en kraft. Den finns aven nar partiklarna ar for langt ifran

varandra for att nagon véaxelverkan ska hinna verka.

4. Lost exempel
‘= Exempel — Tva elektroner i helium

I heliums grundtillstand sitter bada elektronernai 1s, den ena med spinn upp och den andra med
spinn ner. (@) Ar ¥y = Y5 (1) Y5, (2) en tilldten vagfunktion for de tvd elektronerna? (b) Man
mater spinnet hos elektron 1 och far mg = —%. Vad ger en senare matning pa elektron 2? (c) Vad
blir vagfunktionen om bada elektronerna ska varai 1s 1?

/ Lésning

a) Nej. Produkten sager att det ar just elektron 1 som har spinn upp, men elektronerna gar
inte att skilja at. Den tillatna vagfunktionen ar

1
l,U = _2[1,UlsT(1) l,ulsl(Z) - w1sl(1) llflsT(z)]

och alltsa | inte tillaten |
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b) Matningen pa elektron 1 valjer den andra termen, sa vagfunktionen kollapsar till

U1s, (1) Wys: (2). Elektron 2 ger da med sakerhet | mg = +% X

c) Satt | — 1 i den antisymmetriska vagfunktionen:

S

S50 (D 152) = Y1 (D) Y11 (2)] = [0]

g

Tillstandet existerar inte, i enlighet med Paulis uteslutningsprincip.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

Lasning

e 41.8 Quantum Entanglement
e 40.6 Measurement in Quantum Mechanics
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Kovalent bindning

#fysik  #molekylfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Atomorbitaler, Elektronkonfiguration

I en kovalent bindning delar tva atomer pa tva elektroner, ett elektronpar, sa att bada far fulla skal —
H, som H-H, eller kol som delar sina fyra valenselektroner med fyra vateatomer i CH4. Bindningen ar
stark och haller ihop bade molekyler och kristaller, och den &r specifik: den har en bestamd,
foredragen vinkel. Ar atomerna olika blir férdelningen av elektronparet ojamn, och bindningen &r polar.

1. Elektronparet i H,

Den enklaste kovalenta bindningen finns i vatemolekylen: tva protoner och tva elektroner. Nar tva
vateatomer narmar sig varandra deformeras elektronernas vagfunktioner och samlas i omradet
mellan kéarnorna. En elektron dar attraheras av bada protonerna samtidigt, och den attraktionen
blir stérre an repulsionen mellan de tva protonerna och mellan de tva elektronerna. Resultatet ar en
bunden molekyl.

Att tva elektroner kan dela samma omrade beror pa spinnet. Enligt Paulis uteslutningsprincip far tva
elektroner vara i samma rumsliga tillstand bara om de har motsatt spinn. Det ger tva féljder:

¢ Spinnen i en kovalent bindning &r motsatta. Med parallella spinn halls elektronerna isér,
laddningen mellan karnorna blir liten, och atomerna repellerar varandra.

¢ En bindning rymmer hogst tva elektroner. En tredje elektron skulle behdva ett annat rumsligt
tillstdnd, utanfor omradet mellan karnorna.

Bindningsenergin for H, ar
Ebind (Hz) = —4,48 eV

vilket betyder att det kravs 4,48 eV for att dela molekylen i tva fria vateatomer.
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(a) vagfunktionerna langs karnaxeln

laddning samlas
mellan kadrnorna

bindande Y + Yg

— 1
8
(o]
X~
%)
o0
=
[S)
>
]
3 0
Y
=
antibindande Y, — Wg
-1
-0,2 -0,1 0 0,1 0,2
lage langs karnaxeln x (nm)
5 (b) energin mot karnavstandet
modell: Morsepotential for
6 det bindande tillstandet
4
antibindande
E 2
= 0 T
> tva fria H-atomer: U=0
-2 bindande
-4
ro= 0,074 nm, U = -4,48 eV
-6
0 0,1 0,2 0,3

karnavstand r (nm)

Overst summan och skillnaden av tvd 1s-vdgfunktioner lédngs kérnaxeln: den bindande samlar laddning
mellan kdrnorna, den antibindande har en nod mitt emellan. Underst energin mot kdrnavstdndet
(modell): bara det bindande tillstdndet har ett minimum, vid 0,074 nm.

Samma tva tillstand kan ritas som elektronmoln. Det bindande o-molnet omsluter bada karnorna och
har forhojd tathet mellan dem jamfért med tva fria atomer, medan det antibindande o*-molnet delas i

tva halvor av ett nodplan mitt emellan kérnorna.

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 402 / 526



FOOO05T - Kovalent bindning

0: Y + Yg (bindande) o*: Y - Yg (antibindande)

dra for att vrida

Elektronmolnen fér H i 3D (vrid med musen). Isoytorna ligger vid 50, 20 och 5 % av maxtdtheten. Det
bindande o samlar laddning mellan protonerna, det antibindande o har ett nodplan mitt emellan dem.
Modellen &r kvalitativ: summa och skillnad av tva 1s-orbitaler.*

Hur mycket laddning som hamnar mellan karnorna beror pa hur mycket atomernas vagfunktioner
overlappar, och darmed pa karnavstandet R.

R =0,074 nm: 6verlapp S = 0,75, mitt emellan ar ¢ 1,14 ganger atomernas medeltathet, a* noll

0,7

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

elektrontathet p (ao—3)

0,1

o bindande
o* antibindande
utan interferens

0
-0,25 -0,2

-0,15 -0,1

-0,05 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25
lage langs karnaxeln x (nm)

R (hm) = 0,074 H2

0,020

0,120 0,160 0,200

Elektrontdtheten ldngs kdrnaxeln fér en elektron i o och i o, med reglage for karnavstandet R. Den
streckade kurvan ar medelvardet av tva fria atomers tathet, utan interferens. Vid R = 0,074 nm ar o-

tatheten mitt emellan kdarnorna 14 % stdrre an s, medan o* ar noll dar. Kvalitativ modell: normerade
summor och skillnader av tva 1s-orbitaler*
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2. Riktning och hybridisering

En atom med flera valenselektroner kan bilda flera kovalenta bindningar. Kol har fyra elektroner i L-
skalet och binder fyra vateatomer i metan, CHy. Varje valenselektrons vagfunktion ar en blandning av
2s och 2p orbitaler, en hybridorbital, med en lob som pekar mot ett horn i en regelbunden tetraeder.
Den symmetriska uppstallningen gor att elektronparen éverlappar sa lite som maijligt, vilket minimerar

den positiva potentiella energin fran repulsionen mellan paren.

Tetraedervinkeln. Lagg kolatomen i origo och vateatomernaihérnen (1,1, 1), (1,-1,-1),(-1,1,-1)
och (-1, -1, 1) av en kub. Vinkeln mellan tva bindningar ges av skalarprodukten:

_@Ly-(0,-1,-1) _1-1-1
V343 3

1
os 0 —

1
0 = arccos (—§) ~ 109,5°

Samma vinkel galler mellan alla sex par av bindningar. Det ar den bestamda riktningen som ingressen
kallar bindningens specificitet: kovalenta bindningar ar starkt riktade, till skillnad fran jonbindning och
metallisk bindning.

n-bindning. I en dubbelbindning, som C=C i eten, ar den ena bindningen en o-bindning langs
bindningsaxeln. Den andra bildas av tva 2p-orbitaler som star vinkelratt mot axeln och 6verlappar sida
vid sida, en m-bindning. Laddningen samlas da ovanfor och under axeln, och planet genom
bindningsaxeln ar ett nodplan dar vagfunktionen &r noll. Det antibindande m* har dessutom ett nodplan
mitt emellan karnorna, precis som ¢o* i Hy.

T 2pa + 2pg (bindande)  m*: 2p, — 2pg (antibindande)

dra for att vrida

r-bindningen mellan tva kolatomer i 3D (vrid med musen). Det beige planet dr nodplanet genom
bindningsaxeln: ddr dr tétheten noll i bdde  och m. * har ett andra nodplan mitt emellan karnorna.
Isoytor vid 50, 20 och 5 % av maxtatheten, kvalitativ modell med Slater-orbitaler for kol, karnavstand
0,134 nm>*
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3. Polar bindning

Ar de tvd atomerna olika drar den ena hardare i elektronparet. Paret férskjuts mot den atomen, som far

en partiell negativ laddning, och bindningen far ett dipolmoment. Det finns ingen skarp grans mellan

de tva ytterlighetsfallen:

e Ren kovalent bindning. Paret delas lika, till exempel i H, och Cl,.
e Polér kovalent bindning. Paret delas ojamnt, till exempel i HCI och HO.
e Jonbindning. En elektron fors dver helt, till exempel i NaCl.

Molekyler som vatten, med stora dipolmoment, kallas polara molekyler.

O+ o- +

ren kovalent polar kovalent jonbindning

A 4

elektronparet forskjuts allt mer

Fran delat par till 6verférd elektron. I Hy ligger elektronparet mitt emellan kdrnorna, i HCI dr det
férskjutet mot klor, och i NaCl har elektronen i praktiken bytt atom.

4. Bindningstyperna i o6versikt

typisk
typ mekanism riktad? exempel
energi

elektron overfors,
jon 1-5ev nej NaCl
Coulombattraktion

delat elektronpar med H;, CHy,
kovalent 1-5ev ja
motsatta spinn diamant

elektronhav runt
metallisk stark nej Cu, Al
positiva joner

van der dipol—dipol, aven fast argon,
< 0,1ev nej

Waals inducerade flytande N

vatebindning proton mellan tva atomer <0,5ev ja is, DNA
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Jon- och kovalenta bindningar kallas starka, van der Waals- och vatebindningar svaga.
[\ Vanliga fel

o Tecknet pa bindningsenergin. —4,48 eV ar molekylens energi relativt fria atomer. Energin
som krdyvs for att bryta bindningen ar +4,48 eV.

e Kovalent bindning forvaxlas med jonbindning. I en kovalent bindning fors ingen elektron
over netto, paret delas. I en polar bindning ar fordelningen ojamn, men ingen hel elektron
har bytt atom.

* Fler an tva elektroner per bindning. Pauli tillater bara tva elektroner, med motsatta
spinn, i samma rumsliga tillstand. En dubbelbindning &r tva bindningar, inte en med
fyra elektroner.

¢ Tetraedervinkeln blandas ihop med 90°. Bindningarna i CH, foljer inte koordinataxlarna.
Vinkeln ar 109,5°.

5. Losta exempel

‘= Exempel — Att bryta H,

Bindningsenergin i Hy ar 4,48 eV. a) Ange bindningsenergin i kJ/mol. b) Vilken &r den langsta
vaglangd en foton kan ha for att ensam kunna dissociera molekylen? c) Vid vilken temperatur ar
kgT lika med bindningsenergin? Vad sager det om H, vid rumstemperatur?

/ Lésning

a) Per molekyl i joule, sedan ganger Avogadros tal:

4,48 eV - 1,602 - 107 J/eV - 6,022 - 102 mol * = 4,32 - 10° J/mol = | 432 kJ/mol

Fysika: Te

b) Fotonen maste ha minst energin 4,48 eV:

hc 1240 eV - nm
hwax = = ey ~[2770m

Det ligger i ultraviolett. Synligt ljus racker inte.
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c)

T =

E
kg

4,48-1,602-1070J

1,381 - 1072 J/K

~ (5,20 - 10* K

Vid 300 K ar kg T = 0,0259 eV, ungefar 170 gdnger mindre an bindningsenergin. Termiska
stotar bryter i praktiken aldrig bindningen vid rumstemperatur. Se ocksa Temperatur

och varme.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

6. Bindningstyperna jamfoérda

Avsnittet bygger ut oversikten i avsnitt 4 med energier och materialegenskaper. De fem

bindningstyperna skiljer sig i styrka med ungefar tre tiopotenser. Styrkan bestammer smaltpunkten,

och mekanismen bestammer resten: om elektronerna ar fria avgor ledningsférmagan, och om

bindningen ar riktad avgér om kristallen gar att forma eller spricker.

typ

kovalent

jon

metallisk

vate

pellesmoln.org/kurser/FO005T -

typisk

riktad?
bindningsenergi
1-5ev ja
1-5ev nej
1-9ev nej
0,1-0,4 ev ja

2026-10-19

exempel

diamant,

kisel

NaCl, MgO

Na, Cu, W

is, DNA

smaltpunkt

hog: Si 1687
K, diamant

dver 3800 K

hég: NaCl
1074 K
(typiskt
tabellvarde)
lag till
mycket hog:
Na 371K, Cu
1356 K, W
3653 K

l3g: is 273 K

ledningsférmd

isolator eller

halvledare

leder inte som fas
amne, men som

smalta och i lGsni

mycket god, for
bade elektricitet

och varme

isolator
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typisk
typ riktad? exempel smdaltpunkt ledningsfdrma
bindningsenergi
mycket lag:
van der fast Ar,
under 0,1 eV nej Ar84 K, N, isolator
Waals fast N,
63 K

Fysika: T g1 (smdltpunkter fér Si, C, Na, Cu, W), T g3 (Ar, N2, H20)

Smaéltpunkterna galler kristaller dar bindningstypen haller ihop hela kristallen. I en molekylkristall,
som fast metan, ar bindningarna inom molekylerna kovalenta, men kristallen smalter redan nar de

svaga van der Waals-bindningarna mellan molekylerna bryts.

kgT vid 300 K= 0,026 eV

: C-C H:
kovalent *¢
: NaCl
jon L 2
Na Cu w
metallisk i . ¢ o
H20-H-20
vatebindning *
He-He Ar-Ar I
van der Waals| @ *
0,001 0,01 0,1 1 10

bindningsenergi (eV)

Typiska bindningsenergier pd logaritmisk skala. Jon- och kovalenta bindningar ligger kring 1-5 eV och
metalliska kring 1-9 eV, vitebindningen kring 0,1-0,4 eV och van der Waals-bindningen under 0,1 eV.
Den prickade linjen dr kg T vid rumstemperatur: bindningar néra den bryts hela tiden av virmerérelsen.
Exemplen: Hy och NaCl ur noterna, C-C som typisk enkelbindning mellan kolatomer, metallerna som
kohesionsenergi per atom, en vdtebindning mellan tva vattenmolekyler (H20-Hz=0), och Lennard-Jones-
djupet fér tva argon- respektive heliumatomer (Ar-Ar, He—He).

Varje typ har sin egen not: Jonbindning, Metallisk bindning, Vatebindning och Van der
Waals-bindning.

Lasning

e 42.1 Types of Molecular Bonds
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Metallisk bindning

#fysik  #molekylfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Kovalent bindning

Metalliska kristaller halls ihop av ett elektronhav: ungefar en elektron per atom delas av alla atomer
samtidigt. Att elektronerna ar fria forklarar metallernas goda ledningsférmaga for bade elektricitet och
varme. Bindningen ar stark men ospecifik — antalet grannar och vinklarna mellan dem ar flexibla, och
det ar i stallet packningstatheten som styr strukturen.

Foxrmeln, symbol f6r symbol

N,
~~ ~~ M
fria elektroner  fria elektroner S~~~
per m® per atom atomer
per m

Formeln &r en ren omréakning: forst hur manga atomer som ryms i en kubikmeter, sedan hur manga
elektroner varje atom lamnar till elektronhavet. Darfér hamnar n kring 1026-10%° m™ for alla
vanliga metaller.

1. Jonkarnor i ett elektronhav

I en metall lossnar en eller nagra av de yttersta elektronerna fran varje atom. Kvar blir positiva joner,
ordnade i ett kristallgitter, och de l6sgjorda elektronerna ror sig fritt genom hela kristallen. Bilden ar
ett gitter av joner som ligger i ett hav av elektroner, och det ar attraktionen mellan havet och jonerna
som haller ihop kristallen.
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[ ]
° LN jonkarna: atomen
° utan valenselektron
@ © 6 0 6 6
1 / ./ ~ fri elektron:
° ®  tillhor hela
® © ©,0°'0.0 =
[ ]
° L °
f havet haller ihop
f O jonerna, utan
° bestamd riktning
metallkristall

Metallen som ett gitter av positiva jonkdrnor i ett hav av fria elektroner. Elektronerna tillh6r hela

kristallen, och attraktionen mellan havet och jonerna har ingen féredragen riktning.

Som elektronmoln ar havet nastan jamnt utsmetat éver hela kristallen. Det ar bara lite tatare narmast
jonkarnorna, som attraherar elektronerna.

dra for att vrida

Jonkdrnor i ett kubiskt gitter i ett elektronhav, i 3D (vrid med musen). Den yttersta ytan dér havets grdns
vid kristallens kanter. Inuti dr téitheten ndstan konstant, med svaga toppar kring jonerna: de inre ytorna
ligger 12 och 25 % éver tdtheten mellan jonerna. Kvalitativ modell.

Jamfort med de andra starka bindningarna:

¢ Mot kovalent bindning. Elektronerna delas ocksa har, men av alla atomer pa en gang i stallet for
av ett par. Bindningen ar darfor varken lokaliserad eller riktad.

e Mot jonbindning. Det finns positiva joner, men inga negativa. Den negativa laddningen ar
utsmetad 6ver hela kristallen.
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Eftersom bindningen saknar riktning styrs strukturen av hur tatt atomerna kan packas. De vanligaste
metallstrukturerna ar ytcentrerad kubisk och hexagonal tatpackning, dar varje atom har 12 narmaste
grannar, se Packningstathet. Att ingen bindning har en féredragen vinkel ar ocksa skalet till att
metaller kan formas: jonerna kan glida forbi varandra utan att nagra sarskilda bindningar bryts.

2. Elektrontatheten

Elektronhavet beter sig pA manga satt som en gas, och den viktigaste storheten ar antalet fria
elektroner per volymenhet. Med z fria elektroner per atom, densiteten p och molmassan M &r antalet
atomer per volymenhet pN4/M, dar N4 ar Avogadros tal. Elektrontatheten blir

_ ZpNA
M

n

Fysika: T k3 (n tabellerad per grundédmne)

For typiska metaller hamnar n kring 1026-10%° m™3. Medelavstandet mellan elektronerna ar ungefar

n_1/3, vilket ar av samma storlek som avstandet mellan atomerna.

3. Varfor metaller leder

Elektronhavet forklarar metallernas hoga ledningsférmaga for bade elektricitet och varme:
laddningsbararna finns redan fria och behdver ingen extra energi for att borja réra sig. I bandbilden
motsvarar det ett energiband som bara ar delvis fyllt. Ovanfor de fyllda nivaerna, vid Ferminivan,
finns tomma tillstand direkt intill, sa ett litet elektriskt falt racker for att flytta elektroner till tillstand
med nettororelse.

/\ Vanliga fel

¢ Molmassan i g¢/mol blandas med densitet i kg/m?. Rakna om M till kg/mol eller p till g/m?
innan de divideras, annars blir n fel med en faktor 1000.

e 7 gloms bort. pN,/M &r antalet atomer per volym. For aluminium med tre fria elektroner
per atom maste det multipliceras med 3.

e Metallisk bindning tros vara riktad. Den ar ospecifik. Strukturen bestams av packningen,
inte av bindningsvinklar som i kovalenta kristaller.

¢ Elektronhavet tros vara alla elektroner. Bara valenselektronerna ar fria. De inre
elektronerna sitter kvar i jonkarnorna.
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4. Losta exempel

:= Exempel — Elektrontathet i koppar och aluminium

Koppar har densiteten 8,96 g/cm? och molmassan 63,55 g/mol och ger en ledningselektron per
atom. Aluminium har densiteten 2,70 g/cm? och molmassan 26,98 g/mol och ger tre. Bestam

elektrontitheten i bAda metallerna och medelavstandet n™ "/

2 Lésning

Enheter. 8,96 g/cm? = 8960 kg/m? och 63,55 g/mol = 0,06355 kg/mol, och pa samma sétt

for aluminium.

Koppar.
.. 189606022 10%
cu 0,06355
Fysika: Te
n?=(849-10%) " m
Aluminium.
32700 - 6,022 - 10%
Nnay = m

0,02698

na? = (1,81 10%) °

Jamforelse. Aluminium ar lattare an koppar men har ungefar dubbelt sa manga fria
elektroner per volym, eftersom varje atom bidrar med tre. Bada avstanden ar av samma

storlek som avstandet mellan atomerna i gittret.

3 mellan elektronerna.

8,49 - 102 m™3

0,228 nm

=11,81-10*° m3

0,177 nm

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

Se jamférelseni 6. Bindningstyperna jamforda.
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FOOO05T - Metallisk bindning

Lasning

e 42.1 Types of Molecular Bonds
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FOOO5T - Jonbindning

Jonbindning

#fysik  #molekylfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Elektronkonfiguration

En atom lamnar 6ver en eller tva valenselektroner till en annan, sa att bada far fulla skal och blir joner
med motsatt laddning — natrium ger sin 3s-elektron till klor och bildar Na* och Cl”™. De motsatta
laddningarna attraherar varandra och bygger saltkristaller. Bindningen ar stark men bryts till exempel
av vattenldsning. Samma sak galler molekylara joner som NHZ och SOi_.

Foxrmeln, symbol f6r symbol

Eg = |U(ro)| — (Ejon — Eatr)
~~ —_——— —
bindnings- dra isar ges tillbaka

energi jonerna nar jonerna
blir atomer

ke? 1
Urg) = — (1--)
I'o n
M N~
punkt-  repulsionen
laddningartar andelen 1/n
Jonerna tjanar | U(ro)l pa att dras ihop, men de har forst kostat Ejon — Eaff att skapa. For NaCl blir det

57-1,5~4,2eV.

1. Enexgibalansen nar jonerna bildas

Att flytta en elektron fran natrium till klor kostar energi innan jonerna ens har narmat sig varandra. Tva

storheter avgor kostnaden:

e Joniseringsenergin Ejon ar energin som kravs for att ta bort elektronen fran den neutrala
atomen. Fér Na ar den 5,138 eV.

o Elektronaffiniteten E ¢ ar energin som frigérs nar en neutral atom tar upp en extra elektron. For
Cl arden 3,613 eV, eftersom 3p-skalet da blir fullt och den extra elektronen kanner en stor del

av karnladdningen.
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FOO05T - Jonbindning

Att bilda tva joner langt fran varandra kostar alltsa nettot
AE = Ejon — Eqar = 5,138 eV — 3,613 eV = 1,525 eV

Jonerna ar alltsa inte lagre i energi an de neutrala atomerna sa lange de ar atskilda. Det ar forst den
elektriska attraktionen mellan dem som gor bindningen l6nsam.

energi, raknat fran neutrala atomer

Na++e~+Cl
elektronen flyttar —

3s ',-" RS
.: ; -3,61eV
\ J affinitet

+5,14 eV
jonisering
Na* + Cl-
langt isar
@ neutrala atomer
Na + Cl b
attraktion ~ 1/r -5,7eV
jonerna dras
bindnings- ihop till ro
energi
4,2 eV

fulla skal pa bada:
Na* som Ne, Cl~ som Ar

NaCl, ro = 0,24 nm

Energibokféringen foér NaCl, rédknat fran tva neutrala atomer. Att flytta elektronen kostar netto
5,14 — 3,61 = 1,53 eV, och férst ndr jonerna dras ihop till ro (—5,7 eV) hamnar molekylen 4,2 eV
under atomerna.

Overféringen syns ocksé i elektronmolnen. Natriums ensamma 3s-elektron &r svagt bunden och
sprider ut sig langt frdn karnan. Nar den &r borta aterstar ett kompakt Na* med bara fyllda inre skal.
Klor tar emot elektronen i 3p-skalet, och Cl™ blir ndgot storre &n den neutrala atomen.
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FOO05T - Jonbindning

dverst: fore C
(neutrala atomer)

underst: efter
(joner) cl-

dra for att vrida

Na och Cl fére (éverst) och efter (underst) elektronéverféringen, i 3D (vrid med musen). Na krymper
kraftigt nér den yttre 3s-elektronen férsvinner, och C1™ svdller lite. Isoytorna ligger vid samma tdthet fér
alla fyra, 0,05, 0,005 och 0,0005 elektroner per ag, och hovringen visar radien. Kvalitativ modell med
Slater-orbitaler.

Jonbindningar kan ocksa omfatta tva elektroner per atom. Jordalkalimetaller som magnesium lamnar
ifran sig tva elektroner och bildar till exempel Mg2+(Cl_)2. Overféring av fler &n tva elektroner &r
ovanlig, och da tar kovalent bindning Gver.

2. Potentialkurvan U(r)

Nar jonerna narmar sig varandra sjunker den elektriska potentiella energin som for tva
punktladdningar, —ke?/r med ke®> = 1,44 eV-nm. P& kort avstand 6verlappar elektronmolnen, och
Paulis uteslutningsprincip tvingar elektronerna till hogre tillstand. Det ger en repulsion som vaxer

mycket snabbt. En enkel modell ar

ke> B
U(r)=—T + I"_n

dar B och exponenten n anpassas till matdata. Summan har ett minimum vid jamviktsavstandet ro: for
r > ro drarjonernaivarandra, for r < r( stoter de bort varandra.

¢ Harledning av energin i minimum

Villkoret for minimum.
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FOOO5T - Jonbindning

dU _ ke* nB

dr r2 pntl

=0 vidr=rg

B keZ ron—l
n
Satt tillbakai U.
ke?  ke? rO”_1 ke  ke?
U(ro):—_—i-—:—_—i-_
o nrg ro nry

ke? 1
U(ro) = T =)

Repulsionen minskar alltsa bindningen med andelen 1/n av punktladdningsvardet.

ke?
UGo) =~ (L= 7)

Bindningsenergin ar energin som kravs for att dela molekylen i tva neutrala atomer. Jonerna ska forst
dras isér, vilket kostar | U(ro)|, och sedan fa tillbaka elektronen, vilket ger tillbaka Ejon — Eaft:

Eg = |U(ro)| = (Ejon — Eaf)

NaCl. Som punktladdningar pa avstandet 0,24 nm ar ke?/ry = 1,44/0,24 = 6,0 eV. Det uppmatta
minimivardet ar —5,7 eV, ndgot grundare eftersom molnen redan éverlappar. Bindningsenergin blir
5,7-1,525 = 4,2 eV.
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2 Na* + Cl- langt isar: +1,53 eV
/
0 7Y
Na + Cl neutrala: 0
S\ bind_nings—
Q9 energi 4,2 eV
— -2
=
o)
-4
ro=0,24nm,U=-4,2eV
-6

bara Coulomb, —ke?/r

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
jonavstand r (nm)

U(r) for Na* och Cl7, rdknat frdn tvd neutrala atomer. Léngt isér ligger jonerna 1,53 eV éver de
neutrala atomerna. Den streckade kurvan dr ren Coulombattraktion. Den heldragna ér modellkurvan
med repulsion, anpassad sd att minimum hamnar vid 0,24 nm och —5,7 eV elektrisk potentiell energi,

alltsd —4,2 eV relativt de neutrala atomerna.
/\ Vanliga fel

e Bindningsenergin raknas mot joner i stallet for mot atomer. | U(rg) | ar energin for att
separera jonerna. Bindningsenergin for molekylen géller neutrala atomer, sa Ejon — E 5 ska
dras av.

e Fel tecken pa elektronaffiniteten. Affiniteten ar energi som frigérs. Nettokostnaden for
jonerna ar Ejon — Ejff, inte summan.

e Punktladdningsvardet tas som exakt. kez/ro overskattar bindningen, eftersom
repulsionen fran 6verlappande elektronmoln saknas. Faktorn 1 — 1/n korrigerar for det.

e Enheternaike?/r. Med ke? = 1,44 eV-nm och r i nm blir svaret direkt i eV. Med SI-enheter
blir det joule och maste raknas om.

3. Losta exempel
‘= Exempel — Kaliumbromid

Joniseringsenergin for kalium &r 4,34 eV och elektronaffiniteten for brom ar 3,36 eV.
Jamviktsavstandet i en KBr-molekyl ar 0,282 nm. a) Vilken energi kravs for att bilda atskilda joner
K" och Br™ ur neutrala atomer? b) Vilken ar den elektriska potentiella energin vid ry om jonerna
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FOOO5T - Jonbindning

behandlas som punktladdningar? c) Uppskatta bindningsenergin med punktladdningsmodellen.
d) Upprepa c) med repulsionen B/r?, alltsd n = 9.

¢ Lésning
a)
Ejon — Eat = 4,34 eV —3,36 eV = (0,98 eV
b)
U__k_e2 __l4evomm
ro 0,282 nm ’
c)

Eg =5,11eV -0,98 eV = (4,13 eV

d) Med n = 9 minskar | U(rp) | med andelen 1/9:

8
|UGro)| =5,11- 5 eV = 4,54 eV

Eg =4,54eV - 0,98 eV =|3,56 eV

Repulsionen sanker uppskattningen med ungefar 0,6 eV, alltsa runt 14 %.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer 6verens.

Se jamférelseni 6. Bindningstyperna jamforda.

Lasning

e 42.1 Types of Molecular Bonds
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Van der Waals-bindning

#fysik  #molekylfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Dipolmoment, Jonbindning

Svaga elektrostatiska bindningar mellan atomer eller molekyler med partiella laddningar, i fyra
varianter av avtagande styrka. Jon—dipol verkar nar salt l0ser sig i vatten. Dipol—dipol ar den grupp
vatebindningen tillhor. Dipol-inducerad dipol uppstar nar en molekyl med dipolmoment inducerar ett
moment i en atom, som nar H-Cl polariserar argon. Inducerad dipol-inducerad dipol,
Londondispersion, ar rent kvantmekanisk och verkar aven mellan tva heliumatomer. Var for sig ar de
svaga, men tillsammans kan de ge en stark bindning.

Formeln, symbol f6r symbol

g 12 o 6
un= 4 [ ) - ()]
e=brunnens N~ ~~

djup repulsion nar ~ London-
molnen mots  attraktion

Den branta r™2-termen vinner pa kort avstand och den mjukare r~5-termen pa langt avstand. Emellan
finns ett minimum, vid 2/6g med djupet «.

1. Fyra varianter och deras rackvidd

Alla fyra varianterna ar vaxelverkan mellan laddningsfordelningar som inte tar ut varandra: en jon, ett
permanent dipolmoment eller ett moment som induceras av grannen. Ju mindre laddning som ar

inblandad, desto svagare blir vaxelverkan och desto snabbare avtar den med avstandet r.

variant exempel avtar ungefir som
jon—dipol Na' ivatten 1/r?
dipol—dipol HCI-HC], vatebindning  1/r> vid fast orientering
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FOOO05T - Van der Waals-bindning

variant exempel avtar ungefar som
dipol-inducerad dipol HCl-Ar 1/r6
inducerad—inducerad (London) He-He, Ar-Ar 1/r®

Varfér 1/r° fér inducerade dipoler. En dipol p ger pa avstandet r ett elektriskt falt av storleken

EocB

r3
Faltet inducerar ett moment i grannatomen som ar proportionellt mot faltet, med polariserbarheten a:

Pind = aE @

Energin for det inducerade momentet i faltet blir

2
ap
U x —pingE 6
Ingen atom har ett permanent dipolmoment, men elektronmolnet fluktuerar hela tiden. Ett
ogonblickligt moment i en atom inducerar ett moment i grannen, och vaxelverkan mellan dem ar i
medel attraktiv. Det ar Londondispersionen, och den forklarar att 4delgaser och molekyler som Hp, O>

och N, alls kan bli flytande och fasta.

ett 5gonblick 1. elektronmolnet i A rakar

ligga snett: en dipol pa

E
e
- ° o+ 0 [ o+ 2. dess falt vid B, E « pa/r?,
A B forskjuter B:s moln:
Pind = OE
e —>

Pind

3. dipolerna pekar at samma hall,
—+ —+, och drar i varandra

/ — E //—\
vander A, vander B med:
o+ ( ° 5 o+ L4 - attraktionen finns kvar i medel,
\A . U o —ap?/r®

<4+ Pa 4_ Pind

strax efter

Londondispersion. Elektronmolnet i A fluktuerar och ger en 6gonblicklig dipol, vars flt polariserar B Gt
samma hdll. Nér A:s dipol vinder féljer B med, sd attraktionen finns kvar i medel.

Samma sak som elektronmoln: i 6gonblicket ar molnet i A férskjutet at ena hallet, och faltet fran A drar
molnet i B at samma hall.
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FOOO05T - Van der Waals-bindning

momentan dipol inducerad dipol

—_— e

dra for att vrida

Tva ddelgasatomer i 3D (vrid med musen). Molnet i A dr fér 6gonblicket forskjutet at vdnster, sd A far en
dipol med 8+ mot B. Féltet drar B:s moln mot A, och B fdr en inducerad dipol Gt samma hdll. 6+ i A och
60— i B ligger ndrmast varandra, sd atomerna attraheras. Férskjutningen dr kraftigt 6verdriven, och
modellen dr kvalitativ (férskjutna exponentiella moln, isoytor vid 50, 20 och 5 % av maxtdtheten).

2. Lennard-Jones-potentialen

En vanlig modell for tva neutrala atomer kombinerar attraktionen o —1/r® med en brant repulsion nar
elektronmolnen overlappar. Repulsionen valjs av raknetekniska skal som 1/rt2:

o 12 o6
Ur)=4el(-) —-(-
(N =4€l(7) ()]
Parametern o ar avstandet dar U = 0, och € &r brunnens djup.

¢ Hirledning av minimum

Derivera.

dU _, 120" 6"
dr ri3 r’

]

Stt lika med noll och multiplicera med r'3/(24¢e0®):

-26%+r8=0 — 0. = g
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FOOO05T - Van der Waals-bindning

Energin i minimum. Dar ar (G/rmm)6 =1/2

1 1
U(rmin) =4el- - -]1=-¢
(i) 8[4 2]

I'min

=2%0~1120  U(rmn) =-¢

Bindningsenergin ar alltsa € och jamviktsavstandet nagot storre an o

3 \
\
\ repulsion 4e(o/r)*?
2 \
\
\
1 \
\
\
< S .
) 0 N ——
U=0vidr=o
-1
froin = 2Y/%0 = 1,120, U = -¢
-2 attraktion -4&(o/r)®
1,0 1,5 2,0
r/o

Lennard-Jones-potentialen i dimensionslésa enheter. Den repulsiva termen dominerar innanférr = o,

den attraktiva utanfér. Minimum ligger vid 2Y%a med djupet €.

Parametrarna véaxer nedat i adelgasgruppen. Stérre atomer har fler och l6st bundna elektroner, som ar

lattare att polarisera, sa brunnen blir djupare och flyttas utat.

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19

2,5

3,0

4231526



FOOO05T - Van der Waals-bindning

Ar:€=10,32 meV (g/kg = 120 K), 0 = 0,341 nm, rpi, = 0,382 nm; kokpunkt 87,3 K

10

-10

U (meV)
'\

Kr
-20 Xe

0,25 0,3 035 04 045 05 055 0,6
avstdnd mellan atomerna r (nm)

~kgT vid 300 K

Lennard-Jones-potentialen fér ddelgaserna, med reglage fér gasen. Brunnen djupnar frdn knappt 1 meV
for He till 19 meV fér Xe, och kokpunkten féljer med: fér Ne—Xe ligger den vid ungefdr 0,7-0,8 gdnger
e/kg. Den prickade linjen dr —kg T vid rumstemperatur, djupare én alla brunnarna. Parametrarna ¢r

typiska tabellvérden, kokpunkterna frdn Fysika T g3.

3. Vatebindning

Vatebindningen ar en sarskilt stark variant. En vateatom som ar kovalent bunden till en elektronegativ

atom, som syre eller kvave, har fatt sin elektron forskjuten sa mycket att den nastan ar en naken

proton. Protonen ar mycket mindre an nagon annan positiv jon och kan darfér komma riktigt nara en

annan molekyl, polarisera den och binda de tva molekylerna till varandra.

e Bindningsenergin ar oftast under 0,5 eV, storre an for vanlig van der Waals-bindning men mindre

an for starka bindningar.

e Den haller ihop de tva strangarna i DNA, tvarbinder langa polymerkedjor och bidrar tillsammans

med van der Waals-krafter till struktureniis.

e Bara vate kan bilda den, eftersom bara vate blir en ren kdarna nar elektronen dras bort.

Mer om vatebindningen, med vatten, is och DNA, i Vatebindning.

4. Energiskalan mot kgT

Om bindningen héller avgors av jamférelsen med den termiska energin kg T . Vid 300 K ar
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1,381 - 10723 - 300
kBT = —
1,602 - 10719

eV =0,0259 eV

Fysika: Te

Starka bindningar pa 1-5 eV ar langt 6ver det och bryts inte av varmerorelse. Van der Waals-bindningar
pa 0,1 eV eller mindre ligger bara n&gra ganger dver, eller under, kg T . Darfér &r amnen som bara hélls
ihop av van der Waals-krafter flytande eller fasta férst vid laga temperaturer. Se ocksa Temperatur

och varme.

/\ Vanliga fel

e 0 tas som jamviktsavstandet. Vid r = 0 & U = 0. Minimum ligger vid 2% = 1,120.

¢ Bindningsenergin tas som 4¢. Faktorn 4 star framfor parentesen, men djupet i minimum ar
E.

e Van der Waals tros krava polara molekyler. Londondispersionen verkar mellan alla
atomer, aven helium, eftersom den bygger pa fluktuerande dipoler.

e Vatebindning tros vara en kovalent bindning till vate. Den kovalenta O—H-bindningen
finns inom molekylen. Vatebindningen ar den svaga bindningen mellan molekyler.

e meV och eV blandas. ¢ for adelgaser ligger kring 10 meV = 0,01 eV.

5. Losta exempel
:= Exempel — Argon

Vaxelverkan mellan tva argonatomer beskrivs med Lennard-Jones-potentialen med € = 0,0104
eV och 0 = 0,340 nm. a) Bestam jamviktsavstandet. b) Bestam bindningsenergin i meV. c) Vid
vilken temperatur ar kgT = €? Jamfor med att argon stelnar vid ungefar 84 K.

Z Lésning

a)

Fmin = 2% - 0,340 nm = 1,1225 - 0,340 nm = | 0,382 nm

b) Bindningsenergin ar brunnens djup:

Eg =¢=0,0104 eV =|10,4 meV
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c)

0,0104 - 1,602 - 1077 J

T = ~[121 K

&
kg 1,381 - 10-23 J/K

Vid 84 K arkgT = 7,24 meV, alltséd av samma storlek som € men négot mindre. Det
stammer med att argon blir fast just dar varmeroérelsen inte langre racker for att bryta de
svaga bindningarna. Vid rumstemperatur ar kg T tvé och en halv ganger €, och argon ar
en gas.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

Se jamforelsen i 6. Bindningstyperna jamforda.

Lasning

e 42.1 Types of Molecular Bonds
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Vatebindning

#fysik  #molekylfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Dipolmoment, Van der Waals-bindning

En vateatom som ar kovalent bunden till kvave, syre eller fluor har fatt sin elektron sa férskjuten att
den néastan ar en naken proton. Den lilla positiva anden kan komma mycket nara ett fritt elektronpar pa
en annan sadan atom och binda de tva molekylerna till varandra. Det ar vatebindningen. Med 0,1-0,4
eV ar den starkare an van der Waals-bindningen men mycket svagare an en kovalent bindning, och den
ar riktad. Den ger vatten dess hoga kokpunkt, gor is lattare an vatten och haller ihop de tva strangarna

i DNA.

Formeln, symbol f6r symbol

2 2

U= K& k&
r'no roo
~—— ~—~

H% drasmot  de tva 0%

grannens 0%~ stoter bort
varandra

Partialladdningarna £ sitter pa atomerna som punktladdningar. Vatet ligger mellan de tva
syreatomerna, sa attraktionen 6ver det korta avstandet ryg vinner 6ver repulsionen 6ver det langre

roo.

1. Mekanismen: en nastan naken proton

En vatebindning skrivs X—H---Y. Vateatomen sitter kovalent bunden till atomen X, givaren, och dras
mot ett fritt elektronpar pa atomen Y, mottagaren. Bade X och Y ar kvave, syre eller fluor.

e Varfor just N, O och F. De drar starkt i elektronparet i bindningen till vate, s& bindningen blir
kraftigt polar, se Dipolmoment. De har ocksa fria elektronpar som kan ta emot en vatebindning.

e Varfor bara vate. Vate har bara en elektron. Nar den dras bort blir det kvar en ensam proton
utan nagot inre elektronmoln, mycket mindre &n ndgon annan positiv jon. Den kan darfér komma

riktigt nara mottagarens elektronpar.
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FOOO5T - Vatebindning

Vatebindningen &r alltsa en extra stark variant av dipol-dipolbindningen i Van der Waals-bindning. Den

kovalenta O—H-bindningen finns inom molekylen, vatebindningen mellan molekylerna.

givare

mottagare

dra for att vrida

Tvd vattenmolekyler i 3D (vrid med musen). Ett vdite i givaren pekar rakt mot ett fritt elektronpar pa

mottagarens syre, och den prickade linjen dr véitebindningen H---0, ungefdr 0,19 nm. Givarens viite i

bryggan har tunnare moln dn det andra: elektronen dr férskjuten mot syret. Bida molekylerna har

vinkeln 104,5° mellan sina O-H-bindningar. Kvalitativ modell (summor av atomtdtheter), isoytor vid 50,

20 och 5 % av maxtdtheten.

2. Enerxrgi och riktning

Energin. En enkel modell placerar partialladdningar pa atomerna och raknar med Coulombenergin

mellan dem. I den linjara bryggan O—H---O har givarens vate +& och bada syreatomerna —4. Givarens

eget syre bidrar inte till energin mot vatet, eftersom de sitter i samma molekyl. Kvar blir attraktionen

H---O och repulsionen O---O:

U=k62(i
roo

1
- =)
'no

Fysika: Fel (Coulombs lag, k)

For vatten ger modellen ungefar —0,28 eV, se exemplet nedan. Uppmatta vatebindningar ligger

i intervallet

Evétebindning ~0,1-0,4 eV

alltsa mellan van der Waals-bindningen, som ar 0,1 eV eller mindre, och den kovalenta bindningen pa

1-5eV. Se jamférelsen i 6. Bindningstyperna jamforda.
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FOOO5T - Vatebindning

Vid rumstemperatur ar kg T = 0,026 eV, alltsa nagra ganger till drygt tio ganger mindre &n en
vatebindning. Enskilda vatebindningar i flytande vatten bryts och bildas darfér hela tiden, men manga
tillsammans haller.

Riktningen. Bindningen &r starkast nar X, H och Y ligger pa en rad. Da ligger vatet mitt i bryggan och
attraktionen H---Y vinner mest dver repulsionen X---Y. Mottagarens fria elektronpar har dessutom
bestamda riktningar, ungefar mot hérnen i en tetraeder som i metan. Vatebindningen ar darfor riktad,
till skillnad fran van der Waals-bindningen, och det &r riktningen som bestammer strukturen i is

och DNA.

3. Vatten och 1is

En vattenmolekyl har tva vaten som kan ge vatebindningar och tva fria elektronpar pa syret som
kan ta emot dem. Varje molekyl kan alltsa delta i fyra vatebindningar, riktade ungefar mot hornen i
en tetraeder.

Tis har varje molekyl precis fyra vatebindningar. Tetraedrarna fogas ihop till ett natverk av sexkantiga
ringar, den hexagonala isstrukturen, med mycket tomrum mellan molekylerna. Nar isen smalter bryts
en del av bindningarna, natverket faller delvis ihop, och molekylerna kommer narmare varandra. Darfor

ar is lattare an vatten:
pis = 916,2kg/m®  puagen = 999,8 kg/m®> (0 °C)
Fysika: T h1

Vatten utvidgar sig allts& med 999,8/916,2 — 1 = 9 % nér det fryser. Over smaltpunkten fortsatter
natverket att falla ihop, och densiteten 6kar till maximum vid 4 °C. Forst darefter tar den vanliga
varmeutvidgningen 6ver. Det ar densitetsanomalin: isen flyter, och sjoar fryser uppifran.

4. Kokpunktsanomalin

Vattnet och dess tyngre slaktingar i grupp 16 har samma form, H-X-H, men olika stora centralatomer.
Normalt stiger kokpunkten med molekylens storlek, eftersom storre elektronmoln ar lattare att
polarisera och ger starkare Londondispersion, se Van der Waals-bindning.

amne pexiod kokpunkt
H,O0 2 373K
H>S 3 212K
H,Se 4 232K
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amne period kokpunkt

H,Te 5 271K

Fysika: T g3 (H20, H=S)

Fran H» S till HyTe foljer kokpunkten trenden. Forlangs trenden till HoO hamnar kokpunkten kring 180
K, alltsd nastan 200 K under den verkliga. Skillnaden ar vatebindningarna: syre ar tillrackligt
elektronegativt for att bilda dem, svavel, selen och tellur ar det inte. I grupp 14, dar ingen av
molekylerna bildar vatebindningar, stiger kokpunkten jamnt hela vagen fran CHy.

400
H20
350
300 grupp 16: H,0, H,S, ...
o 0°C
< HsTe
X 250
c
S
_% SnHa
€ 200 T
_________ GeHa
=~ 179 K utan SiHa . .
150 vétebindning grupp 14 (opoléra): CHy, SiHy, ...
CHa
100
2 3 4 5

period (atomens storlek 6kar —)

Kokpunkten for viteféreningarna i grupp 16 och, som jimférelse, grupp 14. Den prickade linjen &r en rdt
linje anpassad till HyS-HyTe (minsta kvadratmetoden) och férléngd till period 2. Utan vétebindningar
skulle vatten koka kring 180 K. Vérdena fér H,O och H,S dr frdn Fysika, évriga dr typiska tabellvirden.

5. DNA-basparen

DNA bestar av tva strangar som halls ihop av vatebindningar mellan baserna. Baserna passar ihop
parvis, och antalet vatebindningar ar bestamt av hur givare och mottagare sitter i molekylerna:

e A-T, adenin och tymin, binds med tva vatebindningar.

e G-C, guanin och cytosin, binds med tre vatebindningar.

Varje enskild bindning ar svag och kan brytas av varmerdérelse, men en DNA-molekyl har tusentals
baspar i rad, och tillsammans haller de ihop dubbelspiralen. Att bindningarna ar svaga ar samtidigt en
forutsattning: strangarna maste kunna 6ppnas som ett blixtlas nar DNA kopieras eller lases av, utan att
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de kovalenta bindningarna inom strangarna bryts. Ett avsnitt med manga G—C-par har fler
vatebindningar och kraver hogre temperatur for att separera.

[\ Vanliga fel

e Vatebindningen tas for 0—H-bindningen. O—H inom molekylen &r en kovalent bindning pa
flera eV. Vatebindningen ar den svaga bindningen H---O mellan tva molekyler.

o Allt vate tros bilda vatebindningar. Vatet maste sitta pa N, O eller F. Vate pa kol, som i
metan, ger ingen vatebindning, och darfér foljer CH4 den vanliga kokpunktstrenden.

¢ Repulsionen gloms i punktladdningsmodellen. Mottagarens syre stoter bort givarens syre.
Utan termen k52/roo blir energin ungefar tre ganger for stor.

e Fel avstand. ryo i bryggan ar avstandet O---0O minus O—H-bindningens langd, inte O---O.

e Tatheteniis tros vara storre. Det 6ppna hexagonala natverket gor att is har [digre densitet
an vatten, 916 mot 1000 kg/m?3.

e A-T och G-C blandas ihop. A-T har tva vatebindningar, G—C tre.

6. Losta exempel
‘= Exempel — Vatebindningen i en vattendimer

I en vattendimer pekar en O—H-bindning i den ena molekylen rakt mot syret i den andra.
Avstandet O---0 ar 0,285 nm och O—H-bindningen &ar 0,0958 nm. Varje O—H-bindning har
dipolmomentet 1,51 D. a) Bestam partialladdningen 6 pa véte, i enheter av e. b) Uppskatta
bindningsenergin med punktladdningsmodellen U = k&2 (1/roo — 1/ryo). ©) Jamfor med kg T
vid 300 K.

¢ Lésning
a) Dipolmomentet ar p = 6 d med d som bindningslangden, se Dipolmoment:

1,51 - 3,336 - 10730

00058 109 C 26107 C

_P_
6_d

5 _526-10%
e 1,602-10° L=

Fysika: Te
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b) Vatet ligger pa linjen mellan syreatomerna:
rgo = 0,285 nm — 0,0958 nm = 0,189 nm

Med ke? = 1,44 eV-nm blir

11
0,285 0,189
= 0,155 - (-1,78) eV ~|-0,28 eV

U = 1,440,328 (

) eV

Bindningsenergin ar alltsa ungefar 0,28 eV, mitt i intervallet 0,1-0,4 eV.

c)
028eV
0,0259 eV

Vatebindningen ar ungefar tio ganger starkare an den termiska energin. Det racker for att
bindningarna ska spela stor roll, men inte for att varje enskild bindning ska dverleva lange i
flytande vatten.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer 6verens.

‘= Exempel — Vatebindningar ur smalt- och angbildningsvarmet

Iis deltar varje vattenmolekyl i fyra vatebindningar, och varje bindning delas av tva molekyler. Nar
isen smalter och vattnet sedan kokar bryts i stort sett alla bindningarna. Smaltvarmet ar 333
kJ/kg, angbildningsvarmet 2260 kJ/kg och molmassan 18,02 g/mol. a) Hur mycket energi kravs
per molekyl for att férst smalta isen och sedan féranga vattnet? b) Uppskatta energin per
vatebindning. c) Hur stor andel av bindningarna bryts redan nar isen smalter, om smaltvarmet
ocksa gar at till att bryta vatebindningar?

Z Lésning

a) Energin per molekyl ar varmet per kilogram ganger massan for en molekyl, M/N,:
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e _ (Lf+L,)M _ 2593-10°-0,01802
molekyl N, 6,022 - 1033
=776-102°J=0,48 eV

Fysika: T g3 (Lf, Ly), Te (Na, e)

b) Fyra bindningar per molekyl, var och en delad av tva, ger tva bindningar per molekyl:

0,48eV
=

0,24 eV

Ebindning &

Det stammer med intervallet 0,1-0,4 eV och med punktladdningsmodellen i féregaende
exempel. Uppskattningen ar grov: en del av varmet gar till van der Waals-bindningarna
mellan molekylerna och till volymarbetet nar angan bildas, sa den 6verskattar energin per
vatebindning nagot.

c) Smaltvarmets andel av hela energin ar

Iy 333 _
L;+L, 2593

0,13

Bara omkring 13 % av vatebindningarna bryts nar is smalter, och resten bryts forst vid
forangningen. Flytande vatten ar alltsa fortfarande ett natverk av vatebindningar, och darfor

ar vattnets kokpunkt sa hog.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 42.1 Types of Molecular Bonds
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Dipolmoment

#fysik  #molekylfysik #storhet

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Kovalent bindning

Nar elektronparet i en bindning fordelas ojamnt mellan tva atomer — sag 60 % mot 40 % — far den
ena anden ett dverskott och den andra ett underskott av negativ laddning, betecknade §~ och 6.
Laddningsseparationen ger bindningen ett dipolmoment, och om molekylens geometri inte far
bidragen att ta ut varandra blir hela molekylen polar.

Foxrmeln, symbol f6r symbol

P = q d
dipol-  laddning avstand, fran
moment —tll +

0
p =2 @ Cos >
. en.
bindning andelen langs
symmetriaxeln

molekylen

Ett dipolmoment ar laddning ganger avstand. I en molekyl adderas bindningarnas moment som
vektorer, sa det ar geometrin som avgor hur mycket som blir kvar.

1. Definitionen

Tva lika stora och motsatta laddningar +q och —q pa avstandet d fran varandra bildar en elektrisk
dipol. Nettoladdningen ar noll, men laddningen ar inte fordelad symmetriskt, och det mats
med dipolmomentet:

p=qd

dar Jpekar fran den negativa till den positiva laddningen. Storleken &rp = qd.

Enheten ar C-m. For molekyler &r talen sma, och man anvander ofta enheten debye:
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1D=3,336-10°°C m

Som riktmarke ger en elementarladdning pa avstandet 0,1 nm momentet 1,602 - 10719 - 10710 =
1,6 - 1072 C-m, allts& ungefar 4,8 D.

2. Partialladdning och jonkaraktar

I en polar bindning sitter den forskjutna laddningen inte som punktladdningar, men man kan beskriva
bindningen som om partialladdningarna +§ satt pa atomkarnorna, pa bindningslangdens avstand ry.
Ur det uppmatta momentet blir d&

5= P
ro

Kvoten mellan partialladdningen och en hel elementarladdning kallas bindningens jonkaraktar:

P
ery

jonkaraktar =

S

En ren kovalent bindning mellan lika atomer har jonkaraktaren 0. En fullstandig jonbindning med en
overford elektron skulle ha 1. Verkliga bindningar ligger daremellan.

3. Molekylens geometri

Molekylens totala dipolmoment ar vektorsumman av bindningarnas moment. Om bidragen tar ut
varandra ar molekylen opolar, aven om varje bindning ar polar.

e (COg> ar linjar, 0=C=0. De tva C=0-momenten ar lika stora och pekar &t motsatta hall, sa
summan ar noll.
e H,0 &r vinklad, med bindningsvinkeln 8 mellan de tvd O—H-bindningarna. Komposanterna

vinkelratt mot symmetriaxeln tar ut varandra, och komposanterna langs axeln adderas.

For vatten ger varje bindning bidraget poy €0s(6/2) langs symmetriaxeln:

P = 2pon Cos 5

Det stora dipolmomentet hos vatten ar skalet till vattnets stora dielektricitetskonstant och till att
vatten lGser salter sa bra.
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H20: vinklad CO2: rak
6=104,5° 5-

-\
&1 e 00—

> <«

p = 2poy cos(8/2) lika stora, motriktade:
p=0

o+

Bindningsdipolerna som vektorer fran — till +. I vatten tar komposanterna vinkelrdtt mot symmetriaxeln
ut varandra, och resten adderas till p = 2pon cos(0/2). I den raka CO> tar de tvd momenten ut
varandra helt.

Partialladdningarna syns som ett forskjutet elektronmoln. I HCI ligger det mesta av molnet kring klor,
och vétet har bara ett tunt moln kvar. I vatten ar molnet samlat kring syret, och de tva vatena sticker ut
som utbuktningar med vinkeln 104,5° mellan sig.

dra for att vrida

Elektronmolnen fér HCl och H,O i 3D (vrid med musen). Molnet dr férskjutet mot den mer
elektronegativa atomen, som blir —. Pilarna dr dipolmomenten, fran — till +: 1,08 D f6r HCl och 1,85 D
for Hy O. Kvalitativ modell (summor av atomtdtheter), isoytor vid 50, 20 och 5 % av maxtdtheten.

4. Dipolen i ett yttre falt

I ett homogent elektriskt falt E tar krafterna pa +q och —q ut varandra, men de bildar ett kraftpar.
Dipolen kanner ett vridmoment och har en potentiell energi som beror pa vinkeln ¢ mellan poch E:

T=pxE
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U=—1§’-E=—pEcos¢

Energin ar lagst nar dipolen pekar langs faltet. I ett inhomogent falt, som faltet runt en jon, blir ocksa
nettokraften skild fran noll, och dipolen dras in mot det starka faltet. Det ar grunden for jon—dipol- och
dipol—dipolbindningarnai Van der Waals-bindning.

/\ Vanliga fel

e Riktningen. I fysiken pekar p fran — till +. I kemin ritas ofta en pil & motsatt hall, mot den
negativa anden. Hall isar konventionerna.

¢ Bindningsmomenten adderas som tal. De ar vektorer. I CO, blir summan noll, och i H,O
maste vinkeln tas med.

e Halva vinkeln gléms. Varje O—H-bindning bildar vinkeln 6/2 med symmetriaxeln, inte 0.

e Debye riknas inte om. 1 D = 3,336 - 1072 C-m. Med p i debye och ry i meter blir
partialladdningen fel med en faktor f(eY,

o Jonkaraktaren tolkas som att en del av en elektron férs dver. Den ar ett matt pa hur
ojamnt paret ar fordelat, inte en brakdel av en fysisk elektron som flyttat.

5. Losta exempel
‘= Exempel — Jonkaraktaren hos HCI

Vatekloridmolekylen har dipolmomentet 1,08 D och bindningslangden 0,127 nm. Bestam
partialladdningen pa atomerna och bindningens jonkaraktar.

 Lbsning
Dipolmomentet i SI.
p=108:3336-10°C-m=360-10°C-m

Partialladdningen.

.1—30
623:3’60 0

= (C=(284-10%°C
ro 0,127-1079

Jonkaraktaren.
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§ 284-100 -
e 1eo2-10m 77 = [177%

Fysika: Te Bindningen ar alltsa till storsta delen kovalent, med klor som den negativa anden.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Exempel — Vattnets bindningsdipoler

Vattenmolekylen har dipolmomentet 1,85 D och bindningsvinkeln 104,5°. Bestam
dipolmomentet fér en O—H-bindning. Forklara varfor CO, saknar dipolmoment trots att C=0-
bindningen ar polar.

2 Lésning

Vatten. Los ut poy ur p = 2poy cos(6/2) med 6/2 = 52,25°:

_ p _ 1,85 D _[151D
2cos(6/2) 2-0,6122

Pon

Varje bindning ar alltsa starkare polar an molekylen som helhet antyder, eftersom en del av
bidragen tar ut varandra.

Koldioxid. Molekylen &r linjar, sa de tva C=0-momenten &r lika stora och motriktade. Deras

summa ar

P = pco * (=Pco) =
Koldioxid ar darfor opolar, trots polara bindningar.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer 6verens.

Se jamférelseni 6. Bindningstyperna jamforda.
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Lasning

e 42.1 Types of Molecular Bonds
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Kristallstrukturer

#fysik  #fasta-tillstdndets-fysik  #modell

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Metallisk bindning, Kovalent bindning

Varje grundamne i periodiska systemet i Fysika (T k3) har en kod fér sin kristallstruktur: SC, BCC, FCC,
HEX, DIA, TET, ORC, RHL, CUB eller MCL. Fem av dem racker for nastan alla amnen i kursen. De flesta
metaller ar bcc, fcc eller hep, eftersom metallbindningen inte har ndgon riktning och atomerna darfor
packas sa tatt som maojligt. Kol, kisel och germanium har diamantstruktur, eftersom den kovalenta
bindningen ar riktad och varje atom bara binder till fyra grannar. Den har noten gar igenom alla
strukturerna, de fem viktiga utforligt och de dvriga kort.

Formeln, symbol f6r symbol

delas av 8 delas av 2

N horn N, sida

= + + N inuti
~~ 8 2 ~——
atomer hela
per cell atomer

En atom raknas med den andel som ligger inne i cellen. Talen 8 och 2 galler den kubiska cellen; i det
hexagonala prismat (avsnitt 5) delas ett hérn av 6 prismor. Med N och gitterkonstanten a ur T k3 ger
p = NM/(N4a®) densiteten, se Kristallgitter.

1. Varfor strukturerna ser olika ut
Strukturen bestams av bindningen. Tva fall tacker nastan hela periodiska systemet:

e Oriktad bindning (metaller, adelgaser). I metallerna sitter jonerna i en elektrongas som binder
lika bra at alla hall, och adelgaserna halls ihop av van der Waals-bindning, som inte heller har
nagon riktning. Energin blir lagst nar varje atom har s manga grannar som mojligt, sa strukturen
blir tatpackad: fcc eller hcp med 12 grannar, eller bcc med 8.
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¢ Riktad bindning (kovalenta @mnen). Kol, kisel och germanium har fyra valenselektroner och

bildar fyra bindningar mot hérnen av en tetraeder. Det ger diamantstrukturen med bara 4

grannar, trots att den lamnar tva tredjedelar av rummet tomt.

Kod i T k3

SC

BCC

FCC

HEX

DIA

TET, ORC, RHL,

CUB, MCL

Strukturx

enkel kubisk
rymdcentrerad kubisk
ytcentrerad kubisk

hexagonal (for metallerna

oftast hcp)

diamant

Ovriga, se avsnitt 7

Exempel ur T k3

Po
Li, Na, K, Fe, Cr, W
Al, Cu, Ag, Au, Ni, Pb

Mg, Zn, Ti, Co (Se och Te & HEX men

inte hcp)

C, Si, Ge

In, Ga, As, Mn, Pu

Fysika: T k3 (kristallstrukturen stdr i varje ruta i periodiska systemet)

Atomerna ritas i figurerna som sma klot sa att cellen syns. I verkligheten ar de sa stora att narmaste

grannar ror vid varandra, se Packningstathet.

2. Enkel kubisk, sc

Bilden. En kub med en atom i varje horn, och kuberna staplade som tarningar i en lada. Varje atom har

en granne rakt framfor, bakom, till hoger, till vanster, ovanfor och under sig.
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sc (Po): 1 atom/cell - 6 grannar - packning 0,52

dra for att vrida

@ horn (1/8) =grannar ror vid varandra: kanten

Enkel kubisk enhetscell (vrid med musen, hover pd atomerna). Hérnatomerna delas av dtta celler, sd
cellen har 8 - % = 1 atom. Ndrmaste grannar rér vid varandra léngs kanten.

=1.

=

e Atomer percell: 8 -
¢ Koordinationstal: 6.
¢ Narmaste granne: g, langs kanten.

¢ Packningstathet: 1/6 ~ 0,52.

o Exempel: polonium, a = 3,35 A, det enda grundamnet med SC i T k3.

Nastan halften av volymen &r tom, och kuben av atta atomer har ett stort hal i mitten. Darfor ar sc
nastan aldrig ldonsamt for en oriktad bindning.

3. Rymdcentrerad kubisk, bcc

Bilden. En atom i mitten av en kub med atta grannar i hérnen. Mittatomen fyller halet som sc lamnar.
Varje hornatom ar i sin tur mittatom i en annan kub, sa alla atomer har det likadant.
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bce (Fe, Na, W): 2 atomer/cell - 8 grannar - packning 0,68

‘9

S

dra for att vrida

@ horn (1/8) @ mitt (1) =grannar ror vid varandra: rymddiagonalen

Bcc-cellen. Mittatomen har sina Gtta ndrmaste grannar i hérnen (prickade linjer), och atomerna rér vid
varandra ldngs rymddiagonalen (orange).

e Atomer percell: 8 - % +1=2.

¢ Koordinationstal: 8, och dartill 6 grannar bara lite langre bort, pa avstandet a.

e Nirmaste granne: v/3 a/2, en halv rymddiagonal.

¢ Packningstathet: V3m/8 ~ 0,68.

o Exempel: alkalimetallerna Li, Na, K, Rb, Cs och Fe, Cr, V, Mo, W. Jarn hara = 2,87 A, s&
narmaste avstandet ar /3 - 2,87/2 = 2,49 A.

Bcc ar inte tatpackad, men de sex grannarna pa avstandet a ligger sa nara att de ocksa bidrar till
bindningen. For flera metaller blir bcc darfor ungefar lika gynnsam som fcc.

4. Ytcentrerad kubisk, fcc

Bilden. En kub med en atom i varje hérn och en mitt pa varje sida. Lutar man kuben sa att en
rymddiagonal star lodratt syns att atomerna ligger i tatpackade lager vinkelrdta mot diagonalen,
staplade ABCABC, se avsnitt 5.
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fcc (AL, Cu, Ag, Au): 4 atomer/cell - 12 grannar - packning 0,74

dra for att vrida

@ horn (1/8) @ sida (1/2) =grannar ror vid varandra: sidodiagonalen
Fcc-cellen. Sidoatomerna (orange) delas av tva celler, och atomerna rér vid varandra
ldngs sidodiagonalen.

+6-1=4

=
N =

e Atomer percell: 8 -

e Koordinationstal: 12.

¢ Narmaste granne: V2 a/2 = al\/2, en halv sidodiagonal.

¢ Packningstathet: n/(3\/§) ~ (0,74, den storsta mojliga for lika stora klot.

e Exempel: Al, Cu, Ag, Au, Ni, Pt, Pb och ddelgaserna Ne, Ar, Kr, Xe. Koppar hara = 3,61 A och
narmaste avstandet 3,61/4/2 = 2,55 A.

Fcc-metaller som koppar, guld och aluminium ar mjuka och latta att forma. De tatpackade lagren finns
i fyra olika orienteringar, och i varje lager kan glidning ske i tre riktningar (12 glidsystem). Det ar dar
dislokationerna roér sig. Hcp har bara en orientering av tatpackade lager.

5. Hexagonal tatpackning, hcp

Bilden. Lagg kulor tatt i ett plant lager: varje kula far sex grannar i lagret, och mellan dem bildas gropar.
Nasta lager laggs i halften av groparna. Det tredje lagret har tva val:

¢ rakt over det forsta, ABAB..., vilket ar hcp,
e ide gropar som ingen av de tva forsta anvant, ABCABC..., vilket ar fcc.
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hcp: ABAB. ... fcccABCABC...

® lager A @ lager B < tredje lagret: dver A (hcp) eller i C-gropar (fcc) x tom C-grop

Tdatpackade lager sedda uppifrdn. Lager B (orange) ligger i groparna i lager A (bldtt). I hcp hamnar
tredje lagret rakt ver A, och C-groparna (x) stdr tomma genom hela kristallen. I fcc fyller tredje lagret

C-groparna.

Bada staplingarna ger varje atom sex grannar i det egna lagret och tre i vart och ett av lagren ovanfor
och under, totalt 12. Packningstatheten blir densamma, 0,74. Skillnaden syns forst i det tredje lagret.

hcp (Mg, Zn, Ti): 2 atomer/primitiv cell - 12 grannar - packning 0,74

dra for att vrida

@ lager A @ lager B = primitiv cell, y = 120°

Hcp med Mg:s c/a = 1,62. Det hexagonala prismat innehdller tre primitiva celler. Den primitiva cellen i T
k3 (orange) har a = b, héjden c och vinkelny = 120° mellan a och b, och innehdller 2 atomer: en i

lager A och en i lager B.

e Atomer per cell: 2 i den primitiva cellen, 6 i det hexagonala prismat (12 - % +2- % + 3).
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¢ Koordinationstal: 12.

e Narmaste granne: a, inom lagret.

¢ Packningstathet: 0,74, samma som fcc, nar ¢/a har det ideala vardet.
e Exempel: Mg, Zn, Ti, Co, Cd, Be.

Avstandet mellan lager A och B &r héjden i en regelbunden tetraeder med kanten a, och ¢ ar tva

sadana lager:
2
c= 2\/;0 ~ 1,633 a

T k3 ger c/a for varje HEX-amne. Magnesium (1,62) och titan (1,59) ligger nara idealet, medan zink (
1,86) och kadmium (1,89) ar utdragna langs c.

Fysika: T k3 (c/a for HEX)

6. Diamantstrukturen

Bilden. Tva fcc-gitter inskjutna i varandra, det andra forskjutet en fjardedel av rymddiagonalen, alltsa
(}1, }1, %)a. Varje atom sitter mitt i en tetraeder av fyra grannar fran det andra gittret och binder till dem
med var sin kovalent bindning.

diamant (C, Si, Ge): 8 atomer/cell - 4 grannar - packning 0,34

dra for att vrida

@ fcc-gitter 1 @ fcc-gitter 2 (% rymddiagonal bort) = bindning

Diamantcellen. Det bld fcc-gittret ger 4 atomer, och de fyra orange atomerna inne i cellen hér till det
férskjutna gittret. Varje atom har fyra bindningar (svarta) mot hérnen av en tetraeder.

e Atomer percell: 4 +4 = 8.
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¢ Koordinationstal: 4.

¢ Narmaste granne: v/3 a/4, en fjardedel av rymddiagonalen.
¢ Packningstathet: V31/16 ~ 0,34.

e Exempel: C (diamant, a = 3,57 A), Si (5,43 &), Ge (5,66 A).

Kol, kisel och germanium har konfigurationen szp2 ytterst. I kristallen blandas s- och p-orbitalerna till
fyra likvardiga sp3-orbitaler som pekar mot tetraederns horn med vinkeln 109,5° mellan sig. Varje sp3-
orbital delar ett elektronpar med en granne. Bindningarna kan inte vridas, och darfér bestammer de

grannarnas lage och inte packningen.

fyra riktade o-bindningar mot hérnen av en tetraeder

dra for att vrida

De fyra g-bindningarna kring en kolatom i diamant som elektronmoln (vrid med musen). Kvalitativ
modell: sp3-hybrider (s + \/§p)/2 med Slaterorbital (¢ ur Slaters regler), en bindningsorbital per
granne. De smd molnen bakom grannarna dr baklober av grannarnas hybrider.

7. Ovriga strukturer i T k3

Resten av koderna galler amnen med mer komplicerad bindning eller manga atomer per cell.
Detaljerna ingdr inte i kursen, men koderna star i T k3 och beskriver cellens form:

Exempel ur

Kod Namn Cellens forxrm
T k3
komplex a = b = ¢, alla vinklar 90°, manga atomer
CuB Mn, O, P
kubisk per cell
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Kod Namn
TET tetragonal
ORC ortorombisk
RHL romboedrisk
MCL monoklin
Fysika: T k3
CUB (Mn)

a=b=c, allavinklar 90°

RHL (As, Sb, Bi, Hg)
a=b=c,a=B=y=#90°

Cellens foxrm

a = b E ¢, alla vinklar 90°
a & b E ¢, alla vinklar 90°
a=b=c,a=B=yEF90°

a & b E ¢, envinkel & 90°

TET (In, Sn)
a=Db = c, alla vinklar 90°

MCL (Pu, F)
az=b#=c, B=90°

Exempel ur

T k3

In,Sn, B

Ga, S, Cl, Br, 1
As, Sb, Bi, Hg

F, Pu

ORC (Ga, S, 1)
a # b # ¢, alla vinklar 90°

HEX (Mg, Zn, Ti)
a=b=#c,y=120°

)i
P

dra for att vrida

Cellformerna bakom koderna, med HEX som jamférelse (vrid med musen). Orange kanter dr cellaxlarna
a, b och c. Proportionerna dr valda fér att visa formen, inte ett bestdmt dmne.

Tenn ar ett exempel pa att strukturen kan bero pa temperaturen. Vitt tenn ar tetragonalt (TET i T k3),
men under 13 °C évergar det [angsamt till gratt tenn med diamantstruktur, som kisel.
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8. Sammanfattning

Narmaste Exempe
Struktur Atomer/cell Koordinationstal Packningstathet
granne ur T k
sc 1 6 a 0,52 Po
bce 2 8 V3ar2 0,68 Na, Fe,
Al, Cu,
fcc 4 12 V2a2 0,74
Ag, Au
hcp 2 (primitiv) 12 a 0,74 Mg, Zn,
diamant 8 4 V3al4 0,34 C, Si, Ge

Fysika: T k3 (strukturer, atomer per cell 1, 2, 4, 2 och gitterkonstanter)

/\ Vanliga fel

Hcp tas for kubisk. HEX har tva gitterkonstanter, a och ¢, och cellvolymen &r inte a’. Den

primitiva cellen har volymen ‘/Tgazc.

Prismat och den primitiva cellen blandas. Det hexagonala prismat har 6 atomer,

den primitiva cellen i T k3 har 2. Bada ger samma densitet, sa lange volymen hor till
samma cell.

Diamant tas for fcc. Gittret ar fcc, men basen har tva atomer. Cellen har 8 atomer, inte 4.
Fel diagonal. Narmaste granne ligger langs rymddiagonalen i bcc (/3a/2), langs
sidodiagonalen i fcc (v/2 a/2) och en fijardedels rymddiagonal bort i diamant (v/3 a/4).
Tat packning tolkas som stark bindning. Diamant har den lagsta packningstatheten i
tabellen men ar hardast. Packningen speglar bindningens riktning, inte dess styrka.

9. Lost exempel

:= Exempel — Densiteten hos jarn och aluminium ur T k3

Enligt T k3 ar jarn BCC med a = 2,87 A och molmassan 55,845 g/mol, och aluminium FCC med
a = 4,05 A och molmassan 26,98 g/mol. Bestam densiteten for bada. Varfor ar aluminium sa

mycket lattare, trots att det packas tatare?
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/ Lésning
Jarn.Bcc ger N = 2:

NM 2558451073

PFe = N @ ~ 6,022 102 - (2,87 - 10 10)3

pre =|7,85 * 10° kg/m’

Fysika: T k3, Te
Aluminium. Fcc ger N = 4:

4-2698-107°
6,022 - 1023 - (4,05 - 10710)3

Pal =

pal = 2,70 - 10% kg/m’

Jamforelsen. Antalet atomer per volym ar

= 846 10% m™ (Fe),  6,02-10° m™ (Al

Aluminiumatomerna ar storre, sa trots den tatare packningen far det farre atomer per volym
an jarn. Dessutom vager varje atom bara hélften sa mycket (27 mot 56 g/mol). Densiteten
bestams alltsa framst av atommassan och atomstorleken, inte av packningstatheten.

Rimlighetskoll. Typiska varden for jarn och aluminium ar 7,87 + 102 och 2,70 + 103 kg/m>.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

Lasning

e 42.3 Structure of Solids
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Molekylrotation

#fysik  #molekylfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Masstroghetsmoment, Rorelsemangdsmoment, Reducerad massa

En diatomar molekyl kan rotera kring sitt masscentrum, och eftersom det inte finns nagon potentiell
energi ar hela energin kinetisk: E = K = L?/2I. Schrédingerekvationen kvantiserar
rorelsemangdsmomentet pa samma satt som for vateatomen, vilket ger diskreta rotationsnivaer med
vaxande avstand. Overgangarna foljer Al = +1 och ligger i mikrovagsomradet; E = 0 ar till&tet, s&

rotationen kan frysas ut. Det var sa de forsta bindningsavstanden ro mattes.

_ h? _
E; =1(1+ 1)5, I =mrg

Foxrmeln, symbol f6r symbol

L?, kvantiserat

2
I(1+1)h
S
<L 21
bara rorelse-
energi
[= m 3
“\h/ ~~ ~~
g el b
avstandet

Det ar den klassiska rorelseenergin L?/2I med L? kvantiserat. Nivaerna vaxer som I(I + 1) och glesnar

uppat, och eftersom I innehaller r(Z) ger rotationsspektrumet bindningsavstandet.

1. Troghetsmomentet och den reducerade massan

Vi behandlar molekylen som tva punktmassor m; och m, pa fast avstand ry som roterar kring det
gemensamma masscentrum. For att anvanda formeln i rutan behover vi troghetsmomentet uttryckti
rop.
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Masscentrum delar avstandet sd att momenten balanserar:
miry = mprp

ri+try=ro

my my
rh=—m—m1Ip I =——1I9¢
m1+m2 ’ m1+m2

Insatt i troghetsmomentet for tva punktmassor:

2 2
mims + mom
I= mlrf + m2r§ =—2 12

(my +my)? O
mqymy _ 2
I'op = myry

m1+m2

Rotationen av tva kroppar blir alltsd densamma som rotationen av en enda kropp med den reducerade
massan m, pa avstandet ro fran axeln. Nar den ena atomen ar mycket lattare, som vate i HCL, blir m,
nastan lika med den latta massan.

axel genom

masscentrum samma troghetsmoment:
|
Frl> I=mro?
|
|
|
| |
| CM m2 | m;
e — |
o T
|
l >
rn | r2 < >
< i > | ro
| |
fo=ri+rz N m, = mimz/(m1 + mz2)
t

mar1 = marz: den tunga atomen ligger nara axeln

Molekylen som en hantel. Masscentrum ligger néra den tunga atomen, och rotationen kring det
har samma tréghetsmoment som en enda kropp med den reducerade massan m, pa avstdndet ro
frén axeln.

2. Nivaerna och avstandet mellan dem

All energi ar kinetisk, E = L?/2I, och rérelsemangdsmomentet ar kvantiserat som L2 = (1 + 1)
Det ger formeln i rutan. For att slippa skriva braket kortar vi

hZ
B=— = E-=Il+1)B
21

Avstandet mellan tva grannivaer:

E -E_, =B[l(+1)-1- DI
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El _E1_1 =2IB
o _1h?
l -1 = i

Avstandet vaxer linjart med I: nivderna 0, 2B, 6B, 12B, ... glesnar uppét. Typiska varden pa B ar
nagra tiondels till ndgra meV, langt under kT ~ 26 meV vid rumstemperatur. Darfér a&r manga
rotationsnivaer besatta samtidigt i en gas.

3. Urvalsregeln och rotationsspektrumet

En foton bér rérelsemangdsmomentet 1, s& vid absorption eller emission dndras [ med exakt ett steg
(se Urvalsregler):

Absorption fran [ — 1 till | kraver da fotonenergin
hf:EI_El_lzle, l:1,2,3,...

Det rena rotationsspektrumet ar alltsa en serie linjer vid 2B, 4B, 6B, ... med konstant avstand
2B = H?%/I mellan linjerna, trots att nivaerna glesnar. Fotonenergierna ar nigra meV, vilket motsvarar
vaglangder fran tiondels millimeter och uppat: fjarr-IR och mikrovag.

l=3:E3=12B =15,7 meV
upp 3= 4:hf=8B=10,48 meV ned3 - 2:hf=6B=7,86 meV

100
=8

80
=7

60
> l=6

0]
E

w40 =5
A =4

20
=3
| 1=2

V-
=1
0 =0
0 5 10 15 20
fotonenergi hf (meV)
=3
0 1 2 3 4 5 6 7

Rotationsnivderna E; = I(I + 1)B fér HCl (B = 1,31 meV), med reglage fér I. Absorptionenl — [+ 1
(orange) och emissionenl — 1 — 1 (bld) féljer Al = +1. Nivderna glesnar uppdt, men linjerna till héger
ligger med det konstanta avstdndet 2B.
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Molekylen maste ha ett permanent dipolmoment for att faltet ska kunna vrida den. HCl och CO har ett
rotationsspektrum, men H,, N, och O, har det inte.

4. Bindningsavstandet ur spektrumet

Mater vi den lagsta linjen, 6vergangen 0 — 1, gar rakningen baklanges:
2
AEy.1=FE1—Ey=2B = T
hz
AEg-,
ﬁz
AEy_4

I =

mrr(z) =

h
A/ My AEOﬁ 1

ro =

Med AE, .1 = hf racker en frekvensmatning for att bestamma bindningsavstandet. Linjerna kan
matas med sex—sju vardesiffror, sa ro blir mycket noggrant bestamt.

[\ Vanliga fel

o Atommassan i stillet for den reducerade massan. I = m,r3, inte myr3 eller (m; + my)rg.
For HCL &r skillnaden mellan m, och vateatomens massa bara 3 %, men for CO ar m,
knappt halften av syreatomens massa.

o [%istallet for I(I + 1). Nivan I = 1 ligger pa 2B, inte pa B.

¢ Nivaavstandet tas som konstant. Nivaerna glesnar (2IB). Det ar linjerna i spektrumet som
ligger med konstant avstand 2B.

* Fel 6vergdng lases av. Frekvensen forl — [+ 1 &r (1 + 1) - 2B/h. Star det “den tredje
linjen” menas 6vergangen 2 — 3,inte 3 — 4.

e uomvandlas inte tillkg. 1 u = 1,661 - 10727 kg maste in innan I raknas i SI.
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5. Losta exempel

‘= Exempel — Rotationsnivaer i HCl

HCl-molekylen (*H: 1,008 u, 3>Cl: 34,969 u) har bindningsavstandet 0,1275 nm. Bestam den
reducerade massan, troghetsmomentet, energin for nivan [ = 1 och vaglangden for 6vergangen

[=3 - 2.

2 Lésning
Reducerade massan.

_ 1,008 - 34,969
1,008 + 34,969

my
Fysika: Te
Troghetsmomentet.
I=mrj=1,627-10"(0,1275 - 107%) =

Energienheten B.

_h* _ (1,0546 - 107>%)?

u=0,980u=0,980"1,661-10"2" kg =[1,63-10"*" kg

2,64 10 kg - m?

B = =210-10%J = 1,31 meV

21  2-2,645-107%

Nivin/=1.E; =1-2-B =|2,62meV |

Overgdngen 3 — 2. Nivdavstandet &r 2IB med | = 3:

AE = 6B = 7,87 meV

_ hc 1240 eV : nm

A= — = =1,58 - 10° nm = | 158 ym

AE 7,87-1073eV

vaglangden ligger i fjarr-IR, som vantat fér en rotationsévergang. Det ar tillatet enligt Al =

—1, sa linjen syns i emission.
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Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Exempel — Bindningsavstandet i HF
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vatefluorid (*H: 1,008 u, °F: 18,998 u) absorberar vid 1,233 THz i évergangen = 0 — 1.

Bestam molekylens bindningsavstand och frekvensen for évergangenl = 1 — 2.

/ Lésning
Reducerade massan.

~ 1,008 - 18,998
1,008 + 18,998

my

Energin for0 — 1.

AEy.1=hf =6,626-107*-1,233-10'? =8,17- 1072 J = 5,10 meV

Troghetsmomentet. AE,,_ ; = A%/ ger

h?  (1,0546 - 1073%)?

I =
AE0—>1 8,17 - 10_22

Bindningsavstandet.

ro = i: M:925-10—Hm:
" Vm, 1,59-1027 7

Overgangen 1 — 2. Linjeenergin ar 2IB, s linjen fér I = 2 har dubbla energin mot [ = 1:

fi-2=2fo-1 =

Rimlighetskoll. HF &r kortare an HCL (0,1275 nm), vilket stammer med att fluor ar en mindre

atom an klor.

u=0,957u=1,59"-10"" kg

=1,36- 10 kg - m?

0,0925 nm

2,47 THz

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

Lasning

e 42.2 Molecular Spectra
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Molekylvibration

#fysik  #molekylfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Kvantmekanisk harmonisk oscillator, Reducerad massa

Bindningen mellan tva atomer kan ses som en fjader, och molekylen behandlas darfér som en
kvantmekanisk harmonisk oscillator med kraftkonstanten k' i intervallet 100-2000 N/m och den
reducerade massan m,. Nivaerna ligger jamnt fordelade, sa alla 6vergangar har samma energi: An =
+1 betyder att en foton absorberas, An = —1 att en emitteras. Fotonerna ligger i IR-omradet.

Nollpunktsenergin %ﬁw kan inte frysas ut.

AE=1‘)@=)“WL
my

Formeln, symbol f6r symbol

styvhet
=
k
AE =h o =h
~~ ~~ my
ett steg fjaderns ~N~
vinkelfrekvens \ reducerad
massa

Det &r samma vinkelfrekvens som for en massa i en fjader, ganger . En styvare bindning ger storre
steg och tyngre atomer mindre, och stegen ar lika stora hela vagen upp.

1. Fjadermodellen

Nara jamviktsavstandet r ser den potentiella energin mellan atomerna ut som botten av en parabel. Vi

approximerar den med en fjader:

L. 2
U(r)%zk(r—ro)
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FOOO05T - Molekylvibration

Det &r potentialen for en harmonisk oscillator med massan m,, eftersom rérelsen av tva kroppar mot
varandra ar densamma som foér en kropp med den reducerade massan. Nivaerna blir darfér de for en

kvantmekanisk harmonisk oscillator med m — m;,:

1
E,=(n+ -)ho, ® , n=0,12,...
2 r
Nivaerna ligger pd samma avstand Aw, vilket &r formeln i rutan. Typiska varden ar Aw =~ 0,1-0,5 eV,
alltsa fotoner med vaglangder pa nagra mikrometer.

U = %k'x?: lika steg hw

k! mz2

O % %= \ [
LTV \ T/

och fran varandra

4 : i

r=ro+Xx n=1

likvardigt:

k! my n =0, Eo = %hw

samma rorelse,
w=V(k'/m,)

Bindningen som en fjcider. Tvd atomer som svinger mot varandra rér sig som en enda kropp med den
reducerade massan my, och nivderna i den paraboliska brunnen ligger med lika steg N ovanfér
nollpunktsenergin .

2. Nollpunktsenergin
Den lagsta nivan ar inte botten av brunnen utan
1
Ey = -hw
72

En molekylivila med r = ro exakt skulle ha bade bestamt lage och bestamd rorelsemangd, och det
forbjuder oséakerhetsprincipen. Atomerna vibrerar darfor aven vid absoluta nollpunkten. En foljd ar att
energin som kravs for att slita isar molekylen, dissociationsenergin, raknas fran nivan n = 0 och inte
fran brunnens botten.
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FOOO05T - Molekylvibration

n =2: Morse E, = 0,852 eV, harmonisk 0,895 eV
steget E, - E,_; = 0,330 eV (harmoniskt alltid hw = 0,358 eV)

D.: molekylen slits isar

E (eV)

= Morse =-harmonisk

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
karnavstand r (nm)
n=2
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fjcidermodellen jémford med en mer realistisk potential for HCIl, Morsepotentialen, som planar ut vid
dissociationsenergin (D, ~ 4,6 eV rdknat fran botten, litteraturvérde). Reglaget vdljer n och visar
vdgfunktionen Y, i bdda potentialerna. Néra botten stimmer de, och Nw blir densamma. Hégre upp
blir Morsebrunnen bredare dn parabeln, och nivderna tdtnar tills molekylen slits isdr. Det ligger utanfor

kursens modell.

3. Kraftkonstanten ur spektrumet

Urvalsregeln for en harmonisk oscillator ar An = #1, och alla sadana 6vergangar har samma energi. En

enda absorptionslinje racker da for att bestamma bindningens styvhet:

hc
h&)—T
L

h
kK =m, »?

Kraftkonstanten ar ett matt pa hur snabbt bindningskraften vaxer nar atomerna dras isar. Den bestams

av elektronerna i bindningen och inte av karnorna.
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4. Isotopeffekten

Byter vi en atom mot en isotop &ndras bara massan, inte elektronerna, sa k ar detsamma. Frekvensen
skalar d& med den reducerade massan:

® B k'/m.
©  +/k/m,
o  [m
) m,

En tyngre isotop vibrerar langsammare och absorberar vid langre vaglangd. I HCl-spektrumet syns
detta som att varje linje ar dubbel: klor fsrekommer naturligt som bade 3°Cl och 37ClL.

Vilken niva ar besatt? Kvoten mellan antalet molekylerin = 1 och n = 0 ges av Boltzmannfaktorn
e "okl Med A = 0,36 eV och kT = 0,026 eV blir den ungefar 107°. Vid rumstemperatur sitter
alltsa i praktiken alla molekyler i grundnivan, och absorptionen sker frann = 0.

/\ Vanliga fel

2 = m,(2ntf)?. Stoppar vi in f i stallet for w blir

e w och f blandas. fiw = hf, menk = m,®
k' en faktor 41> ~ 39 for litet.

o Atommassan i stillet for m,. Bade w och k gar via den reducerade massan.

¢ Nollpunktsenergin gloms. E, = (n + %)ﬁw, s& E, & 0. Overgangsenergin Nw paverkas
daremot inte av halvan.

¢ Olika linjer for olika n. I den harmoniska modellen harO — 1,1 - 2och2 - 3
samma energi Nw. Riktiga molekyler har n&got tatare nivder hdgt upp, men det ligger

utanfor modellen.

5. Losta exempel
:= Exempel — Kraftkonstanten i HCI

HCL (m, = 0,980 u) absorberar starkt vid 3,46 um i 6vergdngenn = 0 — 1. Bestam Nw,
bindningens kraftkonstant och nollpunktsenergin. Hur stor ar kvoten mellan antalet molekyler i
n = 1ochn = 0vid 300 K?
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/ Lésning

Vibrationskvantumet.

how = —=———— =0,3584 eV ~ 0,358 eV
nm

Fysika: Te

Vinkelfrekvensen.

~0,3584-1,602-107J

= 5,44 - 10" rad/s

1,0546 - 10734 J - s

Kraftkonstanten. Med m, = 0,980 * 1,661 - 107%” = 1,627 - 107 kg:

k =mw?=1,627-107% - (5,44 - 10'*)> =482 N/m

Nollpunktsenergin. Ey = %ﬁw =

0,179 eV |.

Besittningen. Med kT = 8,617 - 107 + 300 = 0,02585 eV:

Ny _ - -
—=e Now/kT — e 0,3584/0,02585 9’5 10 7

No

Exponenten ar & 13,9, sa redan fjarde siffran i fico marks i svaret. Tva vardesiffror ar vad

indata bar.

Rimlighetskoll. k ligger i intervallet 100-2000 N/m, och en av en miljon molekylerin = 1

bekraftar att absorptionen sker fran grundnivan.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende lGsningar stimmer dverens.

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19

463/526



FOOO5T - Molekylvibration

:= Exempel — Isotopeffekten i DCl

I DCl &r vateatomen utbytt mot deuterium (2,014 u, klor 34,969 u). Bindningens kraftkonstant ar
densamma som i HCL, dar e = 0,358 eV och m, = 0,980 u. Vid vilken vaglangd absorberar DCl i
overgangenn =0 — 1?

¢ Lésning
Reducerade massan.

2,014 - 34,969

M = 5014 + 34,969

u=1904u

Skalning. Samma k ger

o' = ho, | = =0,358 - 4/ 0.980 _ 0,358 0,717 = [0.257 eV
m, 1,904

Vaglangden.

. 1240 eV  nm

= . 103 =
0.2568 eV 4,83 - 10° nm = (4,83 ym

Rimlighetskoll. Deuterium ar dubbelt sa tungt som vate, men m, ékar bara med en faktor
1,94 eftersom klor ar tungt. Vaglangden 6kar darfér med nastan, men inte riktigt, V2.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 42.2 Molecular Spectra
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Molekylspektra

#fysik  #molekylfysik #fenomen

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Molekylrotation, Molekylvibration, Linjespektrum

Molekylen har tre energiskalor ovanpa varandra, och storleksordningen avgor vilket vaglangdsomrade
som sonderar vad: orbitalévergangar ligger i synligt ljus, vibrationer i IR och rotationer i mikrovag.
Eftersom varje vibrationsniva bar rotationsnivaer blir ett vibrationsband uppdelat i en serie linjer. IR-
spektrumet ar unikt for varje molekyl och anvands for identifikation — och det ar samma absorption
som gor COz till en vaxthusgas.

Formeln, symbol f6r symbol

h? 1 k
Ep =101+ 1)5 +(n+ E)ﬁ\/ m
——

N J/

rotation, L
meV vibration,
tiondels eV

Rorelserna ar oberoende, sa energierna adderas. Rotationstermen ar ungefar hundra ganger mindre,
sa varje vibrationsniva bar en stege av tatt liggande rotationsnivaer, och en vibrationsévergang blir ett
band av linjer.

1. Tre energiskalor

Energierna for de tre rorelserna skiljer sig med ungefar en faktor hundra fran skala till skala, och darfér
kan de studeras var for sig:

Rorelse Typisk energi Fotonens vaglingd Omrdade
Elektronovergang 1-10eV 100-1000 nm synligt och UV
Vibration 0,1-0,5ev 2-20 pm IR
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FOOO5T - Molekylspektra

Rorelse Typisk energi Fotonens vaglingd Omrade

Rotation 0,1-10 meV 0,1-10 mm fjarr-IR och mikrovag

En foton som racker till en vibration racker alltid ocksa till att &ndra rotationen, men inte tvartom. I IR-
omradet ser vi darfor inte en enda vibrationslinje utan ett helt band.

2. Rotation ovanpa vibration

Molekylen vibrerar och roterar samtidigt, och energierna adderas:

h? 1 kK
Ey=1l+1)—+n+ )y —
w =+ D3+ )

Vid en vibrationsévergang géller bada urvalsreglerna samtidigt: An = +1 och Al = £1. Fotonen kan
inte lamna [ oférandrat. Med B = /21 och absorption fran (n = 0, [) finns tv méjligheter.

R-grenen,[ — [+ 1:

AEg = Ao + B[(I+ 1)(I +2) - I(I + 1)]

AER = hw +2B(l + 1) |, [=0,1,2,...

P-grenen, | — [ — 1:

AEp = Ao + B[(I- DI - I(1 + 1)]

AEp = hw - 2BI|, [=1,2,3,...

R-grenen ger linjer vid Aw + 2B, hw + 4B, ... och P-grenen vid hw — 2B, Aw — 4B, ... Mitti
bandet, vid Aw, finns ingen linje, eftersom den skulle krava Al = 0. Luckan ar 4B bred, dubbelt sa
bred som avstandet mellan 6vriga linjer.
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P-gren, Al = -1 R-gren, Al = +1

1]
N

I
o

hw: ingen linje (Al = 0 férbjuden)

'
'
'
'
'
'
1

P-gren lucka 4B R-gren
fotonenergi —»

Rotationsnivaer ovanpa vibrationsnivdernan = 0 och n = 1, med rotationsavstandet kraftigt 6verdrivet.
R-grenen (Al = +1) och P-grenen (Al = -1) ger var sin serie linjer med avstdndet 2B. Vid hw saknas
linjen, sa bandet far en lucka pd 4B.

3. Vad spektrumet berattar

Ett enda IR-band ger tva storheter pa en gang:

e Bandets mitt ger N och diarmed kraftkonstanten k = mrwz.

e Linjeavstindet 2B = h?/I ger troghetsmomentet och darmed bindningsavstandet rq = +/I/m,.

Linjernas hojd féljer hur manga molekyler som sitter i varje startniva . Eftersom B << kT &r méanga
rotationsnivaer besatta. Besattningen vaxer férst med I, eftersom varje niva rymmer 21 + 1 tillstand,
och avtar sedan nir Boltzmannfaktorn e E/KT tar 6ver. Bada grenarna blir darfor ett “berg” av linjer pa

var sin sida om luckan.
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T =300 K: kT = 25,9 meV, flest molekyleril=3

P-gren (Al = -1) R-gren (Al = +1)
1 H
2 08
‘0
o
= 0,6 :
= :
< 04 5
o |
0= = == 22aaaa a @ T I E I T ® @ a a aaaaaa
0,32 0,34 0,36 0,38 0,4
fotonenergi AE (eV)
T (K) =300
50 100 150 200 300 400 500 700 1000

HCl-bandet vid Ao = 0,358 eV med B = 1,31 meV. Linjernas héjd dr (21 + 1) e B/KT for startnivan 1,
normerad sd att den hégsta linjen dr 1. Reglaget dndrar T': vid [4g temperatur sitter molekylerna i de
ldgsta nivderna och linjerna samlas ndra luckan, vid hég temperatur sprids de ut. Hover visar vergdng,
energi och vagldngd.

4. IR-aktivitet och vaxthusgaser

En vibration absorberar IR bara om den andrar molekylens dipolmoment, eftersom det ar dipolen som
det elektriska faltet kan skaka. Tva identiska atomer, som Ny och O», har ingen dipol hur de &n vibrerar
och ar genomskinliga i IR. Molekyler med fler an tva atomer har flera vibrationssatt, var och en med sin
egen frekvens.

CO,, ar rak och symmetrisk. Nar bada syreatomerna ror sig utat samtidigt andras inte dipolen, och den
vibrationen syns inte i IR. Bojningen och den osymmetriska strackningen, dar kolatomen ror sig i
forhallande till syreatomerna, ger daremot en dipol som svanger. De absorberar vid ungefar 15 ym och

4,3 pum, mitt i det omrade dar jorden stralar ut varme. Det ar darfér CO7 ar en vaxthusgas men inte
No.

/\ Vanliga fel

e Al = £1 gloms vid vibrationsévergangen. Linjen vid exakt Alw finns inte. Den ndrmaste
ligger 2B bort at vardera hallet.

e Roch P férvaxlas. R-grenen (Al = +1) ligger p& hdgre energi och kortare vaglangd, P-
grenen pa lagre energi och langre vaglangd.

e Fel startniva i P-grenen. P-grenen borjaril = 1, eftersom [ = 0 — —1 inte finns. Den
forsta P-linjen ar how — 2B.
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¢ Luckan tas for linjeavstandet. Luckan i mitten ar 4B, avstandet mellan 6vriga linjer 2B.
Den som anvander luckan for att rakna ut I far halften for litet.

5. Losta exempel
‘= Exempel — Tva linjer i HCl-bandet

For HClar A = 0,358 eV och B = h?/21 = 1,31 meV. Bestam fotonenergi och vaglangd for
overgdngarna(n =0, [=0) - (n=1, [ =1)och(n=0, 1 =1) - (n=1, [ = 0). Hur stor ar

energiluckan mellan dem, och varfor finns det ingen linje dar emellan?

/ Lésning

Overgang 1, R-grenen med [ = 0.

AE = hw +2B = 0,358 + 2 - 0,00131 =| 0,361 eV

3 1240 eV * nm

= . 3 =
0.3606 eV 3,44 - 10° nm =| 3,44 ym

Fysika: Te

Overgang 2, P-grenen med | = 1.

AE = hw - 2B = 0,358 - 0,00262 = (0,355 eV

1240 eV -
p= 1220V DM _ 349 10% nm =[3,49 m
0,3554 eV

Luckan.

AER — AEp = 4B =| 5,24 meV

En linje mitt emellan, vid 0,358 eV, skulle krava att n andras men inte 1. Det férbjuder
urvalsregeln Al = £1, eftersom fotonen alltid for med sig rérelsemangdsmoment.
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Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 42.2 Molecular Spectra
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Kristallgitter

#fysik  #fasta-tillstdndets-fysik  #modell

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Elektrondiffraktion

En kristall beskrivs av tre saker: gittret, som ar de regelbundet ordnade punkterna; basen, som ar
atomen vid varje gitterpunkt; och enhetscellen, den minsta byggklossen som repeteras genom
kristallen. Det finns fjorton generella typer av kristallgitter, och de som anvands i kursen ar simple
cubic, fcc och bcc.

Oversikt 6ver alla strukturer: Kristallstrukturer.

Formeln, symbol f6r symbol

atomer/cell massa/atom

P —N—
N - MIN,
L e
densitet ~N~
cellens
volym

Densiteten ar massan i en enhetscell delad med cellens volym. Hela kristallen ar samma cell
upprepad, sa det racker att rakna pa en.

1. Gitter plus bas ger struktur

Gittret ar ett rent geometriskt monster av punkter som ser likadant ut fran varje punkt. Basen ar det
som sitter vid varje punkt: en atom, tva joner eller en hel molekyl. Forst tillsammans beskriver de en
verklig kristall:

kristallstruktur = gitter + bas

Enhetscellen ar en lada som fyller rummet nar den flyttas i steg om sin egen kantlangd. Fér de kubiska
gittren ar cellen en kub med kanten a, gitterkonstanten, som typiskt ar nagra tiondels nanometer.
Avstand av den storleken méats med rontgen- eller elektrondiffraktion.
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(@) (@) Q Q enhetscellen
o o o e O O O O s
stegom a
. . 0°9~0°e°
+ .
R o O O. @ @ exempel:
—— . <:> NaCl, kisel
a tva atomer, (fcc + bas av 2)
fast placerade (@) (@) @ Q
° [ ) [ ] [ ] mot punkten O O O O
gitter bas kristallstruktur

Kristallstruktur = gitter + bas. Gittret dr bara punkter, och vid varje punkt sitter samma grupp atomer,
basen. Den bld rutan dr enhetscellen med kanten a.

2. De kubiska gittren

Gitter Gitterpunkter

Simple cubic (sc)  hoérnen

Rymdcentrerat hérnen och
(bce) kubens mitt
hérnen och

Ytcentrerat (fcc)
sidornas mitt

Narmaste

grannar

12

Avstand till

niarmaste granne

Q

S

|5

Exempel

polonium

Fe, Na, W

Cu, Al, Au

Avstandet till narmaste granne féljer av var atomerna ror vid varandra: langs kanten i sc, langs
rymddiagonalen \/§a i bce (tva halva avstand) och langs sidodiagonalen \/§ aifcc (tva halva
avstand). Den hexagonala tatpackningen, hcp (Mg, Zn, Ti), &r inte kubisk men har ocksa 12 narmaste
grannar. Skillnaden mot fcc ar hur tatpackade lager staplas, se Packningstathet.

simple cubic (sc)

.\.

rymdcentrerat (bcc)

ytcentrerat (fcc)

@ horn @ mitt/sida = atomerna rér vid varandra
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Enhetscellerna fér sc, bee och fee (vrid med musen). Hérnatomerna dr bld, atomerna i mitten eller pd
sidorna orange, och den orange linjen visar riktningen ddr atomerna rér vid varandra: kanten,
rymddiagonalen och sidodiagonalen.

3. Atomer per enhetscell

En atom i ett horn delas av de atta celler som mots dar, en atom mitt pa en sida av tva celler och en

atom inne i cellen tillhér bara den. Antalet atomer N som hor till en cell blir

Fysika: T k3 (atomer per cell och gitterkonstanter)

4. Densiteten ur gitterkonstanten

Cellen innehaller N atomer med molmassan M, och varje atom vager M/Ny. Cellens volym ar as:

_ Meell _ N M/NA

Vcell a’

NM
]\[Aa3

p:

Omvant ger antalet atomer per volymenhet N/a? direkt, vilket vi behdver fér elektronkoncentrationen i
Ferminivan och dopkoncentrationen i Dopning.

5. Strukturer med bas

Natriumklorid. Na* och Cl- vaxlar langs varje kant, s om vi bortser fran vilken jon som &r vilken ser
det ut som ett sc-gitter med kanten a/2. Men gittret ska se likadant ut fran varje punkt, och det gor det
bara om vi tar med sorten. Strukturen &r ett fcc-gitter med en bas av tva joner: en Na* i gitterpunkten
och en Cl~ ett halvt kantavstand bort. Cellen innehaller fyra Na* och fyra Cl-.
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Diamantstrukturen (C, Si, Ge) ar ocksa ett fcc-gitter med en bas av tva atomer, men den andra atomen

sitter en fjardedel langs rymddiagonalen. Cellen innehaller 4 - 2 = 8 atomer, och varje atom har bara

fyra narmaste grannar i en tetraeder, som i en kovalent bindning med fyra valenselektroner.

I\ Vanliga fel

e Gitter och struktur blandas. Fcc ar ett gitter. Koppar ar en fcc-struktur (en atom per

gitterpunkt), och NaCl och kisel ar fcc-gitter med en bas av tva.

¢ NaCl tas for sc. Na* och Cl- ar olika, sa grannpunkterna ser inte likadana ut. Gittret ar fcc
med kanten @, och varje gitterpunkt bar ett jonpar. Gitterkonstanten &r alltsa a, inte

avstandet a/2 mellan narmaste joner.

e Horn- och sidoatomer riaknas hela. Ett horn ger %, en sida % Fcc har 4 atomer per cell,

inte 14.

e a tas for atomavstandet. Det géller bara i sc. I bce och fcc ar ndrmaste grannen narmare

ana.

6. Losta exempel

‘= Exempel — Kopparns densitet

Koppar har fcc-struktur med gitterkonstanten a = 0,3615 nm och molmassan 63,55 g/mol.

Bestam densiteten och avstandet mellan narmaste grannar.

/ Lésning

Atomer per cell. Fcc ger N = 4.

Densiteten.

NM _

4-63,55-1073

p_NACI3 -

Fysika: Te

Narmaste granne. Atomerna ror vid varandra langs sidodiagonalen V2 a, som rymmer

tva grannavstand:
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nm = | 0,256 nm

Rimlighetskoll. Tabellvardet for koppar ar 8,96 g/cm3, sa gittermodellen ger densiteten pa

nagra promille nar.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

:= Exempel — Atomtatheten i kisel

Kisel har diamantstruktur med a = 0,5431 nm och molmassan 28,09 g/mol. Bestam antalet
atomer per kubikmeter, densiteten och avstandet till narmaste granne, som ligger en fjardedel av
rymddiagonalen bort.

/ Lésning
Atomer per cell. Fcc-gitter med tva atomer i basen ger N = 8.

Atomtatheten.

8
~ (0,5431 - 1079)3

=

=14,99-10® m™3

nsi =

w

a

Densiteten.

_ngM  499-10°%-28,09-107 _ T 0P T
P="N, ~ 6,022 - 102 ’ &m

Narmaste granne.

V3a /30,5431
4 4

d=

nm =|0,235 nm

Koppar har 4/a® = 8,47 - 10?8 atomer per m?. Kisel har alltsa bara drygt halften s& manga,
trots att grannavstandet ar kortare. Det beror pa att de riktade bindningarna bara ger fyra
grannar i stallet for tolv.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.
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Lasning

e 42.3 Structure of Solids
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Packningstathet

#fysik  #fasta-tillstdndets-fysik  #storhet

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Kristallgitter

Packningstatheten ar kvoten mellan atomernas volym och enhetscellens volym. Den berdaknas genom
att rakna hur manga atomer som faktiskt tillhor cellen — en hornatom delas av atta celler, en sidatom
av tva — och sedan koppla atomradien r till gitterkonstanten a genom inspektion av geometrin. Simple
cubic ger a = 2r och tatheten 0,52, bcc gera = 4r/\/§ och 0,68, fcc gera = \/g r och 0,74. Hep har

samma tathet som fcc.

. . N - %nr3
Packningstathet = 3
a
Oversikt dver alla strukturer: Kristallstrukturer.
Formeln, symbol f6r symbol
lym/at
atomer/cell VO,}LH/]:HI
AN 4 .
- —Tr
Packningstathet = 3 3
a
~~
cellens
volym

Kvoten ar den andel av cellen som atomerna fyller. a skrivs om i r via riktningen dar atomerna ror vid
varandra, och da férkortas r bort.

1. Receptet
Varje berakning féljer samma tre steg, och alla tre finns i formeln i rutan:

1. Rdkna N, antalet atomer som hér till cellen (hérn %, sida % inuti 1), se Kristallgitter.

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 4771526


file:///opt/buildhome/repo/public/tags/fysik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/fasta-tillst%C3%A5ndets-fysik
file:///opt/buildhome/repo/public/tags/storhet
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Kristallgitter
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Kristallstrukturer
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Kristallgitter

FOO0OS5T - Packningstathet

2. Hitta riktningen dar atomerna rér vid varandra, och skriv langden av den riktningen pa tva satt:
iaochir.

3. Satt in a uttryckt i r i formeln. Radien forkortas bort, sa tatheten beror bara pa geometrin.

Att r forkortas bort betyder att packningstatheten ar densamma for alla amnen med samma struktur,
oavsett hur stora atomerna ar.

simple cubic (sc) rymdcentrerat (bcc) ytcentrerat (fcc)

Il

@ horn @ mitt/sida =atomerna rér vid varandra

De tre kubiska enhetscellerna (vrid med musen). Den orange linjen dr steg 2 i receptet: riktningen ddr
atomerna ror vid varandra, ldngs kanten i sc, rymddiagonalen i bce och sidodiagonalen i fcc.

sc: en sida bcc: snitt langs diagonalen fcc: en sida
. - |
kanten:a=2r rymddiagonalen: V3 a = 4r sidodiagonalen: V2 a = 4r
tathet /6 = 0,52 tathet V3 /8 = 0,68 tathet /(3v2) = 0,74

diagonalen rymmer fyra radier: r, 2r (hela mittatomen), r

Snitten dér atomerna rér vid varandra: en sida i sc, planet genom rymddiagonalen i bcc och en sida i
fcc. Den orange linjen dir 2r i sc och 4r i bee och fec, och det ger sambandet mellan a och r.

2. Simple cubic

Atomerna ror vid varandra langs kanten.
p‘ Harledning av packningstatheten fér sc

Atta hérnatomer ger N = 1. Langs kanten ligger tva halva atomer:
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Nastan halften av volymen ar tom, och det ar darfoér sc nastan aldrig férekommer i naturen.

3. Rymdcentrerat, bcc

Hornatomerna ror inte vid varandra langs kanten. I stallet ror de vid atomen i mitten,
langs rymddiagonalen.

2 Hirledning av packningstitheten for bee

N =8 § +1 = 2.Rymddiagonalen har langden v/a? + a* + a* = v/3 a och rymmer en halv
hornatom, hela mittatomen och en halv hérnatom till, alltsa fyra radier:

V3a=4r

4r
a:

S

2- %nr3 ~ %nr3 3+/3

@r/3y° ~ 64r

V3n

~ 0,680

4. Ytcentrerat, fcc

Atomerna ror vid varandra langs sidodiagonalen: horn, sidans mitt, horn.
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y‘ Harledning av packningstatheten for fcc

N=8-3+6" % = 4. Sidodiagonalen har langden +/2 @ och rymmer fyra radier:

ool

V2a=4r

a=£=2\/§r=\/§r
V2

5. Varfor metallexr valjer fcc och hcp

Lagger vi lika stora kulor i ett plant lager blir det tatast om varje kula har sex grannar i lagret. Nasta
lager lagger sig i gropar i det forsta. For det tredje lagret finns tva val: rakt ver det forsta (ABAB..., hep)
eller i de gropar som inte anvands (ABCABC..., fcc). Bada ger tolv grannar och tatheten 0,740, den
storsta mojliga for lika stora kulor.

Metallbindningen &r inte riktad (se Metallisk bindning). Jonerna vill bara ha s& manga grannar som
mojligt, och darfor ar de flesta metaller fcc, hep eller bee. Kovalenta kristaller gor tvartom. I
diamantstrukturen har varje atom bara fyra grannar, eftersom bindningarna pekar mot hérnen av en
tetraeder. Med N = 8 och narmaste avstandet /3 a/4 = 2r blir

3
8-3mr*  32m /3
a3 3(8)

diamant: \g—i; ~ (0,340

Tva tredjedelar av en diamant ar alltséd tom, men den ar anda det hardaste naturliga materialet.
Packningstatheten sager ingenting om bindningarnas styrka.
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/\ Vanliga fel

e Fel diagonal. I bcc ror atomerna vid varandra langs rymddiagonalen v3a,ifec langs
sidodiagonalen \/ia. Byter vi dem blir a fel och tatheten orimlig, ibland stérre &n 1.

e Diametern i stallet fér radien. Diagonalen rymmer fyra radier. Den som skriver \/5 a=4d
far en atom som ar dubbelt sa stor som cellen tillater.

e Fel N. Hoérnatomerna raknas som é var,och bcchar N = 2,fcc N = 4.

e Tatheten jamfors med densiteten. Packningstatheten ar ett rent tal utan enhet. Tva

metaller med samma struktur har samma packningstathet men olika densitet.

6. Losta exempel
‘= Exempel — Atomradien i jarn

Jarn har bcc-struktur vid rumstemperatur, med a = 0,2866 nm och molmassan 55,85 g/mol.
Bestam atomradien, densiteten och packningstatheten.

¢ Lésning

Atomradien. I bcc ar \/ga =4r:

_V3a_ V302866
4 4

m = 0,124 nm

Densiteten. N = 2:

5 . =8}
_NM _ 2:5585-10°  _[a g
Naa® 6,022 102 - (0,2866 - 1079)3

p

Fysika: Te

Packningstatheten. Direkt ur siffrorna:

o & 3
2+ 4m(0,1241)° _
(0,2866)°

0,680
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vilket ar bcc-vardet \/§n/8, som det ska.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.

‘= Exempel — Jarn blir fcc vid 912 °C

Vid 912 °C 6vergar jarn till fcc-struktur. Anta att atomradien ar densamma som i foregaende
exempel, r = 0,1241 nm. Bestam den nya gitterkonstanten och hur manga procent

densiteten andras.

Z Lésning
Gitterkonstanten. I fcc ar \/j a=4r:

A = 2V21 =22+ 0,1241 nm =
Densiteten. N = 4:

4-5585-1073
6,022 - 1023 - (0,3510 - 1079)3

Ptcc =

Andringen.

8,58
Pfcc P _ 1,089
Pbcc 7;88

Densiteten dkar med | 8,9 % |.

Kontroll med packningstatheterna. Med samma atomer och samma radie ar densiteten

proportionell mot packningstatheten, sa kvoten ska vara

0,740

=1,089
0,680

vilket stammer.

0,351 nm

= 8,58 - 10° kg/m’

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer dverens.
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Lasning

e 42.3 Structure of Solids
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Kristalldefekter

#fysik  #fasta-tillstdndets-fysik  #fenomen

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Kristallgitter

Verkliga material ar sallan perfekta enkristaller. En dislokation ar ett inskjutet halvt atomplan som gor
gittret lokalt forskjutet, och de flesta material ar dessutom polykristallina — uppbyggda av manga korn
med olika orientering och gransytor emellan.

1. Punktdefekter
Den enklaste defekten galler en enda gitterplats. Tre typer racker for kursen:

e Vakans. En atom saknas pa sin plats. Vid varje temperatur éver noll finns det vakanser i jamvikt,
eftersom varmeroérelsen da och da slar ut en atom. Det &r genom att hoppa in i vakanser som
atomer diffunderar genom en fast kropp.

o Interstitiell atom. En atom sitter i ett mellanrum mellan gitterplatserna. Det fungerar bast for
sma atomer, som kol i jarn: kolet trycker isar jarnatomerna och gor stalet hardare.

e Substitutionell fororening. En frammande atom har tagit en ordinarie plats, som en fosforatom i
kisel. Det ar precis vad dopning ar.

I en jonkristall maste laddningen ga jamnt ut. Saknas en Na*-jon i NaCl saknas darfor oftast ocksa en
Cl=-jon ndgon annanstans, eller sd kompenseras laddningen pa annat satt.

2. Dislokationer

En kantdislokation ar ingressens inskjutna halvplan: ett extra atomplan som slutar mitt i kristallen.
Langs kanten av halvplanet, dislokationslinjen, ar gittret ihoptryckt pa ena sidan och utdraget pa den
andra. Det ar en linjedefekt, eftersom stérningen foljer en linje genom kristallen.
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punktdefekter kantdislokation

00000000 00008000
00000000 O000e000
Q000000 00008000
O000000O0 0000000
Q0000000 0000000
00000000 0000000

»vakans @ interstitiell @ substitution @ inskjutet halvplan L dislokationslinjen

Véinster: tre punktdefekter i ett gitter, en vakans, en interstitiell atom och en substitutionell frimmande
atom. Héger: en kantdislokation, ddr ett extra halvplan av atomer slutar mitt { kristallen.

Varfér metaller gar att boja. For att forskjuta ett helt atomplan lAngs ett annat pa en gang maste alla
bindningar éver planet brytas samtidigt, och det kraver en skjuvspanning som ar hundratals ganger
storre an vad metaller i sjalva verket tal. Med en dislokation behover bara en rad bindningar i taget
bytas: halvplanet kopplar om till grannplanet, dislokationen flyttar ett atomavstand och processen
upprepas. Resultatet blir samma forskjutning, men med en brakdel av kraften, ungefar som nar man
flyttar en matta genom att skjuta en veck langs den i stallet fér att dra hela mattan.

Allt som hindrar dislokationerna fran att rora sig gér materialet hardare: fraimmande atomer,
korngranser och andra dislokationer. Darfér hardnar en metall nar den bearbetas kallt, eftersom
dislokationerna da trasslar in sig i varandra.

3. Korngranser och ytor

De flesta material ar polykristallina. Nar en smalta stelnar borjar kristaller vaxa pa manga stallen
samtidigt, med olika orientering, och dar de méts uppstar korngrénser dar gittret byter riktning. En
korngrans ar en ytdefekt. Den stdrsta ytdefekten av alla ar kristallens egen yta, dar atomerna saknar
grannar pa ena sidan.

En enkristall saknar korngranser helt. Kiselskivor for elektronik sdgas ur enkristaller, eftersom
korngranser skulle fanga upp laddningsbararna och férstéra komponenterna.

I\ Vanliga fel

o Dislokation och vakans férvaxlas. En vakans ar en enda saknad atom (punkt). En
dislokation ar ett extra halvplan med en kant som l6per genom kristallen (linje).

¢ Interstitiell och substitutionell forvaxlas. Substitutionell betyder att atomen sitter pd en
gitterplats, interstitiell att den sitter mellan dem.

o “Defekter ar alltid daliga.” Dopning ar avsiktliga punktdefekter, och kol i jarn gor stal. Utan
defekter skulle metaller varken ga att forma eller férstarka.
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4. Losta exempel

:= Exempel — Klassificera defekterna

Klassificera defekterna:

a) en arsenikatom pa en kiselplats i en kiselkristall, b) en kolatom mellan jarnatomerna i stal, c)
en saknad Na*-jon i NaCl, d) ett extra halvplan av atomer i en kopparkristall.

Vilken av dem paverkar framst kislets elektriska ledningsférmaga, och vilken forklarar att koppar

gar att boja?

2 Lésning

a) Arsenik tar en ordinarie plats: | substitutionell fororening |. Arsenik har fem

valenselektroner mot kislets fyra, sa den &r en donator.

b) Kol &r liten och sitter mellan gitterplatserna: | interstitiell atom |

¢) En tom gitterplats: .

d) Ett inskjutet halvplan:| kantdislokation |.

Ledningsférmagan. Det &r a). Den femte elektronen &r sa l6st bunden att den nastan alltid
ar fri vid rumstemperatur, och redan en arsenikatom per miljon kiselatomer ger miljontals
ganger fler ledningselektroner an rent kisel.

Bojligheten. Det ar d). Dislokationen kan vandra genom kristallen en atomrad i taget, sa
kopparplanen kan glida mot varandra med liten kraft.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.
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Lasning

e 42.3 Structure of Solids
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Enexgiband

#fysik  #fasta-tillstdndets-fysik  #modell

Kurs: FOOOS5T Forkunskaper: Atomorbitaler, Paulis uteslutningsprincip

Satter man ihop ett stort antal identiska atomer hander ingenting sa lange avstandet ar stort, men vid
jamviktsavstandet vaxelverkar orbitalerna. Eftersom Pauliprincipen férbjuder identiska tillstand maste
de skarpa atomaéra nivaerna spridas ut till band av tatt liggande nivaer, och spektrumet gar fran
linjespektrum till kontinuerligt. Valensbandet ar det hogsta helt fyllda bandet och ledningsbandet det
narmast ovanfor; deras kanter kallas VBM och CBM. Core-nivaerna ligger djupt och paverkas inte, vilket
ar varfor rontgenspektrum fortfarande ger linjer.

Formeln, symbol f6r symbol

tillstand i bandet = 2 - (2I+1)* N

~N —— N
antal
atomer

spinn orbitaler

per niva

Varje atom tar med sig sina 2(21 + 1) platser in i bandet. Platserna férsvinner inte, de sprids bara ut
over bandets bredd.

1. Fran en atom till N atomer

Tva identiska atomer langt ifran varandra har exakt samma nivaer. Nar de narmar sig éverlappar de
yttre vagfunktionerna, och varje niva delar upp sig i tva: en dar vagfunktionerna adderas och en dar de
subtraheras, som vid kovalent bindning. Med N atomer delar varje atomar niva upp sig i N nivaer.

Varje niva rymmer tva elektroner med motsatt spinn enligt Pauliprincipen. En atomar niva med
rorelsemangdsmomentet [ har 21 + 1 orbitaler, och antalet tillstdnd i bandet blir

nivaer i bandet = 2 + 1) N

tillstand i bandet = 2(21 + 1) N
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Fysika: Fd3 (kvanttalen m och s ger faktorerna 21 + 1 och 2)
Ett s-band (I = 0) rymmer allts& 2N elektroner och ett p-band (I = 1) 6N.

Bandets bredd bestams av hur mycket grannatomernas vagfunktioner éverlappar, alltsa av avstandet
mellan atomerna, och inte av hur manga atomer kristallen innehaller. Typiskt ar ett band nagra eV
brett. Med N ~ 10?3 nivaer i ett band p& nagra eV ligger nivaerna 1072 eV fran varandra, langt under
kT =~ 0,026 eV. I praktiken beter sig bandet som ett kontinuum.

l&ngt isar: N atomer
med samma nivaer

band av N nivaer

yttre niva

fortfarande skarp

inre niva

>

ro avstand r mellan atomerna

En atomdr nivd fér N atomer som funktion av avstdndet mellan dem. Langt isér dr nivdn densamma fér
alla. Ndr vagfunktionerna bérjar éverlappa delar den upp sig i N nivder, som vid ry bildar ett band. De
inre nivderna éverlappar inte och férblir skarpa.

2. Darfér foérblir de inre nivaerna skarpa

De inre elektronerna sitter nara sin karna, och deras vagfunktioner nar inte fram till grannatomen. Utan
overlapp blir bandet extremt smalt och nivan ar i praktiken densamma som i den fria atomen. Det ar
darfor rontgenstralningens karakteristiska linjer, som kommer fran 6vergangar mellan inre skal, &r lika
skarpa i en fast metall som i en gas.

3. Fyllnaden avgor materialet

Ett elektriskt falt forsoker ge elektronerna lite extra energi och rorelsemangd i faltets riktning. Det gar
bara om det finns lediga tillstand strax ovanfor de besatta. I ett fullt band ar alla tillstand tagna. For
varje elektron som ror sig at ena hallet finns en som ror sig at det andra, och det blir ingen nettostrom.

e Delvis fyllt band: lediga tillstand direkt ovanfor de besatta. Materialet ar en ledare.
e Fullt valensband, tomt ledningsband och ett bandgap emellan: ingen ledning vid T = 0. Ar
gapet stort ar materialet en isolator, ar det litet en halvledare.

Var gransen mellan besatt och ledigt gar beskrivs av ferminivan.
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10 = fyllda tillstand

ledningsband

)
% 7y
L
&b 4
—
()
c ledningsband
2 N
‘g 2 E;=5,5eV
< o o o o g=29¢
el Y —
) Fom — — — L — Eg=
O _______ L E v 1,12 eV v
F o O o O
-2 valensband valensband
delvis fyllt band
-4
ledare halvledare isolator
(metall) (kisel) (diamant)

Banden i en ledare, en halvledare och en isolator, med fyllda tillstdnd skuggade. I ledaren ligger Er inne

i ett delvis fyllt band; i halvledaren och isolatorn ligger den i gapet, och det dr gapets storlek (1,12 eV
mot 5,5 eV) som skiljer dem dt.

4. Natxrium och magnesium

Natrium har en valenselektron, 3s!. Med N atomer rymmer 3s-bandet 2N elektroner men far bara
N. Bandet ar halvfullt och natrium &r en metall. Dessutom 6verlappar 3s-bandet med 3p-bandet i
kristallen. Tillsammans rymmer de 2N + 6N = 8N elektroner, och N elektroner fyller en attondel
avdem.

Magnesium har tva valenselektroner, 3s2. Raknar vi bara 3s-bandet blir det exakt fullt, och d& borde
magnesium vara en isolator. Men 3s- och 3p-banden éverlappar aven har, sa de 2N elektronerna
fordelar sig i ett gemensamt band med 8N tillstadnd, som da ar en fjardedel fullt. Overlappande band &r
orsaken till att aven atomer med jamnt antal valenselektroner kan bilda metaller.

/\ Vanliga fel

e “Bandet ar kontinuerligt.” Det ar N diskreta nivaer, bara sa tatt liggande att skillnaden inte
marks. Antalet tillstand ar andligt och gar att rakna, och det ar det Pauliprincipen och
fyllnadsgraden bygger pa.

¢ Spinnfaktorn 2 gloms. Ett s-band med N nivaer rymmer 2N elektroner, inte N.
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e Bredden tros vaxa med N. Fler atomer ger fler nivaer i samma band, som da blir tatare,

inte bredare.

e Jamnt antal elektroner betyder isolator. Det galler bara om banden inte 6verlappar.

Magnesium, kalcium och zink ar metaller.

5. Losta exempel

:= Exempel — Bandet i en mol magnesium

En kristall innehaller 1,00 mol magnesium, med tva 3s-elektroner per atom.

a) Hur manga tillstand rymmer 3s-bandet, och hur manga elektroner finns det att fylla det med?
b) Om bandet ar 5,0 eV brett, ungefar hur tatt ligger nivderna? Jamfér med kT vid

rumstemperatur. c) Varfor leder magnesium strom trots svaret i a)?

/ Losning

a) N = N, = 6,022 - 10?2 atomer. Ett s-band har [ = 0:

tillstand = 2(2 - 0+ 1) N = 2N =| 1,20 -

1024

Fysika: Te Elektronerna &r tva per atom, alltsa ocksa| 1,20 - 10%

b) Bandet innehaller Na nivaer (tva tillstand var):

. Bandet ar exakt fullt.

50eV

N ——— _ =183-10%*eV
6,022 - 1023

Det ar ungefar 3 - 10722 ganger kT = 0,026 eV, s& bandet ar i praktiken kontinuerligt.

c) I kristallen éverlappar 3s-bandet med 3p-bandet, som rymmer

6N 4 elektroner till. Det

gemensamma bandet har 8N tillstand och 2N elektroner. Det ar bara en fjardedel fyllt, sa

det finns gott om lediga tillstand direkt ovanfér de besatta, och magnesium &r en ledare.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer éverens.
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Lasning

e 42.4 Energy Bands
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Bandgap

#fysik  #fasta-tillstdndets-fysik  #storhet

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Energiband

Bandgapet ar energiavstandet mellan valensbandets topp och ledningsbandets botten, och det
ensamt avgor om ett material leder strom. I en isolator, till exempel en oxid, ar valensbandet fullt och
excitationen kostar 6ver 5 eV, sa elektronerna kan inte byta tillstand. I en halvledare ar gapet 1-2 eV,
tillrackligt litet for att excitera elektroner. I en ledare finns inget gap att passera — ledningsbandet ar

redan delvis fyllt, och excitationerna sker inom bandet.

Formeln, symbol f6r symbol

hc
Amax =
~~~ Eg
langsta vaglangd ~~
som absorberas  pandgapet

Fotonen maste ensam lyfta en elektron 6ver hela gapet. Langre vaglangd betyder mindre energi per
foton, s& dver Amax passerar ljuset rakt igenom.

1. Absorptionskanten

En foton kan lyfta en elektron fran valensbandet till ledningsbandet bara om den har minst gapets
energi. Precis som vid fotoelektriska effekten finns en troskel, men har ar den gapet i stallet
for uttradesarbetet:

hf > E,

hc
5 2 Eg

hc
E,

)\max
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Fysika: Fd3 (fotonenergin E = hc/A)

Ljus med langre vaglangd an A, passerar rakt igenom, och ljus med kortare vaglangd absorberas.

Materialet far en skarp absorptionskant, och genom att mata var den ligger bestammer vi E.

inget tillstand i gapet: absorberas:
fotonen passerar elektron—hal-par
ledningsband
(tomt)
elektron
X
hf=E Eg
hf < Eg

\/J hal
valensband
(fullt)

lang A ~
kort A

Absorptionskanten. En foton med hf < Eg skulle lyfta elektronen in i gapet, ddr det inte finns ndgra
tillstand, och passerar ddrfér. Med hf > E4 hamnar elektronen i ledningsbandet och ldmnar ett hdl
efter sig.

2. Termisk excitation
varmerorelsen har energiskalan kT, som vid rumstemperatur ar

kT = 8,617 - 107> eV/K - 300 K = 0,0259 eV
Fysika: Te

Det &r langt under alla bandgap, men sannolikheten for excitation avtar exponentiellt med kvoten
E4/kT, ungefar som e Ea’2kT (se Halvledare). Kvoten ar 43 fér kisel och 210 for diamant. Fér kisel blir
sannolikheten liten men inte forsumbar med omkring 2 * 10?3 valenselektroner per kubikcentimeter
att ta av. For diamant ar den i praktiken noll. Det ar darfor gapets storlek skiljer halvledare

fran isolatorer.
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10 = fyllda tillstand

ledningsband

S 5
L
&b 4
—
()
c ledningsband
2 A
“g 2 E;=5,5eV
< o o o o g=29¢
el Y —
o Fom — — — L — Eg=
O _______ L E v 1,12 eV v
F o O o O
-2 valensband valensband
delvis fyllt band
-4
ledare halvledare isolator
(metall) (kisel) (diamant)

Ledare, halvledare och isolator pd samma energiskala. Kislets smala gap récker for att ndgra elektroner
ska exciteras termiskt och [dmna hdl efter sig; 6ver diamantens gap pd 5,5 eV sker det i praktiken aldrig.

3. Lysdioder och direkt eller indirekt gap

Faller en elektron fran ledningsbandets botten ner i ett hal i valensbandet kan energin sdndas ut som

en foton med hf ~ Eg. Det ar principen for lysdioden. Fargen bestams av gapet:

Fotonen har nastan ingen rérelsemangd jamfért med elektronerna i kristallen, sa 6vergangen maste
ske utan att elektronens rérelsemangd andras. I ett material med direkt bandgap, som GaAs, ligger
ledningsbandets botten och valensbandets topp vid samma rorelsemangd, och elektronen kan falla
rakt ner. I ett material med indirekt bandgap, som kisel, ligger de vid olika rérelsemangd. D& maste
ocksa en gittervibration ta upp skillnaden, vilket ar mycket mindre sannolikt. Darfor gors lysdioder och
halvledarlasrar av material med direkt gap, medan kisel lyser daligt.

4. Genomskinligt, fargat eller ogenomskinligt

Synligt ljus stracker sig fran 400 till 700 nm, alltsa fotonenergier fran 1,77 till 3,10 eV. Gapet avgor hur
materialet ser ut:
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Gap

Eg>3,10ev

1,77 <E4 <
3,10 eV

E, <1,77 eV

/\ Vanliga fel

Synligt 1ljus

inget absorberas

den bla dnden

absorberas

allt absorberas

Utseende

genomskinligt

fargat, gult till rott

ogenomskinligt,

gratt

Exempel

diamant, glas, de

flesta oxider

Cds

kisel, germanium, GaAs

e Stdrsta och minsta vaglangden forvaxlas. hc/Eg ar den ldngsta vaglangd som absorberas.

Kortare vaglangd har mer energi och absorberas ocksa.

e ”kT racker inte, alltsd ingen excitation.” kT &r alltid mycket mindre an Eg. Excitationen

sker andd, med sannolikheten e

gor skillnaden.

~Eg/2kT

, och det ar den exponentiella kansligheten som

e Bandgap i en metall. En metall har ett delvis fyllt band, och det finns inget gap att passera

vid Ferminivan. Metallens gap mellan tva andra band paverkar inte ledningen.
e eV och Jblandas. Med hc = 1240 eV-nm och E; i eV blir A direkt i nm.

5. Losta exempel

:= Exempel — Absorptionskanten for tre material

Bestam den langsta vaglangd som absorberas i kisel (Eg = 1,12 eV), GaAs (1,42 eV) och diamant

(5,5 eV). Vilka av dem ar genomskinliga for synligt ljus? Kan en solcell av kisel utnyttja ljus med

vaglangden 1,5 pm?

2 Losning

Gransvaglangderna. A, = hc/Eg med he = 1240 eV-nm:

Si: Apax =
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1240
GaAs: Amax = Tap M=

1240
diamant: Amax = w5 M=

b

Genomskinlighet. Kisel och GaAs absorberar allt under 1,11 um respektive 873 nm,
alltsa hela det synliga omradet. Diamant absorberar bara under 225 nm, i UV, och
ar genomskinlig.

Solcellen. 1,5 pm > 1,11 pm, sa fotonerna har for lite energi, 1240/1500 = 0,83 eV. Kisel
ar genomskinligt for det ljuset, och solcellen kan inte utnyttja det.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer éverens.

‘= Exempel — Bandgap fér en réd och en bla lysdiod

En rod lysdiod lyser vid 650 nm och en bla vid 450 nm. Ungefar hur stort bandgap maste
halvledaren haivar och en? Kan nagon av dem goras av GaAs (1,42 eV)?

¢ Lésning

Gapen. E; ~ hc/:

1240 eV -
rod: B, = ——— 0 =[191 eV
650 nm
bl E. = 1240 eV *nm _ 76 eV
a: Bg = 450 nm = = €

GaAs. Gapet 1,42 eV ger 873 nm, i nara IR. Ingen av lysdioderna kan goras av ren GaAs.
GaAs anvands i stallet for IR-dioder, till exempel i fjarrkontroller, och roda dioder gors av
legeringar med storre gap.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.
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Lasning

e 42.4 Energy Bands
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Ferminivan

#fysik  #fasta-tillstdndets-fysik  #storhet

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Energiband

Ferminivan Eg skiljer ockuperade fran icke-ockuperade tillstand. I en metall ligger den inne i
ledningsbandet, och avstandet upp till vakuumnivan &r just uttridesarbetet @ fran fotoelektriska
effekten. Det ar samma storhet som brunnsdjupet i modellen partikel i potentialbrunn — bandet svarar
mot brunnen, och ¢ mot kanten.

Foxrmeln, symbol f6r symbol

2

h 2/3
Epg = — (31 n )
~N~ 2m ~~
hogsta fyllda N elektroner
energin vid T=0  fri elektron perm

Ju tatare elektronerna sitter, desto hogre maste de fylla upp, eftersom Pauliprincipen bara tillater tva
per rumsligt tillstand. Metallbitens storlek spelar ingen roll, bara tatheten.

1. Ferminivan i frielektronmodellen

I en metall ar valenselektronerna inte bundna till ndgon atom. Vi ser dem som fria partiklar i en l[ada
med metallens form, en tredimensionell version av partikel i lada. Vid T = O fylls tillstanden nerifran,
tva elektroner per rumsligt tillstand, tills alla N elektroner fatt plats. Den hégsta besatta energin ar
ferminivan vid absoluta nollpunkten, Erg.

Antalet tillstand med energi upp till E raknas fram i Tillstandstathet:

@my2 v E3?
3m?h3

Vid T = 0 ar precis N av dem fyllda, sa n(Erg) = N:

n(E) =
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3/
_em*VE}
3m2h3
32 37T2ﬁ3 . N
FO™ 2mp? v
23

E _ P 32N
Fo =51 37)

Kvoten N/V &r elektronkoncentrationen, som vi skriver n:

h? 213
Epo = % (3n2n)

Ferminivan beror alltsa bara pa hur tatt elektronerna sitter, inte pa hur stor metallbiten &r.
Elektronkoncentrationen far vi ur densiteten p, molmassan M och antalet fria elektroner z per atom:

p
=z-— N
n==2z A

Fysika: T k3 (n tabellerad per grundédmne)

For vanliga metaller blir n & 10?6-10%° m~2 och Eg nagra eV. Tva storheter till gor storleken tydlig:

2EF EF
VFE =\ /> Tr = —
m k

Fermifarten vg ar runt 106 m/s, och det ar farten hos de snabbaste elektronerna vid absoluta
nollpunkten. Fermitemperaturen Tr ar nagra tiotusentals kelvin. Den sager att en klassisk gas skulle
beho6va sa hog temperatur for att ha lika mycket rérelseenergi.

2. Medelenexgin

Vid T = 0 ar alla tillstand under EFrg fyllda och alla 6ver tomma. Med tillstandstatheten g(E) = CVE
blir den totala energin och antalet elektroner

Ero EFo p) 5
Eaw=[ Eg{E)JE=C[ E?dE-= = CEgg
0 0
EFo EFo 2 >
N=[ g(E)IE=C]J El/sz=§CEF0
0 0

Kvoten ger medelenergin per elektron:
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E. = = EFo

Ul w

Konstanten C forkortas bort. En klassisk gas vid 300 K har medelenergin %kT = 0,039 eV, alltsa
ungefar femtio ganger mindre. Elektrongasen i en metall &r langt ifran klassisk, och det &r
Pauliprincipen som tvingar upp elektronerna i energi.

3. Ferminivan och temperaturen

Eftersom Er ar nagra eV och kT bara 0,026 eV &ndras nastan ingenting nar metallen varms upp. Bara
elektroner inom ndgra kT frén Er kan flytta sig till lediga tillstdnd ovanfér, se Fermi-Dirac-
fordelningen. Fér en metall kan vi darfor anvanda Er( vid alla vanliga temperaturer.

Det forklarar ocksa varfor elektronerna nastan inte bidrar till metallens varmekapacitet: de flesta sitter
djupt under Er och har inga lediga tillstand att varmas upp till.

Bilden i ingressen gar att gora kvantitativ. Raknat fran ledningsbandets botten ligger de 6versta
elektronerna p& Er, och de behdver ytterligare uttridesarbetet ¢ for att limna metallen. Brunnens
djup i modellen partikel i potentialbrunn blir dd Er + ¢

vakuumniva: elektronen fri utanfor metallen

uttradesarbetet:
det som fattas for
att ldmna metallen

tomma
nivaer @

A e ----F----

fyllt nerifran,
Er tvaelektroner (1)
per rumsligt tillstand

fyllda
nivaer

® ¢ 60090
® ¢ 6000

[ ]
®

ledningsbandets botten

Frielektronmodellen som en brunn. Vid T = O fyller elektronerna nivderna nerifrdn, tva per rumsligt

tillsténd, upp till Er. Ovanfér dterstdr uttridesarbetet @ upp till vakuumnivén, s@ brunnens djup dr
Ep + ¢.

/\ Vanliga fel

e n betyder tva saker. Har ar n elektronkoncentrationen i m3, inte ett kvanttal. I noten om
tillstandstathet anvands n(E) for antalet tillstand upp till E.

¢ Fel antal fria elektroner per atom. Na och Cu har en, Mg och Zn tva, Al tre. Glommer vi
faktorn z blir Eg en faktor z%/3 for liten.

e Atomtatheten i fel enhet. p/M maste vara i mol/m?3: p i kg/m3 och M i kg/mol, inte g/mol.
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e Ep tas for en termisk energi. Er finns aven vid T = 0 och ar ungefar hundra ganger storre
an kT vid rumstemperatur.

4. Losta exempel

‘= Exempel — Ferminivan i natrium

Natrium har densiteten 971 kg/m3, molmassan 22,99 g/mol och en fri elektron per atom. Bestam
elektronkoncentrationen, ferminivan, fermifarten och medelenerginvid T = 0.

 Lésning

Elektronkoncentrationen.

971

9299103 6,022 - 102 ={2,54 - 10%® m3

Fysika: Te
Ferminivan. Vi raknar faktorerna var for sig:

h® _(1,0546 - 107

— =6,10-10J - m?
2m  2-9,109 - 1073

2/3

3r*n)”° = (7,53 - 102)7° = 8,28 - 10! m™>

Ero=6,10-10%-828-10=505-10"1°J=(3,15eV

Fermifarten.

2-505-1071°
Vg = ’ — =11,05-10° m/s
9,109 - 10731

Medelenergin.
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Esw = =13,15eV =(1,89 eV

ull W

Rimlighetskoll. v ar 0,35 % av ljushastigheten, sa den klassiska formeln for rérelseenergi
duger. Fermitemperaturen blir Eg/k = 3,66 * 10* K.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Exempel — Ferminivan i aluminium

Aluminium har densiteten 2700 kg/m?3, molmassan 26,98 g/mol och tre fria elektroner per atom.
Bestam ferminivan och fermifarten.

¢ Lésning

Elektronkoncentrationen. Med z = 3:

2700

) m : 6,022 ' 1023 = 1,81 ) 1029 IIl_3

n=

Ferminivan.

2/3

Gr2n)”” = (5,35 - 10%)"” = 3,06 - 102 m

Epo=6,10-10%-3,06-10*°=1,87-10"8J=|11,7 eV

Fermifarten.

9,109 - 1053t

2:1,87-10718 5
VE = =12,03-10° m/s

Rimlighetskoll. Aluminium har 7,1 ganger fler fria elektroner per volym an natrium, och
7,123 = 3,7, vilket &r kvoten 11,7/3,15.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.
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Lasning

e 42.5 Free-Electron Model of Metals
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Tillstandstathet

#fysik  #fasta-tillstdndets-fysik  #storhet

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Energiband

Tillstandstatheten dn/dE anger hur manga tillstand dn som ryms i energiintervallet dE. Den beskriver
bandens form som funktion av energin och ar den ena av de tva faktorer som avgér hur manga

elektroner som faktiskt sitter var; den andra ar Fermi-Dirac-fordelningen.

Formeln, symbol f6r symbol

(2m)3/2 v 1/2
9E) == o E
~ 27 h N~
illst N———"vixer uppat
ptelilzt;enr%i konstant for i bandet

en given bit

Tillstanden ar punkter i ett rum av kvanttal, och energin bestammer radien. Ett tunt skal mellan E och
E + dE rymmer fler punkter ju langre ut det ligger, och darfor vaxer tatheten som VE.

1. Att rakna tillstanden

I frielektronmodellen sitter elektronerna i en kub med sidan L och volymen V' = L3. Det ar den
tredimensionella partikeln i lada, med nivaerna

(4 + )2

E s
2mlL2

Nny,Ny,Nny = 1,2,3,...

Fysika: Fd3 (i formen fér en endimensionell ldda)

Varje tillstand ar en punkt med heltalskoordinater i ett rum med axlarna nx, ny, nz. Alla tillstand med
energi upp till E ligger innanfor en sfar med radien n,g = y/ny + ny + ny. Istéllet for att rakna

punkterna en och en raknar vi volymen, eftersom varje punkt tar upp en enhetskub.
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@ ett tillstdnd per punkt

Ny o )
. (tvd med spinnet)
L J [ L o [ ] L J [ L J o
E « ny? + ny? + nz% = n
° ° L ® ° L4 ® ° ° ° lika energi pa en cirkel
L ® ® ® ] L ] ® [ J L L J
antal under E = arean
O 2t * ¢ & o o o (i 3D: attondels sfar,
n=Tn’/3)
° ° ° ° ° ° o ° °
[ ] [ ] L] [ ] [ ) [ ] [ [ ] ° ®
skalet mellan E och E + dE
° ° ° ° ° ~ ° N ° vaxer med radien:
g(E) « VE
° ° ° ° ° ° ° ° ° °
° ° ° ° o ° ° ° °
an
° ° ° ° ° ° ) ° °

» Ny

snitt i n-rummet (n; fast)

Tillstdnden som gitterpunkter i ett snitt av n-rummet. Alla med energi under E ligger innanfér
kvartscirkeln med radien nys, i tre dimensioner en Gttondels sfdr. Dér vixer volymen av skalet mellan E
och E + dE med radien, som v/E.

p‘ Harledning av antalet tillstand upp till E

Bara positiva kvanttal rdknas, alltsa en attondel av sfaren. Tva spinnriktningar per punkt ger
faktorn 2:

=

Il

No
[SSRIFN

P~ |

=

[l

| =

Energin pa sfarens yta ger radien:

2 2HK2
_ M h
2mL?

mL2E)"”
R

Insatt:

n @mL2E)”  (2m)*?L3E?
3 m3h3 3m’h3

n=
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Med L3 = V:

(2m)3/2 \% E3/2

n(E) = 3m2h3

Rakningen med volym i stallet for punkter kraver att n,s ar stort. For en centimeterstor metallbit ar det
vid Ef i storleksordningen 107, s& approximationen ar utmarkt.

2. Tillstandstatheten
Tillstandstatheten ar derivatan av antalet tillstdnd med avseende pa energin:

o= &GV 3,
dE 3m2h3 2

_ 2m)*? v 12
g(E)_ 27T2f73 E

Tatheten véaxer som VE: hogre upp i bandet finns fler tillstand per energiintervall. Den &r proportionell
mot V', sd en dubbelt sa stor bit har dubbelt s& manga tillstand i varje intervall.

3. En kompakt form
Vid T = 0 ar de N lagsta tillstanden fyllda, upp till ferminivan, sa n(Eg) = N. Eftersomn o« E%? kan
vi skriva

g 32
ME):N(E;)

(E)__azv'.]zl/2 £y 3N
g 2 g g(F—ZEF

Den formen slipper m, f och V', och den séger direkt hur manga tillstdnd som finns ndra Er, dar allt
intressant hander.

4. Antalet elektroner i ett energiintervall

g(E)dE &r antalet tillstand i intervallet. Hur manga av dem som faktiskt ar besatta ges av
sannolikheten f(E) fran Fermi-Dirac-fordelningen:
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dN = g(E)f(E) dE

VidT = 0arf = 1under Er och 0 6ver, och g - f bliren v'E-kurva som klipps av vid Ef. Vid hégre
temperatur rundas kanten av inom nagra kT . Figuren finns i noten om Fermi-Dirac-férdelningen.

\/E-formen galler fria elektroner. I ett verkligt band ar g(E) mer komplicerad, och i ett bandgap ar den
noll: dar finns inga tillstand att besatta.

/\ Vanliga fel

o Attondelen eller spinnfaktorn gléms. Bara positiva ny, Ny, ny raknas (% av sfaren), och
varje punkt rymmer tva elektroner. Tillsammans ger de faktorn %1 framfor sfarens volym.

e g(E) tas for ett antal. g har enheten tillstand per energi. Antalet i ett intervall ar g(E) AE,
och bara om intervallet ar litet.

* Tillstand och elektroner blandas. g(E) raknar platser. Elektronerna i intervallet &r

g(E)f(E)dE.
e Felenhet pa energin. I g(E) = 2m)*?V v/E/(2n*h®) ska E vara i joule, och svaret blir
tillstand per joule. Delas det med 6,24 + 10 f&s tillstand per eV.

5. Losta exempel
‘= Exempel — Tillstdnden ndra Ferminivan i natrium

Natrium har elektronkoncentrationen 2,54 - 1028 m—2 och ferminivan 3,15 eV. Bestam
tillstandstatheten vid Er for en bit pa 1,00 cm3, i tillstand per eV. Ungefar hur stor andel av
elektronerna ligger inom kT under Er vid 300 K?

Z Lésning
Antalet elektroner.
N =nV =2,54-10%%-1,00- 107 = 2,54 - 10?

Tillstdndstitheten. Med den kompakta formen:

3N 3-254-10% _ 191 102 v
DEp  2-3,15eV ’ ¢

g(Er) =
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Kontroll med den fullstiandiga formeln. Med Er = 5,05+ 107 J:

2:91 .1—31 3/2.1—6. /505.10—19 B
( 9, 09 O ) 0 _ ) — 7’55 . 1040 J‘ 1
2m2(1,0546 - 10734)3

g(EFr) =

Fysika: Te och 7,55+ 100 - 1,602 - 1071° = 1,21 - 10%? eV-%, samma svar.

Elektronernainom kT. kT = 0,0259 eV &r litet jamfort med Er, s g ar nastan konstant

i intervallet:

AN » g(Eg)kT =1,21-10%* - 0,0259 = 3,13 - 10%°

AN _ 3,13-10%
N  254-102

=11,23 %

Bara drygt en procent av elektronerna ligger sa nara Er att varmerorelsen kan flytta dem.

Det ar de som bestammer metallens elektroniska varmekapacitet.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 42.5 Free-Electron Model of Metals
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Fermi-Dirac-fordelningen

#fysik  #fasta-tillstdndets-fysik  #samband

Kurs: FOOO5T Férkunskaper: Ferminivan, Paulis uteslutningsprincip

Fordelningen ger sannolikheten att ett tillstand med energin E ar ockuperat av en elektron vid
temperaturen T'. Det &r uttryckligen inte Maxwell-Boltzmannférdelningen, och skélet &r tre: banden,
Paulis uteslutningsprincip och att elektroner ar oméjliga att sarskilja. Vid E = Er ar sannolikheten
exakt % ochvid T = 0 blir férdelningen ett steg.

1
f(E) = e(E-Ep)KT 1

Foxrmeln, symbol f6r symbol

1

@ = avstand i kT
e N
sannolikheten ~ @(E ~ErVKT + 1
att tillstandet ~~
ar besatt Haller

f<1

Allt beror pa hur manga kT tillstandet ligger fran E . Langt under gar f mot 1, langt 6ver mot 0, och
ettan i nAmnaren gor att f aldrig blir storre an 1.

1. Formen pa férdelningen

Tre varden racker for att rita f(E):

1 1

E=E = =_

F =a+172
E-Ep < kT : e EEKT 0 f 51
E-Ep > kT : EENT o f 0
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Langt under ferminivan &r alla tillstand fulla, langt 6ver ar alla tomma, och 6vergangen sker i ett band
som ar nagra kT brett kring Er. Vid T = 0 krymper bandet till noll och f blir ett trappsteg. Vid
rumstemperatur ar KT = 0,026 eV, och fér en metall med Er p& ndgra eV ar steget nastan lika skarpt
somvid T = 0.

Er=3,15eV

T =0 (steg) -~

= kT=0,1eV

= kT=0,025¢eV (= 300 K)

0,5 > f(Ep) = %
7
’ fyllda tillstand
/ E)-f(E
, g(E)-f(E)
/
/
/
o 3
0 1 2 3 4 5

energi E (eV)

Fermi-Dirac-férdelningen fér natrium (Er = 3,15 eV) vid T = 0 och tvd temperaturer. Alla kurvor gar
genomf = % vid Er. Den streckade kurvan dr tillsténdstitheten g(E) « +/E, och det skuggade
omrddet g(E)f(E) visar var elektronerna faktiskt sitter vid den hégre temperaturen.

T=0 T>0
hogt 6ver Eg:
tomt
_.—
- —_————— o
Epm — — — — — — — . VAM  Fpm = = — — — — — . nagra kT:
— > L 4 har flyttar
elektroner
— —_—
— 00— ——0—
— 00— — 00—
— — .
djupt under Eg:
— — alla fulla, inga
lediga grannar
— 00— — 0 —

Vad temperaturen gér med nivderna néra Er. Vid T = 0 dr allt under EF fyllt och allt 6ver tomt. Vid
T > O flyttar bara elektroner inom ndgra KT under EF till lediga nivder strax éver, och fyllnaden blir

symmetrisk kring Er.

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 511/526


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Ferminiv%C3%A5n
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Tillst%C3%A5ndst%C3%A4thet

FOOO5T - Fermi-Dirac-fordelningen

2. Energin for en given sannolikhet

Ofta vill vi veta var sannolikheten har ett visst varde. Vi loser ut E ur formeln i rutan:

P EERVKT 4 1 =

| =

o EEr KT 1

1
f

E = Ep +len(% - 1)

Med f = 0,9 och f = 0,1 blir logaritmen In é och In 9. Fallet frdn 90 % till 10 % sker alltsé 6ver
2kT In9 ~ 4,4KkT.

3. Symmetrin kring Efr

Satt x = A/KT och jamfor ett tillstand A dver EF med ett lika langt under:

1 1
_ — +
f(Er +8) * [(Er — A) ex+1 e*+1

1 er
= +
ex+1 1+eX

=1

f(EF +A) =1~ f(EF — Q)

Hogerledet ar sannolikheten att tillstandet under Er ar tomt. Sannolikheten att hitta en elektron A
ovanfor ferminivan ar alltsa lika stor som sannolikheten att hitta ett hal A under den. Det &r darfor

ferminivan hamnar mitt i gapet i en ren halvledare.

4. Svansen blir Boltzmann

Langt ovanfor ferminivan ar exponentialfunktionen mycket stérre an 1, och ettan i namnaren

kan strykas:

E-Ep > kT : f(E) ~ e ETERIKT

Det &r Boltzmannfaktorn. Dar tillstanden nastan alltid & tomma spelar Pauliprincipen ingen roll, och
elektronerna beter sig som en klassisk gas. Redan vid E — Er = 3kT ar felet bara 5 % (e> = 0,0498
mot f = 0,0474). Det ar just den har approximationen vi anvander for ledningselektronerna i en
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halvledare, dar E — E ar en halv elektronvolt.

[\ Vanliga fel

o "+1" gloms eller far fel tecken. Utan ettan far vi Boltzmannfaktorn, som kan bli storre an 1

under Er och alltsa inte ar en sannolikhet. Med —1 blir det Bose-Einstein-férdelningen,

som galler fotoner och inte elektroner.

o kT ijoule och energiernaieV. Anvind k = 8,617 - 107° eV/K nar E — Ef arieV.

* f tolkas som ett antal elektroner. f &r sannolikheten att ett tillstdnd ar besatt, mellan 0 och

1. Antalet elektroner kraver ocksa tillstdndstatheten: dN = g(E)f(E) dE.
e f(Er)= % tolkas som att det finns elektroner vid Er. I en halvledare ligger Er i gapet

1

dar det inte finns nagra tillstand. Sannolikheten ar 5, men det finns inget att besatta.

5. Losta exempel

‘= Exempel — Besattning kring ferminivan vid rumstemperatur

Vid 300 K: vad ar sannolikheten att ett tillstand 0,100 eV 6ver ferminivan ar besatt, och att ett
tillstand 0,100 eV under &r besatt? Mellan vilka energier faller f fran 0,9 till 0,1?

2 Losning

Termiska energin.

kT = 8,617 - 10~ - 300 = 0,02585 eV

Fysika: Te

Over E.

fo 1 1

1

Under Er. Symmetrin ger direkt

f(Er —0,100) = 1 - 0,0205 =
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Overgangsbandet. Med E = Ep + kT In(1/f — 1):
1
f=09: E-Er=0,02585" ln§ =-0,0568 eV

f=0,1: E-Er=0,02585"1n9 = +0,0568 eV

Sannolikheten faller fran 0,9 till 0,1 mellan | EF — 0,0568 eV och Er + 0,0568 eV |, ett
band som ar 0,114 eV brett.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.

‘= Exempel — Temperaturen for en given sannolikhet

Vid vilken temperatur ar sannolikheten 5,00 % att ett tillstand 0,100 eV éver ferminivan
ar besatt?

f Losning

Los ut exponenten.

1

g = 0:0500

1
M = —— _ —1=190
0,0500

A
T In 19,0 = 2,944

Temperaturen.

A 0,100

T = = =394 K
kln19,0 8,617 107> 2,944

Rimlighetskoll. Vid 300 K var sannolikheten 2,05 % enligt féregdende exempel, sa det
kravs en nagot hogre temperatur for 5 %.
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Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer Gverens.

Lasning

e 42.5 Free-Electron Model of Metals
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Halvledare

#fysik  #fasta-tillstdndets-fysik  #modell

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Bandgap, Fermi-Dirac-fordelningen

I en halvledare — kisel, germanium, GaAs — ar bandgapet litet nog att elektroner latt exciteras fran
valensbandet till ledningsbandet, och antalet sddana elektroner stiger snabbt med temperaturen.
Varje exciterad elektron lamnar ett hal efter sig i valensbandet, och bada bidrar till ledningen:
elektronerna genom att rora sig i ledningsbandet, halen genom att elektroner i valensbandet flyttar sig
inidem.

Formeln, symbol f6r symbol

halva gapet
B2
~ exp(——ZL—
\f/ p( kT )

besatt vid ~

bandkanten termisk
energi

Er ligger mitt i gapet, sa ledningsbandet ligger bara halva gapet ovanfér. Kvoten star i en exponent,
och darfér ger en liten andring av T eller E4 en stor andring av antalet laddningsbarare.

1. Fexminivan mitt i gapet

I en ren, egenledande halvledare kommer varje ledningselektron fran valensbandet och lamnar ett hal
dar. Antalet elektroner i ledningsbandet ar darfor lika med antalet hal i valensbandet. Enligt symmetrin
i Fermi-Dirac-fordelningen ar sannolikheten for en elektron A 6ver Ef lika stor som sannolikheten for
ett hal A under. Om banden ar ungefar lika formade hamnar Er darfér mitt i gapet.

Ledningsbandets botten ligger da E4/2 éver ferminivan:

Eg

E_EF:7
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3 1
 eEg/2kT 4

Eftersom Eg/2 3> kT kan ettan strykas:

f ~ e Eal2kT

Det &r halva gapet, inte hela, som star i exponenten. For kisel vid rumstemperatur blir f ungefar 4 -
10710, Det ar ocksa lite: rent kisel har vid rumstemperatur ungefar 10 ledningselektroner per
kubikmeter, omkring en biljondel av vad en metall har. Darfor leder rent kisel daligt, och darfor ar det
sa effektivt att dopa det.

2. Hal

Nar en elektron lamnar valensbandet blir ett tillstand tomt. En granne i valensbandet kan flytta in i det
tomma tillstandet och lamnar da ett nytt tomrum efter sig. Tomrummet vandrar alltsa at motsatt hall
mot elektronerna som flyttar.

Det &r enklare att folja tomrummet an alla elektroner i det nastan fulla bandet. Vi kallar det ett hal och
ger det laddningen +e. I ett elektriskt falt ror sig halet i faltets riktning, som en positiv laddning. Bade
elektroner och hal ger strém i samma riktning:

I= Ielektroner + Ih°al

I en egenledande halvledare ar antalet lika: n = p.

falt E
steg1 /\
O — O — O = O 4 O = O e O S O @ elektroner hoppar at héger,
mot faltet
steg 2
/\ O halet flyttar at vanster,
O:O:O:Q:Oo@:@:@ med faltet, som en
laddning +e
steg 3
/\ bada ger strom at

@000 -0-0-0--@®

Ett hal vandrar. I varje steg hoppar en elektron i en bindning in i hdlet till héger om sig, mot filtet. Hdlet
flyttar da ett steg at vdnster, i féltets riktning, precis som en positiv laddning.
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3. Stark temperaturberoende

Exponenten gor att antalet laddningsbarare 6kar mycket snabbt med temperaturen. For kisel 6kar det
ungefar tjugo ganger mellan 300 och 350 K. Resistiviteten sjunker darfér kraftigt nar en halvledare
varms upp. En metall beter sig tvartom: dar ar antalet elektroner fast, och nar gittret vibrerar mer
sprids elektronerna oftare, sa resistiviteten 6kar nagot med temperaturen.

Den skillnaden anvands i termistorer, temperaturgivare som ar gjorda av halvledarmaterial.

4. Fotoledning

En foton med hf > E4 kan ocksé skapa ett par av en elektron och ett hal (se Bandgap). En halvledare
leder da battre nar den belyses an i morker. Det ar principen for ljussensorer och, tillsammans med en
pn-6vergdng, for solceller. Ljus med langre vaglangd an hc/E, passerar utan effekt.

/\ Vanliga fel

* Hela gapet i exponenten. Avstandet fran Ef till ledningsbandet ar Ey/2. Med e Eo/kT blir
svaret for kisel 10719 i stallet for 10710,

o Halet som en verklig partikel. Halet ar ett tomt tillstand i valensbandet, inte en positron.
Det har ingen egen existens utanfor kristallen.

e “Resistansen 6kar med temperaturen.” Det galler metaller. En halvledare leder bdttre nar
den blir varm.

o kT vid fel temperatur. Exponenten &r sa kanslig att en dndring pa tio procent i T andrar f

med en faktor stérre 4n tva. Rakna om kT for varje temperatur.

5. Losta exempel
‘= Exempel — Kisel och germanium

Kisel har bandgapet 1,12 eV och germanium 0,67 eV, med ferminivan mitt i gapet. Bestam
sannolikheten att ett tillstand vid ledningsbandets botten ar besatt i kisel vid 300 K och 350 K,

och kvoten mellan dem. Jamfor med germanium vid 300 K.

2 Lésning

Termiska energier.
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kTs00 = 8,617 - 107° - 300 = 0,025852 eV

Fysika: Te

Kisel vid 300 K. E4/2 = 0,560 eV:

kT3s0 = 8,617 - 107 - 350 = 0,030161

f = ¢ 0.560/0,025852 — 21662 — |3 g7 . 1010

Kisel vid 350 K.

Kvoten.

En temperaturokning pa 17 % ger drygt tjugo ganger fler ledningselektroner.

f: e—0,560/0,030161 —

e

8,64 1077

3,91-10710

Germanium vid 300 K. E4/2 = 0,335 eV:

Det ar omkring 6000 ganger mer an i kisel vid samma temperatur. Ett gap som bara ar 40 %

~18567 = [g 64 - 107

22,1

f = 70.335/0,025852 — 12958 — |9 3. 16

mindre ger nastan fyra tiopotenser mer.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende lGsningar stimmer dverens.

Lasning

e 42.6 Semiconductors
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Dopning

#fysik  #fasta-tillstdndets-fysik  #metod

Kurs: FOOO5T Forkunskaper: Halvledare

Genom att byta ut enstaka atomer i halvledarkristallen mot grundamnen med annat antal
valenselektroner styrs ledningen. En donator med fem valenselektroner — N, P, As — ger en extra
elektron och darmed n-dopning med elektronledning. En acceptor med tre valenselektroner — B, Al,
Ga — saknar en elektron och ger p-dopning med hélledning. Kombinationen av n- och p-dopade

omraden ar grunden fér halvledarkomponenter.

Formeln, symbol f6r symbol

lattare

*
m”/m
E; ~—5—+136eV
K SN——
donatorns ~~ vate

bindningsenergi skarmning,
& 8 Kﬁ11,7g

I — IS ( eeV/kT _ 1)
~N~ ~~ e
strom  pittnads- Vvaxer snabbt
strom 1 framriktning
Donatorn ar en vateatom inne i kristallen: elektronens effektiva massa ar mindre och kislet skarmar
laddningen, sa bindningen blir omkring femhundra ganger svagare an i vate och av samma storlek som
kT . Diodlagen sager att strommen vaxer exponentiellt med spanningen i framriktningen och stannar

vid —Ig i backriktningen.

1. Donatorer

I kisel binder varje atom till fyra grannar med sina fyra valenselektroner. En fosforatom pa en kiselplats
(en substitutionell punktdefekt) anvander fyra av sina fem elektroner till bindningarna. Den femte blir

éver och ar bara svagt bunden till P*-jonen.
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Hur svagt kan vi uppskatta med Bohrs modell: den femte elektronen kretsar kring en positiv laddning,
precis som i vate. Tva saker skiljer sig. Kislet runt omkring skarmar av laddningen med den dielektriska

konstanten K ~ 11,7, och elektronen rér sig i kristallen som om den hade en effektiv massa m* som
ar mindre an m,.

2 Harledning av donatornivan med vitemodellen

I vate ar jonisationsenergin och radien

4 2
mee €oh
= —5—>=136eV,  a=—— =0,0529m
8€gh? mee?
Fysika: Fd3 (vételiknande E_n och r_n), Te (E_H, a0)
I kristallen ersitts €, med K €, och m, med m*:
* 4 x
m*e m™/me
E; = = 13,6 eV
17 8K2e2n2 T K2
- Keh?> _ K .
7 Im*e? m*/m, °
*
m”/m
Eg»~ £.13,6eV
K2

Med m* = 0,26 m for kisel blir Eq ~ 0,026 eV och banans radie 2,4 nm, ungefar tio atomavstand.
Uppskattningen ar grov men storleksordningen stammer: uppmatta donatornivaer i kisel ligger 0,01—
0,05 eV under ledningsbandets botten. Det ar av samma storlek som kT vid rumstemperatur, s&
nastan alla donatorer har lamnat ifran sig sin elektron till ledningsbandet. Materialet blir n-dopat, med
elektroner som laddningsbarare.

2. Acceptorer

En boratom har bara tre valenselektroner. En av de fyra bindningarna till grannarna saknar en elektron.
Det kravs bara lite energi for att en elektron fran valensbandet ska hoppa in och fylla bindningen.
Acceptornivan ligger darfor strax ovanfér valensbandets topp, och nar den fylls lamnar elektronen ett
hal efter sig i valensbandet. Materialet blir p-dopat, med hal som laddningsbarare.

Donator och acceptor &ar varandras spegelbilder: en niva strax under ledningsbandet som ger bort

elektroner, respektive en niva strax 6ver valensbandet som tar emot dem.
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‘0 0 1. femte elektronen ¢ 0 o 0

o 6-
®
®
®

n-typ: fosfor (5 valenselektroner) p-typ: bor (3 valenselektroner)
stor, svagt bunden bana: E4 = 0,045 eV en bindning saknar en elektron

Kisel med en fosfor- och en boratom. Fosfor har en elektron fér mycket for de fyra bindningarna, och den
femte kretsar i en stor, svagt bunden bana. Bor har en for lite, och den tomma platsen i en bindning dr
ett hdl.

3. Majoritets- och minoritetsharare

I ett n-dopat material ar elektronerna majoritetsharare och halen minoritetsharare. I ett p-dopat

material ar det tvartom. Ferminivan flyttar sig fran mitten av gapet mot ledningsbandet i n-dopat
material och mot valensbandet i p-dopat.

n-typ (fosfor) p-typ (bor)
ledningsband ’ elektroner ledningsband
'E4: 0,045 eV under £ elekgroner:
1,0 d- Y ¢ E 10712 ggr farre,
—_— e e e = = e ] === = —— = syns inte
=
QL 0,8
L
o0
(] 0,6 E\ E\
=S O S
)
c
2 o4
X
<
[}
0,2 hal: .
‘12 .
107 ggrfarre, E.: 0,045 eV dver Ey Er
syns inte
0
Ey Ey
valensband valensband hal

kisel, 300 K, Np = Ny =102 m—3
elektroner g(E)-f(E), hal g(E)-[1 - f(E)], godtycklig skala

Fosfor- respektive bordopat kisel vid 300 K. Donatornivdn ligger strax under Ec och acceptornivdn strax
over Ey,, och ferminivan har flyttat frdn E; mot respektive band. Till héger om varje banddiagram syns
bdrarférdelningen: majoritetsbdrarna samlas nédra bandkanten, och minoritetsbédrarna dr for fa fér

pellesmoln.org/kurser/FOO05T - 2026-10-19 522 /526



FOOO5T - Dopning

att synas.

Materialet &r fortfarande elektriskt neutralt. Varje fri elektron i n-dopat kisel motsvaras av en fast P*-

jon i gittret, och varje hal i p-dopat kisel av en fast B™ -jon.

4. pn-6vergangen

Dér ett p-dopat och ett n-dopat omrade mots diffunderar elektroner fran n-sidan in i p-sidan och hal at
andra hallet, och de férintar varandra. Kvar blir ett tunt utarmningsskikt utan fria laddningsbarare, dar
de fasta jonerna ger ett elektriskt falt som bromsar diffusionen. Lagger vi pa en spanning V' i
framriktningen, med p-sidan positiv, sanks barriaren och strommen vaxer exponentiellt. I
backriktningen hojs den, och bara en liten méattnadsstrom Is gar:

I — IS (eeV/kT _ 1)

Det e som star i exponenten ar elementarladdningen. Kvoten kT /e &r 0,0259 V vid rumstemperatur, s&
redan en spanning pa nagra tiondels volt ger en strém som ar tiotusentals ganger storre an Is.

Samma Overgang anvands pa tva satt till: i en lysdiod faller elektronerna ner i halen och sander ut ljus
med hf ~ Eg, och i en solcell skapar ljuset par av elektroner och hal som faltet i utarmningsskiktet
drar isar.

[\ Vanliga fel

e “p-dopat ar positivt laddat.” Bade n- och p-dopat material ar neutrala. Bokstaven anger
vilken sorts laddningsbarare som dominerar.

e Grupp III och V forvaxlas. Donatorer (P, As, Sb) har fem valenselektroner och ger n-
dopning. Acceptorer (B, Al, Ga) har tre och ger p-dopning.

e “Dopningen ar for liten for att spela roll.” En donator per miljon kiselatomer ger miljontals
ganger fler ledningselektroner an i rent kisel.

e Tecknet pa V idiodlagen. V > 0 betyder p-sidan positiv (framriktning). I backriktningen

eV /kT

gare mot nollochI — —Is.
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5. Losta exempel
‘= Exempel — Fosfordopat kisel

Kisel har atta atomer per kubisk enhetscell och gitterkonstanten a = 0,5431 nm. Det dopas med
en fosforatom per 10° kiselatomer, och donatornivan ligger 0,045 eV under ledningsbandet.

a) Bestam donatorkoncentrationen. b) Berikna Boltzmannfaktorn e Z*T vid 300 K och
jamfér med faktorn e Ea/2kT =391 - 10710 fr egenledning. c) Rent kisel har ungefar 1,0 -
1016 ledningselektroner per m? vid 300 K. Hur manga ganger fler blir det om alla donatorer

ar joniserade?

2 Lésning
a) Atomtatheten i kisel:

8
~ (0,5431 - 1079)3

e =4,99-10% m™

En pa miljonen:

ng=10"°-4,99-10%® =(4,99 - 10 m3

b) Med kT = 0,02585 eV:

e_Ed/kT — e—0,045/0,02585 — e—1,741 — 0,175

Det ar 0,175/3,91 - 10710 ~ 4,5 - 108 ganger stérre an faktorn fér egenledning.
Donatorelektronerna har sa lag bindningsenergi att de i stort sett alla ar fria.

c)

ng _ 4,99-10% _ S
" L0 100 5,010

En miljondel fosfor ger fem miljoner ganger fler ledningselektroner.

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende [6sningar stimmer éverens.
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‘= Exempel — Diodens strom

En kiseldiod har mattnadsstrommen Is = 1,00 nA vid 300 K. Bestam strommen vid spanningen
+0,300 V och —0,300 V. Vilken spanning i framriktningen ger strommen 10,0 mA?

J Lésning
Termiska spanningen.

kT  1,381-107%-300

s = 1.602- 1019 =0,02585V
Framriktningen, +0,300 V.
i = UEL =11,61
kT  0,02585

1=1,00-107 (™ -1)=1,00-107+ 1,10 - 10° =|0,110 mA

Backriktningen, —0,300 V. e 1161 = 9 - 107° 4 férsumbart:

1=1,00-107° (e % - 1) ~|-1,00 nA

Spanningen for 10,0 mA. Los ut V':

e == —
Is 1,00 - 107°

+1=~1,00-107

kT

V = —1In(1,00 - 107) = 0,02585 - 16,12 = 0,417 V
e

Samma spanning at andra hallet ger strommar som skiljer sig en faktor hundratusen. Det ar
diodens likriktande egenskap.

Ej kontrollerat mot facit — tvd oberoende l6sningar stimmer Gverens.
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Lasning

e 42.6 Semiconductors
e 42.7 Semiconductor Devices
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