t-fordelningen

#matematik #statistik #fordelning

Kurs: SO008M Férkunskaper: Konfidensintervall, Punktskattning

Nar standardavvikelsen o ar okand och ersatts med sin skattning s ar den standardiserade
medelvardesvariabeln inte langre N (0, 1) utan t-férdelad med n — 1 frihetsgrader. t-férdelningen har

tjockare svansar, och konfidensintervallen blir darfor bredare.

1. Tva kvoter som liknar varandra
For oberoende & € N(, 0) jamfor vi

,_ S = SH
o/4/n o*/\/n

Skillnaden &r namnaren. I z star den fasta konstanten 0. I t star skattningen o*, som sjalv ar

och

slumpmassig och varierar fran stickprov till stickprov.

¢) Fordelningarna

-
o*/+/n

E—p
o ENO,

Etn-1)

t(f) ar t-fordelningen med f frihetsgrader. For ett stickprov ar f = n — 1, samma tal som

namnaren i 2.

&) Varfor de maste skilja sig

Tank dig att vi simulerar manga stickprov. Ibland blir s av en slump mycket mindre an g, och da
blir t stort &ven om & ligger nara p. Den extra osékerheten i ndmnaren ger fler extrema varden —
tjockare svansar — an N (0, 1). Med sma stickprov ar effekten stor; med stora &r s nastan alltid
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nara o och skillnaden forsvinner.

Fordelningen harleddes av kemisten W. S. Gosset, som arbetade med kvalitetskontroll pa Guinness
bryggeri och publicerade under pseudonymen Student. Darav namnet Students t-férdelning.

2. Egenskaper

e Symmetrisk kring 0, klockformad som N (0, 1).

¢ Tjockare svansar — mer massa langt ut.
e Narf — oogart(f) mot N(O, 1).

Kvantilen t,(f) definieras som fér normalférdelningen: P (t > t,(f)) = a. Den lases ur t-tabellen och ar
alltid stdrre An motsvarande Aq:
f 3 7 12 24 00

to,005(F) 3,182 2,365 2,179 2,064 1,960 = g0

3. Konfidensintervall f6r p med okant o

Samma harledning som i Konfidensintervall, med Ay utbytt mot t,»(n — 1) och @ mot s:

_ s s
I, =[x = tep(n — 1)_n’ X+ tgp(n—1)—]

Vn Vn
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/N Vilket intervall nar?

A-intervallet kraver att o ar kénd i forvag, innan vi ser matvardena — till exempel fran lang
erfarenhet av matinstrumentet. Har vi bara raknat ut s ur samma data ar o okand, och da galler t-
intervallet. Det vanliga fallet i praktiken ar okand o.

P& raknaren: menu — Statistics = Confidence Intervals — t Interval, eller kvantilen direkt med

invt(1-a/2,1f) .

/\ Vanliga fel

e Frihetsgraderna. Ett stickprov har f = n — 1, inte n.
e invt med felsvans. invt(p,£) ger kvantilen med sannolikheten p till vinster; to 025(8)
ar invt(0.975,8) .

4. Losta lektionsuppgifter
‘= Lektion 12, 6vning 2 — Samma data, okand standardavvikelse

Observationerna 0,5 0,2 0,3 -0,2 0,3 0,3 0,4 0,2kommerfran N(u, o). Nu vet
viingenting i forvag om 0. Berdkna ett 95 % konfidensintervall fér g och tolka det.

¢ Lésning
Modell. §; € N(y,0),i=1,...,8, oberoende, i1 och 0 okénda.

Skattningar. X = 0,25 och

8
1
S = ; Z(Xi - 0,25)2 ~ 0,207
i=1

Intervall. £ gp5(7) = 2,365:

0,207

I, =10,25 ¥ 2,365 -
H \/g

1=10,25 ¥ 0,173] =|[0,08; 0,42]
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Tolkning. Med 95 % sakerhet ligger p mellan 0,08 och 0,42.

%=0,25

|—|—| [0,077; 0,423] o okand: t-intervall
f———— 0,111;0,389] 0= 0,2 kiind: A-intervall
|

-0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4
matvarde (prickar = de atta observationerna)

Jamforelse. Med 0 = 0,2 kand blev intervallet [0,11; 0,39], se Konfidensintervall. Har ar
S & d, men ty gp5(7) = 2,365 ar storre an 1,96 — priset for att inte kdnna 0.

Pa raknaren. Mata in de atta vardena i en lista och kor t Interval med Data och C
Level 0.95.

Facit: [0,07; 0,43] — facit avrundar gréinserna utdt; de oavrundade gréinserna ¢r 0,077
och 0,423.
‘= Lektion 12, 6vning 3 och 4 — 7 eller t?

Lat &y, ..., &, vara oberoende och N (y, 0).

&~ E—p
a) Pa vilket satt skiljer si och
) S o*/\/n o/+/n

at, och vilka férdelningar har de?

b) Du ska berékna ett konfidensintervall for g med konfidensgrad 1 — a och véljer mellan
_ _ S
[Xx F Aep—=] och [X F top(n— 1)—n]

v Vi

I vilken situation ska respektive intervall anvandas?
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J Lésning

a) Den forsta har den slumpmassiga skattningen o*i namnaren, den andra den fasta
parametern g. Darfor

E—p
o €N,

E—p
o*/\/n

€tin—-1)

Variationen i 0 gor att t-kvoten oftare hamnar langt ut, se avsnitt 1.

b) A-intervallet nar o ar kand i forvag; t-intervallet nar o ar okdnd och skattas med s ur
samma matvarden. Bada forutsatter normalférdelade observationer.

Facit (6vning 3): N (0, 1) respektive t(n — 1).

‘= Lektion 12, dvning 9 (Vannman 8.19 a) — Densitet, 98 %-intervall

Densiteten (g/cm?3) hos ett material mats 13 ganger. Matvardena antas vara oberoende

observationer frdn N (i, 0) med okant 0. Ur métvardena fas X = 0,508 och ¥ x? = 3,355708.

Berédkna ett 98 % konfidensintervall for p.

/ Lbésning
Modell. §; = densitet vid matning i, & € N(u,0),i =1, ..., 13, oberoende.

Skattning av 0 med rakneformen:
1 .
s = - (3,355708 — 13 - 0,508%) = 7,3 - 107, s ~ 0,00854

Intervall. 98 % ger a/2 = 0,01 och ¢y 91 (12) = 2,681:

B 0,00854 3
I, = [0,508 F 2,681 - ———] = [0,508 F 0,0064] ~ [[0,502; 0,514]
V13

Med 98 % sakerhet ligger den forvantade densiteten mellan 0,502 och 0,514 g/cm3. Utan
normalfordelningsantagande, se Teckenintervall.
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Uppgiften (Vdnnman 8.19 a, i 2:a uppl. 8.20 a) dr dtergiven ur det handskrivna
[6sningsférslaget, och intervallet stimmer med det: [0,501; 0,515], avrundat utdt fran
0,5016 och 0,5144. Radata finns inte i valvet.

Se aven

e Konfidensintervall
e Punktskattning
e Normalfordelning
e Stickprov i par

e Tva stickprov

Resurser

e Khan Academy: Confidence intervalswz
e Wikipedia: Students t-fordelning 2
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