Ytintegraler

#matematik #flervariabelanalys #integral

Kurs: MO068M Férkunskaper: Parametriserade ytor, Dubbelintegraler

1. Idén — integrera oOver en yta istallet for ett
omrade

En vanlig dubbelintegral summerar funktionsvarden éver ett plant omradde D C R2. En
ytintegral gér samma sak, men 6ver en krokt yta S i rummet. Tva naturliga tolkningar:

« Massa: om S &r ett tunt skal med ytdensitet p(x, y, z) & massan [[, pdS.
o Medelvarde: om f representerar en storhet (temperatur, héjd, ...) langs ytan ar
dess medelvarde m ffs fdS.

Konstrukten ar direkt analog till kurvintegralen fc f ds — bara att vi summerar 6ver en
2D-yta istallet for en 1D-kurva, och baglangdselementet ds ersétts av ett arealelement

ds.

Grundtanken

ffs f dS summerar f langs ytan, vagt med den lokala arean. Nar f = 1 far man
ytans area.

2. Definition via parametrisering

L&t S vara given av en parametrisering 7(u, v), (u,v) € D. D& definieras

//Sfdsz /Lf(F(uav)) |7 X 7| du d
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Faktorn |7, X 7, || & den lokala arealférstoringen — hur en liten rektangel du dv i
parameterplanet blir nar den lyfts upp pa ytan.

Ytareelement dS = |r, x r,| dudv

— T, dU

s T, AV
areelement ds
ytan S

I bilden visar den lilla parallellogrammen exakt detta: 7, du och 7, dv spanner upp en
liten yta vars area ar ||, X 7| dudv = dS.

3. Anvandbara specialfall

Graf z = f(z,y) éver D C RR?



Med parametriseringen 7(z,y) = (z,y, f(z,y)) blir

[ = [[ stesn ste) 1+ 72+ e

Sfar av radie R

Med 7(¢, 8) och dS = R?sin ¢ d¢ db:

//sg = /02“/0”9 (7($,6)) B* sin ¢ de db.

Cylinder av radie R, héjd h

Med 7(6, z) och dS = Rdf dz:

h p2mw
//gdS:// g(RcosO,RsinH,z)Rdez.
S 0 Jo

4. Egenskaper

Ytintegralen arver de vanliga raknereglerna fran dubbelintegralen:

« Linjaritet: [[ (af + Bg)dS = o [[, fdS + B [[5gdS.

o Additivitet: om S = S U S5 med S N S5 av area noll, summerar integralen.

» Oberoende av parametrisering: vardet beror bara pa S som geometriskt objekt,
inte p& det val av 7(u, v) man rékade gora (sa lange den tacker S bijektivt utom pé
en mangd med area noll).

« Oberoende av orientering: till skillnad fran flodesintegralen byter inte ffs fdS
tecken om man vander normalen. Det ar en skaldr ytintegral.

5. Exempel

:= Exempel 1 — yta av halvsfar >

:= Exempel 2 — area av paraboloid-cap (samma som i Parametriserade ytor) >
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:= Exempel 3 — massa av ett halvsfariskt skal >

6. Metodik — steg for steg

¢ Rakneschema for ffs fdS

1. Valj parametrisering 7*(u, v) och omradet D.

2.Berdkna dS = |7, X 7| du dv — eller anvéand specialformlerna i §3.
3. Uttryck f langs ytan: f(7(u,v)).

4. Skriv ner dubbelintegralen 6ver D och berékna iterativt.

5. Sanity-check med f = 1 — dd ska du f3 area(S).

/N Vanliga fallgropar

o Gloémmer ||7, X 7 || — utan den blir resultatet bara dubbelintegralen
| parameterplanet.

o Anvander dS = dA utan att fundera éver krékningen — funkar bara for
plana ytor.

o Slarvar med definitionsméangden D, sa att ytan tacks dubbelt eller missas.

Lasning

e 16.5 Surfaces and Surface Integrals

Se aven

e Parametriserade ytor

o Flodesintegraler

¢ Dubbelintegraler

e Kurvintegraler

o Variabelbyte i trippelintegraler

Resurser


file:///opt/buildhome/repo/public/meta/b%C3%B6cker/z.Calculus-A-Complete-Course-10th.pdf#page=935
file:///opt/buildhome/repo/public/koncept/Parametriserade-ytor
file:///opt/buildhome/repo/public/koncept/Fl%C3%B6desintegraler
file:///opt/buildhome/repo/public/koncept/Dubbelintegraler
file:///opt/buildhome/repo/public/koncept/Kurvintegraler
file:///opt/buildhome/repo/public/koncept/Variabelbyte-i-trippelintegraler

o Khan Academy: Surface integralsez
o Wikipedia: Surface integralrz
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