Varians och standardavvikelse

#matematik #sannolikhetsldara #storhet

Kurs: SO008M Forkunskaper: Vantevarde

Variansen V (€) = E((& — p)?) mater hur mycket en stokastisk variabel i genomsnitt avviker
kvadratiskt fran sitt vantevarde. Standardavvikelsen 0 = 4/ V (§) ar roten ur variansen och har samma
enhet som variabeln sjaly, vilket gér den lattare att tolka.

1. Definitionen

Lat u = E(&) vara vantevardet. Variansen &r den forvantade kvadratiska avvikelsen fran p:

V(&) = E((&-p))

vilket i det diskreta respektive kontinuerliga fallet blir
V(@) =X(x-p’pe(x)  respektive V() =[ (x-p)’fe(x)dx

Standardavvikelsen ar roten ur variansen:

0=+/V()

2 Varfor roten?

Kvadreringen gor att positiva och negativa avvikelser inte tar ut varandra, men den ger ocksa
variansen fel enhet — kvadratmeter om & &r en langd i meter. Roten ger tillbaka samma enhet
som & och p.
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2. Rakneregeln

Utvecklar vi kvadraten och anvander att vantevardet ar linjart far vi ett ofta bekvamare uttryck:

V(©) = E@) - (EE)

dar E(&%) = ¥, x*pe(x) eller [ x*fe(x) dx. Den &r sérskilt praktisk i det kontinuerliga fallet, eftersom vi
slipper integrera (x — p)?.

3. Tolkning

&) o som typisk avvikelse

Standardavvikelsen kan tolkas som ett matt pa hur mycket & i genomsnitt avviker fran
vantevardet. For symmetriska fordelningar ligger storre delen av sannolikhetsmassan inom [y —
20, p+20].

Tva férdelningar kan ha samma véantevarde men helt olika spridning. Variansen sager ingenting om var
fordelningen ligger, bara hur utsmetad den ar.

4. Kanda fordelningar

Férdelning V(9

Bin(n, p) np(1 - p)
Hyp(N, n, p) np(1 - p)%
Po(A) A

ffg(p) (1-pyp?

rektangelférdelning pa [a,b] (b —a)*/12
Exp(A) 1/A2

N(y,0) 0’
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/\ N(u, ) har variansen g2

Kursen skriver normalfordelningen med standardavvikelsen som andra parameter. Variansen ar
kvadraten pa den.

5. Losta lektionsuppgifter
:= Lektion 5, dvning 6 — Fordelningar med givet poch o

a) Lat & ha sannolikhetsférdelningen

X =i 1

P(§=Xx) 0,5 0,5

Berdkna vantevarde, varians och standardavvikelse.

b) Ge ett exempel pa en fordelning med g = 0 och o = 10. Verifiera med definitionerna.
c) Ge ett exempel med g = O och o = 3,7.

d) Ge ett exempel med p = 1,50ch o = 3,7.

e) Gor om b) med kravet att minst 3 varden antas med positiv sannolikhet.

f) Ge ett exempel dar det mest sannolika vardet ar 1 och vantevardet ar stoérre an 100.

 Losning
a)

p=(-1)-05+1-05=[0, V(E=(-1-02-05+(1-072-05=[1] o:
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Idén till b)-e). I a) ligger massan symmetriskt pa avstandet 1 fran p, och o blev just det
avstandet. Placerar vi massan 0,5 pa avstandet o pa var sin sida om p far vi vantevardet py
och standardavvikelsen @.

b) P(& = —10) = P(£ = 10) = 0,5. D& ar p = O och V (§) = 100 - 0,5 + 100 - 0,5 = 100,
sao = 10.

QPE=-37)=P(E=37)=0,5.

d) Flyttac) tilp = 1,5: P({ =1,5-3,7) =P({ = -2,2) = 0,50ch P(§ = 5,2) = 0,5.
Forflyttningen andrar vantevardet men inte spridningen.

): a?+0+a® — 2d°

e) Tre varden med sannolikheten 1/3 var: —a, 0 och a. Da &r pu = 0 och V (£ 3 3

.Kravet V(§) = 100 gera = v/150 = 12,2.

X —4/150 0 /150

P =X) 1/3 1/3 1/3
f) Lagg den storsta enskilda massan i 1, men lat resten ligga langt ut:

X 1 200 300

P =Xx) 0,4 0,3 0,3

Det mest sannolika vardet ar 1 (hégsta stolpen), menpy =1+0,4 +200 0,3 + 300 - 0,3 =
150,4 > 100.
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0,5
u=150,4

mest sannolika varde: 1
0,4

0,3

PE=x)

0,2

0,1

0 50 100 150 200 250 300

Facit: a) p = 0, 0 = 1; b)-f) samma exempel som facit anger. Andra svar pd b)-f) dr
ocksd rdtt.

:= Infor lektion 7, punkt D — Hur mycket ligger inom p * 2¢?

For symmetriska fordelningar ar en bra tolkning av o att storre delen av sannolikhetsmassan
ligger inom [ — 20, p+ 20]. Undersok hur det blir nar

a) & € Bin(6, 0,5),
b) & € N(0, 1).

Bestam forst sannolikheten att hamna utanfor intervallet och utnyttja symmetrin.

/ Losning

a)uy =np =3ochao = +/np(1-p)=+/1,5~ 1,22, Intervallet ar [0,55, 5,45], sa bara
& = 0 och & = 6 ligger utanfor. Med symmetrin:

2
P (utanfor) = P(E=0)+P(E=6)=2-0,5° = " 0,031

Innanfor ligger alltsa [ 0,969 |av massan.
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b) 1 = 0 och 0 = 1. Med normalférdelningens tabell, ®(2) ~ 0,9772:

P(E<-2)=P(>2)=1-®Q2)~0,0228

Innanfor ligger 1 — 2 - 0,0228 ~| 0,954 |.

Slutsats. I bada fallen ligger ungefar 95 % eller mer av massan inom tva standardavvikelser

fran vantevardet.
P& raknaren. a) binomCdf(6,0.5,1,5),b) noxmCdf(-2,2) .

Ej kontrollerat mot facit — tva oberoende l6sningar stimmer éverens.

‘= Lektion 7, 6vning 6 (Vannman 4.20 b och 4.25 b) — Vantevarde och varians ur
en frekvensfunktion

Den stokastiska variabeln & har frekvensfunktionen

0,02x, 0<x<10
ff =1,

dnnars

Bestam E(&), V (&) och standardavvikelsen o.

/ Lésning

10
Kontrollavf.[ 0,02xdx =0,01" 10%> = 1 och f > 0, sa det ar en frekvensfunktion.
0

Vantevardet — summan fran det diskreta fallet blir en integral:

E@©)=[ x-0,02xdx=002[>] == ~[667
. 3°, 3

Variansen med rakneregeln V (§) = E(&%) — E(&)*:

10 x4 10
E@E)=[ x*-0,02xdx=0,02 [Z] =50
0 0

pellesmoln.org/koncept/Varians-och-standardavvikelse - 2026-10-19 6/7


https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Normalf%C3%B6rdelning
https://pellesmoln.org/opt/buildhome/repo/public/koncept/Integraler

S0008M - Varians och standardavvikelse

2
20 50 /50
V(&) =50 - (E) = ? & (5,56, o= — ~ (2,36

Rimlighetskoll. Frekvensfunktionen véaxer at hoger, sa massan ligger tyngre mot 10 och
vantevardet ska ligga 6ver mitten 5. Det gor det.

P& raknaren. [(xx0.02xx,x,0,10) och [(x"2%0.02%x,x,0,10)-(20/3)72.

Uppgiften (Vdinnman 4.20 b och 4.25 b) dr dtergiven ur det handskrivna [6sningsférslaget (
E =20/3,V =50/9, o = 2,36), och svaren stimmer med det.

Se aven

e Vantevarde

e Linjara funktioner av stokastiska variabler
e Normalfdrdelning
e Median och kvantiler

Resurser

e Khan Academy: Variance and standard deviation of a discrete random variablerz
e Wikipedia: Varians
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